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lieber  die  Stabilität  der  Schilfe. 

Von 

dem   Herausgeber. 


Einleitung« 

Die  Üt  die  SchiflEsbaukunst  so  wichtige  Lehre  von  der  Stabi- 
lität der  Schiffe  ist  mit  der  allgemeinen  physikalischen  oder  me- 
chamsdieD  Lehre  von  der  Stabilität  schwimmender  Körper  im 
C^aozea  einerlei,  nnd  daher ^  abgesehen  von  ihrer  grossen  prak- 
tmchtü  Wichtigkeit,  von  so  allgemeinem  Interesse,  dass  eine  auf 
einige  Eii^tbümlichkeit  Anspruch  machende  Darstellung  dersel- 
ben an  diesem  Orte  wohl  gerechtfertigt  erscheint.  Was  die  im 
Fobenden  gegebene  Behandlung  dieser  wichtigen  und  interessan- 
ten Lehre   Detrifft,    so  weiss  icn  sehr  wohl,    dass  sich  dieselbe 


noch  allgemeineren  Gei^ichtspunkten,  als  hier  geschehen  ist» 
naaientlich  in  analytischer  Bezienung,  auffassen  lässt;  loh  hatte 
aber  für  jetzt  die  Absicht,  mich  möglichst  dem  Bedtirfnisse  der 
Prans  anxnbeoaemen  und  mich  eben  nur  auf  das  iür  den  prakti- 
sches Gebraucn  Wichtigste  zu  beschränken,  wozu  mir  eine  in 
hoehster  analytischer  AUgemeisheit  durchgeführte  Behandlung  we* 
ninr  geeignet  schien.  Auch  liabe  ich  emiges  Bekannte  aus  der 
al^tmeinen  analytischen  Mechanik  aufgenomüpen ,  nm»  nichts  wei- 
ter als  die  Lebren  der  Statik,  namentlich  die  sechs'  allgemeinen 
Bedingttn^gsffieicbangen  ^des  Gleichgewichts ,  als  bekannt  voraus- 
zosetaen.  fiemerken  will  ich  aber,  dass  bisher,  namentlich  von 
Bovgaer  im  Trait^  du  navire  und  von  Euler  in  der 
Scientianavalis,  wo  wohl  fiberhaupt  die  erste  wissenschaft- 
fiche  Begrfindong  dieser  wichtigen  Lenre  gegeben  worden  ist, 
vroer  biosB  der  eingeschränkte  Fall  unendlich  kleiner  Drehungs- 

neu  iV.  l 


Winkel  In's  Auge  gefasst  worden  Ist«  was  mir  für  den  praktischen 
Gebrauch  nicht  ganz  hinreichend  zu  sein  scheint  Deshalb  habe 
ich  im  Foli;enden  bei  den  allgemeinen  Cresetzen  diesen  einge- 
schränkten Gesichtspunkt  verlassen ,  und  glaube  gezeigt  zu  haben, 
dass  diese  Gesetze  nur  sehr  wenig  von  ihrer  Einfachheit  verlie- 
ren, wenn  man  dem  Drehuncswinkel  eine  endliche  bestimmte 
Grosse  giebt,  was  mir  namentlich  (ur  die  Schiffsbaukunst  wichtig 
zu  sein  scheint  Und  wenn  ich  auch  glaube,  meine  folgende  ana- 
lytische Entwicklung  als  eine  mir  ganz  eigenthfim liehe  beanspni- 
chen  zu  dürfen,  so  darf  ich  doch  auch  nicht  unbemerkt  lassen, 
dass  schon  Atwood  in  einer,  wie  ich  weiss,  namentlich  in  Eng- 
land sehr  geschätzten  Abhandlung,  die  man  in  den  Philosoph i- 
cal  Transactions  findet,  den  eingeschränkten  Gesichtspunkt 
unendlich  kleiner  t>rehungswinket  aufgegeben,  und  zu  Drehungs- 
winkeln von  einer  endlichen  bestimmten  Grosse  sich  erhoben  hat. 
Seine  Darstellung  ist  aber,  wie  dies  in  England  früher  fasit  immer 
eewöhnlich  Mar,  durchans  synthetisch,  und  gelang  nicht  a«  der 
Aligemeinheit  der  Betrachtung,  welche  die  analytische  Darstel- 
lungsweise zu  gewähren  im  Stande  ist,  wenn  auch  das  sonstige 
Verdienst  solcher  synthetischen  Darstellungen  von  mir  keineswegs 
in  Frage  gestellt  werden  soll.  Um  übrigens  diese  Abhandlung 
fQr  jetzt  nicht  zu  weit  auszudehnen,  habe  ich  mir  verschiedene 
specielle  Anwendungen  der  in  derselben  entwickelten  allgemeinen 
Lehren  fSr  einige  spätere  Aufsätze  vorbehalten  müssen,  und  be- 
merke schliesslich  nur  noch ,  dass  auch  die  unmittelbar  mit  der 
Stabilität  zusammenhängende  ajigemeine  Theorie  des  Rollens  oder 
Schüngerns  und  Stampfens  der  Schiffe  (le  roulis  et  le  tangage) 
in  der  vorliesenden  Abhandlung  gegeben  worden  ist,  um  in  der- 
selben auch  nierfQr  eine  theoretische  Grundlage  für  einige  später 
folgende  specielle  Anwendungen  zu  gewinnen.  I^ine  noch  allge- 
meiner^  analytische  Behandlang  behalte  ich  gleichfaHa  einer  spä- 
teren Abhandlung  vor. 


Bevor  wir  zu  dem  etgentlichen  Gegenstände  dieser  Abhand- 
lunp  übergehen,  wollen  wir,  um  derselben  ekie  mögliebst  allge- 
meine Verständlichkeit  zu  siehern,  die  allgemeinen  Erziehungen 
der  Bewegung  eines  Systems  von  Körpern  entwickeln,  ohne  danei 
andere  mechanische  Satze  als  die  bei  dieser  Entwtckelung  nicht  zu 
umgehenden  Principien  der  Statik  oder  Glelchgewiehtslehre  vor- 
auszusetzen,-weil  oWtke  die  Kenntniss  der  in  Rede  stehenden  ali- 
gemeinen Gleichungen  der  Bewegung  eines  Systems  von  Körpern 
und  einiger  daraus  abgeleiteter  Sätze  eine  vüllig  deutHcIle  und 
gehörig  wissenschaftlich  begründete  Einsicht  in  dias  Folgende 
nicht  erlangt  werden  kann,  die  Kenntniss  dieser  allgemeinen Glei- 
chimgen  der  Bewegung   ehies  Systems    von  Körpern  aber  auch 


oock  tSr  verschiedene  andere  Gegenstftnde  der  nautiscbep  Wls- 
fesBckaften,  die  wir  epSterhin  in  besonderen  Abhandlungen  zu 
besprechen  denken»  von  grosser  Wichtigkeit  ist 


§.  2. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Schwerpunkte 
eiDer  beiiebigeo  Anzahl  von  Körpern  zu  einem  Systeme  mit  ein- 
asder  verbanden  seien,  und  wollen  uns  zugleich,  was  bekanntlich 
verstattet  ist,  die  Massen  dieser  Körper,  welche  durch 

m,  nii,  m^,  m^,  m^,  ••^.. 

bezeichnet  vrerden  möeen,  in  ihren  respectiven  Schwerpunkten 
vereinigt  denken,  wodurch  das  in  Rede  stehende  System  von 
Körpern  auf  ein  blosses  System  materieller  Punkte  reclucirt  wird. 

Setzen  wir  nun,  dass  auf  alle  diese  Punkte  Krftfte  wirken, 
wekhe  denselben,  wofern  sie  nicht  unter  einander  verbunden 
wSreo,  durch  momentane  Wirkungen  nach  gewissen  bestimmten 
RkhtuigeD  respective  die  Geschwindigkeiten 


U,  U|,   tCa,   t<3,   t«4. 


cftbeÜeii  wflrden;  so  werden  dieselben  wegen  ihrer  Verbindang 
BDler  ciBzoder  sich  nicht  mit  diesen  Geschwindigkeiten  nach  den 
enl^wecfcenden  Richtungen,  sondern  nach  fifewissen  anderen  Rich- 
toagep  mit  gewissen  anderen^  Geschwindigkeiten,  die  wir  respec- 
tive dareh 


V,    Vl9    V^f     t^>     ^4; 


beieicbnen  wollen,  bewegen.  Denken  wir  unsi  die  Kräfte,  welche 
nach  ihren  Richtungen,  wenn  man  sich  die  in  Rede  stehenden 
Ponkte  nicht  unter  einander  verbunden  denkt,  sondern  jeden  der- 
selben aJs  einen  freien  Pankt  ansieht,  die  Geschwindigkeiten 

ff,   tl|  ,  U^,  U^»  U^9  

berverhringe»,  ans  den  Kräften,  welche  nach  ihren  Riebtangen 
die  GeschvHBdigkelten 


r,  i?i,  ra*  »s*  ^4» 


hervorbringen,  und  gewissen  anderen  Kräften,  die  nach  gewissen 
Rkbtungen   die  GeMhwindigkeiten  • 

tO,   fÜi  ,  tO^,  t03,   W^f    

Wrvorbringen,   zusammengesetzt,  so  können  wir  statt  des  ersten 


4 

Systems  von  Kräften  die  beideja  anderen  Systeme  setzen.  Da  es 
sich  hier  nur  am  ein^  momentane  Wirkung  der  Kräfte  bandelt, 
80  sind 

fiitf,  fttiUif  tn^u^,  ffistis»  m4t<4y ....; 
wir,  miVif  fn%v%»  n^v^j  »14949 »••••» 

die  Maasse  der  auf  die  einzelnen  Punkte  in  den  drei  Systemen 
von  Kräßen  wirkenden  Kräfte,  oder  die  sogenannten  Quantitäten 
der  Bewegung;  und  es  bringen  also  unter  allen  Bedingungen,  man 
mag  sich  die  Punkte  des  Systems  als  frei  oder  als  unter  einan- 
der verbunden  denken,  die  Kräfte 

mp,  m|t?|  >  tn^t^f  iwat^j*  5W4i'4»  » 

mto,  miWi9  m^w^9  TH^tCs,  m^w^t  

g|inz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

wi«,  fn|t/| ,  ffi^Ua,  /nsUg»  m^u^^  ..... 

Denkt  man  sich  aber  die  Punkte  als  unter  einander  verbunden, 
60  bringen  die  Kräfte 

tnv f  ftif  1  >  in^jD^i  ya^>  tn^v^,  .•••• 

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

fittf,  fit|tC]^,  m^tt^i  fffzti^i  n^^^u^i 


••  *.• 


Also  bringen,  wenn  man  sich  die  Punkte  des  Systems  unter  ein* 
ander  verbunden  denkt,  die  Kräfte 

wir,  f7ixP| ,  m^v^f  fn^v^»  fn^pm 

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

mv,  niiVii  fit^fa»  w^rj,  fit4V4,....; 

ntto,  ff^iWif  tn^fv^f  TtgtOs,  "^4^4'  ****» 

woraus  sich  ergiebt,  dass  unter  derselben  Voraussetzung,  nenn 
man  sich  nämlich  die  Punkte  des  Systems,  wie  es  übrigens  auch 
schon  der  Begriff  eines  Systems  an  sich  fordert,  unter  einander 
verbunden  denkt,  die  Kräfte 

mWf  miWi9  m^Wfif  fthU}^»  ft^w^»  

unter  einander  im  Gleichgewichte  sein  müssen. 

Hieraus  ergiebt  sich  aber  ferner  auf  der  Stelle  ganz  von  selbst, 
dass  an  den  zu  einem  Systeme  verbundenen  Punkten  auch  sowohl 
die  Kräfte 


tnu,  ]fi|tii,  m^u^,  fn^u^,  m^u^,  .... 

nod  die,  in  Bezu^  auf  ihre  ursprünglichen  Richtungeu,  nach  eot- 
g^engesetzten  Richtungen  wirkend  gedachten  Kräfte 

mVf  YRx^i  >  tn^v^,  »W3Ü3,  111494,  ....; 

als  auch  die,  in  Bezug  auf  ihre  ursprünglichen  Richtungen,  nach 
enfgegengesetzten  Richtungen  wirkend  gedachten  Kräfte 

mUf  niiUi ,  m^u^,  tn^u^,  m^u^,  .... 
and  die  Kräfte 


mv,  wii»!,  m^V2,  w»3^Sf  ^'^4^9  •• 
unter  einander  im  Gleichgewichte  sein  müssen. 
Die  Kräfte 


mu,  m|U|,  fn^U2t  f^z^»  ^4^14, 


SS?! 


man    die   ursprünglich    mitgetbeilten   Quantitäten 
er  Bewegung  zu  nennen;  dagegen  nennt  man  die  Kräfte 


mv,  miVi9  tngp^f  w>8»3>  »U«'* 


die   wirklieh  Statt   findenden  Quantitäten    der  Bewe- 
gnDg;  endlich  heissen  die  Kräfte 

die  gewonnenen    oder  verlorenen  Quantitäten  der  Be- 
wegung. . 

Hit  Rücksicht  hierauf  lä'sst  sich  das  Vorhergehende  in  dem 
folgenden  Satze  zusammenfassen: 

1.  Id  jedem  Systeme  materieller  Punkte,  welche 
▼  OD  beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  sollicitirt 
werden,  fin.det  zwischen  den  ursprünglich  mitgetheil- 
ten  Quantitäten  der  Bewegung  und  den,  in  Bezug  auf 
ihre  ursprünglichen  Richtungen,  nach  entgegengesetzt 
teo  Riebtungen  genommenen  wirklich  Statt  findenden 
Quantitäten  der  Bewegung  Gleichgewicht  Statt 

2.  In  jedem  Systeme  materieller  Punkte,  welche 
▼on  beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  sollicitirt 
werden,  findet  zwischen  den,  in  Bezug  auf  ihre 
ursprünglichen  Richtungen,  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  genommenen  ursprünglich  mitgetbeilten 
Quantitäten  der  Bewegung  una  den  wirklich  Statt  fin- 
denden Quantitäten  der  Bewegung  lileicbg e wicht  Statt. 


▼on 


3.    In  jedem   Systeme    materieller  Punkte,    weiche 
beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  sollicitirt 
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^erdeo«  findet  zwischen-  den  gewonfieneii  und  verlore- 
nen Quantitäten  der  Bewegung  Gleichgewicht  Statt 

Dieses  sehr  wichtige  allgemeine  Principe  durch  welches  die 
Möglichkeit  dargeboten  wird,  jede  Frage  über  die  Bewegung  eines 
Systems  materieller  Punkte  zu  einer  blossen  Aufgabe  über  das 
Gleichgewicht  zu  machen,  oder  überhaupt  die  Probleme  der  Be- 
w^^ngslehre  auf  die  Probleme  der  Gleichgewichtslebre  zurück- 
zuführen, wird  nach  seinem  Erfinder,  dem  berühmten  französi- 
schen Philosophen  und  Mathematiker  d'Alenibert,  das  d'Alem- 
bert'scbe  Princip  in  der  Mechanik  genannt.  Wir  wollen  das- 
selbe nun  zu  der  hntwickeluug  der  allgemeinen  Gleichungen  der 
Bewegung  eines  Systems  von  Korpern  anwenden. 


§.  3. 

Die  einzelnen  Punkte  des  im  Vorhergehenden  betrachteten 
Systems  wollen  Wir  von  jetzt  an  der  Kürze  wegen  durch  die  ent- 
sprechenden Massen,  also  durch 

bezeichnen,  und  wollen  annehmen»  dass  am  Ende  einer  gewissen 
Zeit  t  die  Coordinaten  dieser  Punkte  in  Bezug  auf  ein  beliebig 
angenommenes  rechtwinkliges  Coordiuatensystem  respective 

^9  y»  z;  ^i>  3^1»  'i;  ^a*  y%»  hi  ^i»  y^»  ^y  •— 

seien,  indem  wir  alle  diese  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit 
t  betrachten. 

Von  allen  Punkten  des  Systems  wollen  wir  jetzt  als  Reprä- 
sentanten der  übrigen  nur  einen,  etwa  den  Punkt  m,  iu's  Auge 
fassen,  bemerken  aher  sogleich,  dass  die  ganze  folgende  Betracti- 
tung  völlig  in  derselben  Weise  auf  jeden  anderen  Punkt  des  Sy- 
stems anwendbar  sein  wird.  Am  Ende  der  Zeit  i,  wo  bekannt- 
lich Xt  yp  z  die  Coordinaten  des  Punktes  m  sindf  sei  v  die  in 
Folge  der  Bewegung  des  Systems  wirklich  Statt  findende  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  m,  und  s  sei  der  Weg,  welchen  die- 
ser Punkt  bei  der  Bewegung  des  System^  in  der  Zeit  t  zurück- 
gelegt hat  Lässt  man  die  Zeit  t  um  M  wachsen,  so  wird  $  um 
J$  wachsen,  und  da  man  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  m  in 
dem  Zeitintervalle  z/l  mit  desto  grösserer  Genauigkeit  als  constant 
oder  seine  Bewegung  in  dem  Zeitintervalle  Jt  mit  desto  grösse- 
rer Genauigkeit  als  gleichförmig  betrachten  kann»  je  iüeiseff  4i 
Ist,  so  ist  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  äi  isl, 

^$=vJt  oder  r  =  ^- 

Also  ist  offenbar  die  Geschwindigkeit  v  selbst  in  aller  Schärfe  die 
Gränze,  welcher  der  Differenzenquotient  -^r  sich    nähert,    wenn 


Ji  sich  der  Null  nähert,   d.  h.  nach  den  Bcgriflfeo  der  Differen- 
ttalrechnnng,  es  ist  mit  vulliger  Genauigkeit 


_a* 


wobei  man  nicht  aus  den  Augen  zu  lassen  hat,  dass  die  vorher- 
»hende  gans  allgemeine  Betrachtung  durchaus  iLeine  besondere 


gende  Linie  oder  eine  beliebige  Curve  von  einfacher  oder  dop- 
pelter Krümmung  seid. 

Bezeichnen  wir  ferner  die  1^  Aieht  übersteigenden  \Vinkel, 
welehe  die  Richtung  der  Gesohwindigkeit  v  mit  den  positiven 
Theilen  dreier  durch  den  t^onkt  (orjfz)  gelegter,  den  primitiven 
Goordinatenaxen  paralleler  Axen  ein^hliesst,  durch  ^,  ^,  %;  so 
sind  die  parallel  mit  den  drei  primitiven  Aien  der  x,  y,  %  ge- 
nommenen Composanten  der  Geschwindigkeit  v  mit  gehuriger 
Rücksicht  auf  ihre  Vorteichen: 

vcosqf,  ecos^,  ocos^; 

d.  i.  t^ch  dem  Vorhergehenden: 

«I  d$  ds 

00S9  .  ^ ,     costf;  •  gj- ,    cosx.  -g^  • 

IlttD  ist  aber  offenbar  mit  desto  grosserer  Genanlgkeit ,  je  kleiner 
Jskt,  d.  i.  mit  desto  grosserer  Getkttttigkeit ,  je  kleiner  Ji  Ist: 

also  mit  desto  grösserer  Genauigkeit»  je  kleiner  Js  oder  M  ist: 

Jw  Au  Az 

cosg)  =  7^,    cos^=^,    cösx=2(i- 

Daher  sind  offenbar  in  völliger  8ch&rfe 

GOS9»  costf;,  cos}( 
die  Gränzen,  denen  respecttve  die  Differeuzenquotienten 

'Äs'    Am'     Zj 

sich  nShem«  wenn  A$  ode^»  was  dasselbe  ist,  wenti  Ai  sich  der 
Nnll  nähert;  und  nach  den  Begriffen  der  Differentialrechnung  ist 
fdgiich  mit  völliger  Genauigkeit: 

dx  dft  hl 

eos9=j^,    cos^sr:^,    C08x  =  5;;^- 
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Abo  sind  nach  dem  Obigen 


Sx    ds       dv    ds       dt    ds 
d.  i.  nach  einem  bekannten  Satze  der  Differentialrecbnung 

dt '   dr  dr 

die  parallel  mit  den  drei  Axen  der  x,  y,  z  genommenen  Compo- 
santen  der  Geschwindiekeit  f>,  mit  eenoriger  Rfieksicht  auf  die 
diesen  Composanten  ziucomroenden  Vorzetcben. 

Folgltob  sind  am  Ende  der  Zeit  i+dtf  welcher  die  Geschwin- 
digkeit v+^v  des  Punktes  nt  entspricht ,  die  parallel  mit  den  Axeo 
der  a,  y^  z  genommenen  Composanlen  dieser  Gesch^riodigkeit, 
immer  mit  gehöriger  Röcksicht  auf  die  diesen  Composanten  zo- 
kommenden  Vorzeichen: 

ox        Sx      dy     jdy      dz        8z 

ar+^yr  ft+^W'  «+^si- 

Wenn  Jetzt  überhaupt  P  eine  stetig  wirkende ,  aber  mit  der 
Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  constante  Kraft  be- 
zeichnet, welche,  auf  die  Mass.e  M  wirkend,  in  der  Zeit  7  die 
Geschwindigkeit  F  hervorbringt,  so  sei  p  eine  stetig  wirkende, 
aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  cod- 
»stante  Kraft,  welche,  auf  die  Masse  1  wirkend.  In  der  Zeit  1  die 
Gesehwindigkeit  1  hervorbringt  Um  nun  die  Kräfte  P  und  p  mit 
einander  zu  vergleichen,  bezeichne  Pi  eine  stetig  wirkende,  aber 
mit  der  Zeit  sich  nicht  veränd^nde  und  insofern  also  constante 
Kraft,  welche,  auf  die  Masse  M  wirkend,  in  der  Zeit  T  die  Ge- 
schwindigkeit 1  hervorbrin^,  und  P^  bezeichne  eioe  stetig  wir- 
kende, aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also 
constante  Kraft,  welche,  auf  die  Masse  1  wirkend,  in  der  Zeit 
T  die  Geschwindigkeit  1  hervorbringt.  Dann  hat  man  die  folgende 
Zusammenstellung : 

P.  T,  M,  V; 
Pi.  T.M,  1; 
P«.  r,  1,  1; 

P»  l,  1*  1; 

«od  es  ist  folglich,  wie  leicht  erhellet: 

P:P,=  F:1, 
P,:Pa=Af:l, 
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also  darcb  Zosammenset^ung  dieser  Proportionen: 

P:p=Mr:T, 
ud  hieraus 

PT^pMV,  also   F=^. 

Setzt  mao  aber  p=:l,  d.  h.  nimmt  man  eine  stetig  wirkende.,  aber 
mit  der  Zeit  sieb  nicht  verfindemde  nnd  insofern  also  constante 
Kiaft,  welche,  auf  die  Einheit  der  Masse«  wirkend ,  In  der  Zeit- 
eiDkeit  eine  der  LängeBeioheit  gleiche  Geschw*indigkeit  hervor- 
bringt, als  Krafteinheit  an,  so  ist 

PT 

eine  allgemeine  Gteiehung,  von  der  wir  sogleich  weiteren  Ge- 
Imndi  machen  woIImi. 

Denken  wir  uns  nämlich  alle  auf  den  materiellen  Punkt  m  am 
Ende  der  Zeit  t  wirkende  Kräfte  auf  drei  den  aneenommenen 
Coordioatenaxen  der  x,  y,  z  parallele  Kräfte  X\  Y\  Z'  gebracht, 
wu  bdcanntlich  immer  mSgiicb  ist,  so  sind,  weil  man  diese 
Krifte  während  des  Zeitintervalls  M  mit  desto  grosserer  Genauig- 
iceit  ab  constant  betrachten  kann,  je  kleiner  /It  ist,  -nach  dem 
Voriwrgehenden 

JPz/r      Y'/tt      VM 

,     — ^,    

m  mm 

<Hier,  wenn  wir  der  Ktlrze  wegen 

*      JTfc^.    F=^,   ZzJ^ 

ifi  tn  tu 

cetien, 

XAt,     YAi,    ZJi  » 

die  TOD  deo  auf  den  materiellen  Punkt  m  stetig  wirkenden  Kräf- 
ten Ä',  Y',  fä*  in  der  Zeit  Ai  hervorgebrachten  Geschwindigkei- 
teo,  mit  desto  grosserer  Genauigkeit,  je  kleiner  Ai  ist;  und  da 
Don  der  materielle  Punkt  m  am  Ende  der  2eit  i  nach  dem  Obi- 
geo,  parallel  mit  den  Coordinatenaxen  der  or,  3f,  z,  schon  die  Ge- 
«cbvindigkeiten 

:      djT       8^      ^ 

ab  -AnUttgsgescb windigkeiten  hat,  so  sind,  parallel  mit  den  Coor* 
&ateoaxen  der  x,  ^,  z,  seine  Geschwindigkeiten  am  Ende  der 
Zeit  i\  Ai\ 
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%+XJt,    %+yjt,    %^Zät; 

mit  desto  grosserer  Genauigkeit,  je  kleiner  M  ist,  wobei,  wie 
wohl  kaum  noch  besonders  bemerkt  zu  werden  braucht,  vom  Ende 
der  Zeit  t  an,  und  also  auch  am  Ende  der  Zeit  t'\-M,  der  mate- 
rielle Punkt  m  offenbar  als  ein  freier,  nicht  mehr  mit  den  übri- 
fen  Punkten  zu  einem  Systeme  von  Punkten  verbundener  Punkt 
etrachtet  worden  ist. 

Nimmt  man  nun  alles  Bisherige  zusammen,  so  ergiebt  sich 
auf  der  Stelle  ohne  alle  Zweideutigkeit,  dass  am  Ende  der  Zelt 
t+Jt,  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  dt  ist,  die 
den  Coordinatenaxen  der  x,  y,  z  parallelen,  mit  den  gehlirigeo 
Vorzeichen  genommenen,  Composanten  der  gewonnenen  oder  ver* 
lorenen  Quantitäten  der  Bewegung  des  Punktes  m 


m 


m 


m 


d«  i. 


miÄM-^J^),  m(rJi^Jf^),    miZM-^J^) 


Sind. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  sind  überhaupt  fBr  alle  Punkte 

m,  OTi ,  fi^9  ff^»  ^^f  ••••      « 

des  Systems  am  Ende  der  Zeit  t  +  Jt,  mit  desto  grosserer  Ge- 
nauigkeit, je  kleiner  Ji  ist,  die  den  drei  Coordinatenaxen  der  ai, 
y,  z  parallelen,  mit  den  geborigen  Vorzeichen  genommenen,  Com- 
posanten der  gewonnenen  oder  verlorenen  Quantifiten  der  Bewegung: 

miXM'-d^),    mitM^J^),    m(ZJt--'J^); 
miiX.Jt'-d^),  «i(M<-^^).  «i(Zi-^*--^^); 
ni^iX^Jt^d^h  fn^(r^t^J^),  m^iZ^t^J^); 

m^iXtM^d^),  nH(r^M-J^),  m^iZ^dt^J^'^); 

u.    s.    w. 
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und  da  dud  iu  Folge  ^h)D  d'Aleinbert's  Priocip  zwischen  den  ge- 
iroBDeoen  und  verlorenen  Quantitäten  der  Bewegung  aller  Punkte 
des  System«  stets  Gleichgewicht  Statt  finden  muss,  so  erhalten 
vff  nach  den  alUemeiuen  Bedingungsgleicbungen  für  das  Gleich- 
geincht  eines  v51Iig  freien  Systems,  welche  wir,  wie  schon  in 
der  Einleitang  erwähnt  worden  ist»  hier  als  bekannt  voraussetzen, 
die  foleenden,  mit  desto  grosserer  Genauigkeit,  je  kleiner  Jt  ist, 
geltenden  Gleichungen: 

JSb»|  j?(  F^i-2f  ^  —  y  (1C<^I  —  ii  g^ ) )  =0 , 
oder,  wie  leicht  erhellet: 

M^-^#)=«'  •^»(•'-^)=»'  •^(2-30=«> 


i-c-i)-»'-!)!  =•• 


^-  A^ 


-k-^)-('-'4)i=«' 


hx  ^Bz 


-k'-^)-'(-^)i='»: 

Weil  diese  Gleichungen  nut  desto  grosserer  Genauigkeit  gelten, 
je  kleiner  M  ist,  so  erhält  man  die  völlig  genauen  Gleichungen, 
^enü  man  in  den  vorhergehenden  Gleichungen  Jt  sich  der  Null 
nibcro  lässt,  nnd  zu  den  Glänzen  fibergebt.  Dadurch  erhält  man 
sb«  nach  den  bekannten  Begriffen  nnd  Bezeichnungen  der  Diffe- 
vestialrechniiDg  auf  der  Stelle  die  folgenden  Gleichungen: 

Zm(X-^)=0.  rm(F_^)=:0,  2m(Z-^)=0; 
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oder  die  GleicbuDgeo: 


2Jni(a:  1^  — y  g^  )=  -Si»  (ar  Y—y\) , 

-Sm  (x  -g^  — a:  g^  )= £m(zÄ^xZ) ; 

oder  auch  die  GleichuDgen: 

£m8»x=:StnXdfl,  2m8<^=:£mrdfi,    Smäh=: ZmZSfi; 

I?iii(y8%-z8^)  = -Sm(yZ  -  2  F)8t*, 
SmizS^x—xS^z)  =  2m(zX  -  xZ)d(^. 

Ist  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar ,  so  erhält  man 
nach  der  Lehre  vom  Gleichgewichte,  wenn  man  den  festen  Punkt 
als  Anfang  der  Coordinaten  annimmt,  fßr  die  Bewegung  des  Sy- 
stems bloss  die  drei  folgeoden  Gleichungen: 

£m{x^-tf^)=^£m(x¥^X), 
£m{%^  -x^)=£m(zX^xZ) 


oder 


JBm(xS^!fS8^a:)=£m(xT'^Xfifi 
2m(ydh^z3hf)  =  2?j«(yZ— *  T)dfl, 
£m{i3*x--x3h) = SmizX—xZ)dfi . 
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Ist  das  System  um  eine  feste  Axe  drehbar»  so  erhält  man 
Bach  der  Lehre  vom  GIdchgewichte»  wenn  man  diese  feste  Axe 
lis  Axe  der  z  annimmt,  wie  leicht  erhellen  wird,  fär  die  Bewe- 
^n%  des  Systems  bloss  die  eine  Gieichang: 

oder 

Wenn  das  System  bloss  ans  einem  Punkte  besteht,  so  wer- 
dea  die  sechs  obigen  Gleichungen,  wie  leicht  erbellet: 

f 

Weil  aber  in  diesem  Falle  die  drei  letzten  Gleichungen  offenbar 
eine  Domittelbare  Folge  aus  den  drei  ersten  Gleichungen,  und  also 
jedeneit  erfiOllt  sind,  wenn  die  drei  ersten  Gleichungen  erfüllt 
sind,  so  hat  man  in  diesem  Falle  für  die  Bewegung  des  in  Rede 
stehenden  Punktes  offenbar  nur  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

^"L-X      ^-Y       ^-Z- 

oder,  weil  nach  dem  Obigen 

m  m  m 

ist,  die  drei  Gleichungen: 


m 
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i.  4. 

Wenn  am  Ende  der  Zeit  t  die  CoordiDateo  des  SchweqpuDkts 
des  Systems  der  Massen 

tn,  fii| ,  m^g  m^f  1114,  .... 

durch  3Cf  3?f  S;  und  die  Coordinaten  dieser  Massen  in  Bezug  auf 
ein  durch  aen  Schwerpunkt  des  Systems  als  Anfang  gelegtes» 
dem  primitiven  Coordioatensysteme  paralleles  Coordinatensystem 
respective  durch 

bezeichnet  werden;    so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung 
der  Coordinaten  in  yOlllger  Allgemeinheit: 

^«=3E+|:«,  y«=3?+F»»  V=5+J«> 
^s=3e+A,  ji=3?+F»,  z,=5+j8; 

u.    s.    w. 

Ferner  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  bekanntlich 

also,  wenn  man  nach  I  differentiirt ,  wie  leicht  erhellet: 

^3?  ^ 


^£fnx=2m^. 


Nach  $.  3.  ist  aber 


£mK^=^£mX,    Zm^^SmY,     £m^:=2mZ; 
also  ist 


oder 

8»3g_  XmX      S^_£m¥  8*3 _  £mZ 

IF'^^'Sn'    W'^'Si^*  dfi^Zm* 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 


x^^?^ 


tMl 

Also  ist  offenbar 

ond 
AWr 

■wiMgiich,  weil  die  Coordinaten 

fr  f»  >}     Xu  7n  Jj  S     X*i  ft»   J«}     fsi  Ysi  Ji»   •••• 

**di  ufdea  Schwerpunkt  desSystenis  als  Anfang  beziehen,  alao 
'*A  der  Lehre  «om  Schwerpunkte 

Zmx=0,  £mf=0,  2:m$=0; 
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daher  offenbar  auch 


^^=0.  £m^=0,    2n,^=0 


Ist: 


Feraer  ist 

imUaj+x)  F-(3?+y)  JC) 

=i£mCXr~3iX)  +  I!m(jcr—yX) 
=X&nr—3i2mX+£m()!r-YX), 

d.  i.  nach  dem  Obigen 

i;m|(3e+jr)r-(3?+F)Jrt 

Weil  nan  nach  $.  3. 


2?m  (:rg^-.y  g^  )  ;=  2;w(.r  r- jf  JC) 


ist,  so  ist  nach  dem  VorhergeheDden 


=(3e??-3?  w)  -sm+  imOf  r-rJO, 


also 


8<*      «  8<» 


-Sm(x0  -Fg5[)  =  2;„(^F-rJC), 


und   man  hat  daher   offenbar   überhaupt  die  drei  folgenden  Glei- 
chungen: 
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Fasst   man  alles  Bisherige  zusammeii «   so  ergeben  sich  die 
sechs  folgeodeo  Gleichungen: 


unmittelbare  Foiee    aas  den  drei  ersten  dieser  sechs  Glei- 

cboBgen  sind,  wie  man  leicht  fibersieht,  die  drei  Glelchangen: 

*'5?'"*  8««  —  M  ' 

*^-'-s?-=  — s; — ' 

nd  Ar  die  Bewegung  des  Schwerpunkts  (3Q?S)  der  Massen 

bei  der  Bewegang  des  Systems  dieser  Massen  hat  man  also  die 
Mgendeo  Gleichungen: 

a«36_  2mX      8«3?     JSnF     a^_  ^^ , 
^8»3?     ^8«3E  _  ^(3gF-3?J0 

_8^    «  ^?_  -^3?g-a^F) 

'"5?  -  *SF= ^ii; 

Th«!  XV.  2 
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Denken  wir  ans  jetzt  die  sämmtKehen  an  einein  Systeme  ver- 
bundenen Massen 

in  ihrem  gemeinschaftlichen  Schwerpunkte,  dessen  Coordinaten 
wir  im  Allgemeinen  wieder  durch  X,  Si»  ^  bezeichnen  wolien« 
mit  einander  vereinigt  ^  und  alle  auf  die  einzelnen  Massen  im 
Systeme  wirkenden  Kräfte  im  gemeinschaftlichen  Schwerpunkte 
der  Massen  nach  Richtungen  aneebracht»  die  den  ursprünglichen 
Richtungen  dieser  ECräfte  paralleHsind;  so  sind  nnter  dieser  Vor- 
aussetzung die  Gleichungen  für  die  Bewegung  des  Schwerpunkts, 
d.  h.  überhaupt  des  Punktes  (3£3?3)>  nach  §.  3.  offenbar: 

-J#ii-gjj-=:2>»-X,    2m-^-=2mY,    ^m'KjS'='^rnZ; 

^(Sp-  af^)=^m(3?Z-5F). 

^m(3;  gp~3ep)=^m  (5J:-3EZ); 

also,  wie  leicht  erhellen  wird: 

8*X  8*3?  8*5 

-^2m=,SinX,    -^Jm=Sm¥,    ^im=z2mZ; 

S»yy       aagp 


oder 


(Z  -^  -X  g^)  2m=2m  (SX-  XZ) ; 


8«3E     2mX     SßX_^n(¥      S*S_  SmZ, 

^^     ^8«3£_  J^{Xr-3iX) 
*■  dfi~^W 2^  ' 

^8»5     »8«3?     ^(3?Z-Sr) 
~8*X    ^SßS_    m(dX—XZ) 
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Da  tiete  CSleichaagen  mit  den  oben  für  die  Bewegung  dee 
SekwerpsoktB  der  Maseen 

ha  der  Bewegung  des  Systems  dieser  Massen  gefuDdenen  Glei- 
cfcoogeo  Tullig  identisch  sind«  so  ergiebtsich  uDoiittelbar  der  fol- 
gende merkwürdige  uod  in  vielen  Beziehungen  wichtige  Satz: 


guDg   aieoes  oystems   immer  ganz  aui  aieseiue   rvcise 
wie  er  sich  bewegen  wfirde,   wenn  in  ihm  die  sämmtli 

irkenden 
w -.« ^-^j, o -^.-  -w-^«- -„5,^.1  paralle- 
len Richtungen   angebracht  v^ären. 


wie  er  sich  bewegen  würde,   wenn  in  ihm  die  s 
chen  das  System  bildenden  Massen  vereinigt« 
Inf  die   einzelnen  Massen  in  dem  Systeme  wi 
Kräfte  nach   ihren  ursprünglichen  Richtungen 


$5. 


Wenn  wir  in  einer  vt»Uig  zur  Ruhe  ffekommeneu  WiiasermaMie 
uns  etnen  beliebigen  nach  allen  Seiten  nin  begränzten  Theil  der«* 
selben  denken  und  uns  vorstellen«  dass  dieser  xheil  einmal«  ohne 
»äne  Gestalt  zu  verlieren«  von  der  übrigen  Wassemiasse  abge- 
soodeit  wäre «  so  würde  derselbe  von  einer  seinem'  Gewichte  glei- 
cben«  oaeb  der  durch  seinen  Schwerpunkt  gehenden  Vertikamnie 
abfrSrts  irirkendeo  Kraft  nach  der  Oberfläche  der  Erde  hin  ge* 
Criebeo  werden.  Betrachten  wir  aber  diesen  Wassertbeil  wieder 
als  eioen  Bestandtheil  der  ganzen  Wassermasse«  so  bleibt  sein 
Bestreben«  im  Wasser  zu  sinken«  natürlich  noch  ganz  dasselbe 
wie  vorher«  wo  wir  ihn  uns  von  der  ganzen  Wassermasse  abge« 
sondert  vorstellten.  Weil  er  nun  aber,  indem  wir  die  ganze  Was« 
sennasse  als  vollkommen  ruhend  vorausgesetzt  haben,  nicht sinkty 
saedem  vielmehr  sich  selbst  in  vollkommener  Ruhe  befindet,  so 
Icann  dieser  Zustand  der  Ruhe  offenbar  nur  durch  den  Druck  der 
ihn  nmgebenden  Wassermasse  herbeigeführt  werden «  und  da  auch 
kein  Steigen  des  in  Rede  stehenden  Wassertheils «  keine  Seiten- 
bewegung irgend  einer  Art  desselben«  sondern,  wie  gesagt«  über- 
haupt der  Zustand  vollkommenster  Ruhe  Statt  findet«  so  muss 
der  Druck«  welchen  das  diesen  Wassertbeil  umgebende  Wasser 
in  seiner  Gesammtheit  auf  denselben  ausübt,  noth wendig  gerade 
eben  Bo  gros»  sein  wie  das  Gewicht  des  in  Rede  stehenden  Was* 
Mftbelb«  und  die  Richtung  dieses  Drucks  muss  mit  der  durch 
^  Schwerpunkt  des  Wassertheils  gehenden  Veriikallinte  zusam- 
nenfa^en«    natürlich  auch  dieser  Druck  nach  oben   hin  gerichtet 


Stelieo  wir  uns  jetzt  ferner  ein^  Schiff^  in  einer  beliebigen 
Lage  auf  dem  Wasser  vor«  so  dass  ein  gewisser  Theil  desselben 
kha Wasser  eingetaucht  ist,  welchen  wir  daher  den  eingetaucb- 


\ 


2» 
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teil  Theil  des  Sdiiflb*)  nennea  werden»  und  untersoeiieB  noii  die 
auf  das  Schiff  wirkenden  Kräfte.  Die  erste  dieser  Kräfte»  welche 
sich  sodeicb  eanz  von  selbst  darbietet,  ist  das  Gewicht  des  gan- 
zen Scniffs,  das  man  sich  als  eine  durch  den  Schwerpunkt  des 
ganzen  Schiffs,  alle  zu  demselben  gehörenden  Theile  natflriich 
eingeschlossen,  gehende,  nach  vertikaler  Richtung  abwärts  wir- 
kende Kraft  vorzustellen ,  und  als  eine  solche  Kraft  bei  allen  fol- 
genden Untersuchungen  in  Rechnung  zu  bringen  hat.  Die  zweite 
auf  das  Schiff  wirkende  Kraft  ist  aber  der  Druck ,  welchen  das 
umgebende  Wasser  auf  dasselbe  ausübt,  und  da  dieser  Druck 
offenbar  gar  keine  Veränderung  erleiden  würde »  wenn  man  sich 
statt  des  eioeetauchten  Theils  des  Schiffs  einen  demselben  der 
Grosse  und  Gestalt  nach  völlig  gleichen  Wasserköroer  gesetzt 
dachte^  so  ergiebt  sich  aus  der  am  Anfange  dieses  Paragraphen 
angestellten  Betrachtung  ganz  von  selbst  und  auf  völlig  unzwei- 
deutige Weise,  dass  der  Druck  des  das  Schiff  umgebenden  Was- 
sers auf  dasselbe  als  eine  Kraft  zu  betrachten  und  bei  allen  Un- 
tersuchungen als  eine  solche  Kraft  in  Rechnung  zu  bringen  ist, 
welche  dem  Gewichte  des  den  eingetauchten  Theil  des  Schiffs 
vollständig  ausftillenden  Wassers,  oder,  was  dasselbe  ist,  dem 
Gewichte  des  von  dem  Schiffe  verdrängten  oder  aus  der  Stelle 
vertriebenen  Wasserkorpers  gleich  ist,  durch  den  Schwerpunkt 
dieses  Wasserkörpers  geht,  und  nach  vertikaler  Richtung  aütwärts 
wirkt.  Wir  sehen  hieraus,  dass  wir  es  im  Folgenden  immer  mit 
diesen  beiden  Kräften  zu  thun  haben  werden,  welche  wir  daher, 
weil  sie  die  Hauptgrundlage  bilden,   von  der  wir  bei  unseren  fol- 


*)  In  deutschen  Werken  nber  die  Schiffihanlcnnit  heiiit  der  ein- 
getauchte, d.  h.  der  unter  dem  WaMer  befindliche  Theil  des  Schiffs, 
der  zwischen  der  Unterkante  des  Kiels  nnd  dem  Wasserspiegel  lieg'ende 
Theil  desselben,  gewöhnlich  der  Wasserranm,  worüber  man  t.  B. 
Anfangsgründe  der  Schi  f fbaakonst  oder  pra.ctische  Ab- 
handlang aber  den  Schiffbau.  Ana  dem  Französischen  des 
Herrn  Da  Hamel  de  Moncean  nach  der  zweiten  Ausgabe 
des  Originals  übersetzt  von  C.  6.  D.  Müller.  Berlin.  1791. 
4.  S.  410.  nachsehen  kann.  Im  Französischen  heisst  dieser  Theii  des 
Schiffs  la  caröne.  In  der  Encyclop^die  ro^thodlque.  Marine. 
T.  I.  Paris.  1783.  4.  p.  266.  findet  sich  folf^ende  Erklärung  bei  diesem 
Worte:  Caretie,  s.  f.  c^est  la  partie  snbmerg^e  du  bAtiment, 
lorsqu*il  est  k  son  point  de  char^e,  que  Tun  appelle  aussi 
oeuvre-vtve ^  par  Opposition  k  Poeuvre-morie^  qui  est 
tonte  ia  partie  du  corps  dn  navire  au-dessus  de  la  flottai- 
son.  Gleichbedeutimd  mit  car^ne  wird  auch  zuweilen  d^plaeement 
de  yaissean  genommen.  A.  a.  O.  p.  688.  heisst  es:  Deplacement 
de  vaisseaUy  ••  m.  on  voit  que  les  corps  flottan«  ptoogent 
ilans  Teau  d'ane  partie  de  lenr  voliime;  cette  partie  de  lear 
voinme,  oo,  la  quantitö  d'eau  qu'el  le  deplace ,  s'appelle  le 
d^placement.  Streng  genommen  ist  aber  döplacement  nur  die  Ton 
dem  Schiffe  verdrängte  lYassermasse ,  und  so  sagt  auch  z.  B.  Chap- 
man  iraTrait^  de  la  construction  des  Taisseanz  par  Fr^dörie 
Henri  de  Chapman.  Traduit  du  Sn^dois  et  publik  par  M. 
Vial  du  Clairbois.  Paris  1839.  4«  p.  1.  ganz  bestimmt:  Le  b^pla- 
cement  est  le  vuide  que  le  Vaisseau  fait  dans  Teau  trän- 
qoille  par  le  volnme  de  sa  carene,  en  raison  du  poids  qui 
Vy  plonge. 
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ceaden  ÜDlersuchuDgen  auszugehen  baben»  jetzt  noclmiul«  in  der 
Kürze  genau  bestnumen  wollen,  indem  wir  jedoch  dieser  Bestim- 
mang  erst  noch  die  folgenden  Bemerkungen   vorausschicken. 

Was  wir  unter  dem  Schwerpunkte  des  Schiffs  verstehen  >  be- 
darf naturlich  eigentlich  gar  keiner  wetteren  Erläuterung;    indess 
■ag  völliger  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  wegen   in  dieser  Be* 
aeaan^  doch  noch  besonders  bemerkt  werden,  dass  wir  darunter 
iauner  den  Schwerpunkt  des  ganzen  Schiffs  und  aller  seiner  ein- 
zebeo  Theiie,  der  Masten,  der  ganzen  Takelasche,    aller  Rund- 
hölzer,  der  Ladung,  des  Ballastes  u.  s.  w.  verstehen.    Dagegen 
soll  im  Folgenden    unter  dem  Schwerpunkte    des   eingetauchten 
Theils  des  ^Schiffs   immer  der  Schwerpunkt  eines  diesem  Theile 
des  Schiffs  der  Grosse  und  Gestalt  nach  gleichen,  aber,  was  wohl 
jn  beachten  und  in  der  Folge  stets  festzuhalten  ist,  völlig  homo- 
geoeo  KOrners,  oder,  mit  anderen  Worten,  der  Schwerpunkt  des 
von    dem   Schiffe   verdrängten    oder  aus  der  Stelle    vertriebenen 
Waaserkorpers  verstanden  werden.    Euler  in  der  Scientia  na- 
valis.  P.  I.  Petropoli.  1749.  4.  p.  14.  Nr.  28.  nennt  den  Punkt, 
welchen  wir  so  eben  den  Schwerpunkt  des   eingetauchten  Theils 
genannt  und  genau  bestimmt  haben,   centrum   roagnitudinis 
partis  aabmersae,  indem  er  den  Schwerpunkt  des  Schiffs  wie 
gewöhnlich  centrum  sravitatis  navis  nennt,  und  sagt  darüber 
a.  a.  O.:  Centrum  igitur  magnitudinis  partis  submersae 
invenietar,  si  pars  submersa  tanquam  ex  materia  ho- 
mogenea  constans  consideretur,  eiusque  centrum  p^ra- 
vitatis  definiatnr.    Hoc  itaque   centrum  magnitudinis 
partis    submersae    quoque     erit     centrum    gravitatis 
aqaae  de  suo  loco  depulsae.    Auch  in  der  Theorie  com- 
plete  de  la  construction  et  de  la  manoeuvre  des  vais- 
seaoz^   mi«e   ä  la  port^e  de  cenx  qnis'appliqnent  ä  la 
oavigatiou.  Paris.   177Ö.  8.    bedient  sich  Euler  immer  der 
den   vorhergehenden     entsprechenden  Benennungen    centre  de 
grüviii  dvL  vaisseau  t  out  entier  und  centre  de  la  partie 
sabmergöe,  oubien  siroplement  le  centrede  la  carene. 
kh  halte  jedoch  den  von  Euler  gemachten  Unterschied  zwischen 
Mittelpunkt  der  Schwere  und' Mittelpunkt  der  GrOsse 
nicht  fBr  unbedingt  nothig,  wenn  man  nur  unter  dem  Schwerpunkte 
des  eingetauchten  TheiU  immer  den  vorher  mit  diesem  Namen 
Megten»  und  zn  bestimmen  gelehrten  Punkt  versteht.  AuchBou- 
eaer  im   Trait«^  du  navire.  Paris.   1746.  4.  p.  249.    nennt 
dieseo    Punkt  Centre  de   gravitö  de    la  Carene   und   fiSgt 
biBa:    dans   lequel  se  reunit   la   pouss^e  vevticale  de 
•in. 

Dien  vorausgeschickt,  kann  nun  der  ans  dem  Obigen  sich 
auaittelbar  ergebende,  ßlr  alle  späteren  Untersuchungen  höchst 
«richtige  Satz  auf  folgende  Art  ausgesprochen  werden: 

Jedes  auf  dem  Wasser  in  irgend  einer  Lage  befind- 
liche Schiff  wird  von  zwei  nach  vertikalen,  also  einan- 
der parallelen  Richtungen  wirkenden  Kräften  soUi- 
citirt,  nämlich  von  einer  im  Schwerpunkte  des  Schiffs 
Back  unten   bin  wirkenden,   dem  Gewichte  des  ganzen 
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Schiffs  gleichen»  und  von  einer  im  Schiverpunkte  des 
eingetauchten  Theils  nach  oben  hin  wirkenden,  dem 
Gewichte  des  verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertrie- 
benen Wassers  gleichen  Kraft. 

Die  Bewegungen  4   welche  diese   beiden    das  Schiff  solliciti- 
renden»  einander  parallelen,   aber  nach  entgegengesetzten  Seiten 
bin   wirkenden   Kräite    dem  Schiffe  ertheilen ,    wollen    wir  jetzt 
etwas  genauer  betrachten.    Nach  dem  im  vorhergebenden   Para* 
graphen  bewiesenen  wichtigen  Satze  bewegt  sich  der  Schwerpunkt 
eines   vOllig  freien ,  d.  h.^  keinen  festen  Punkt  habenden  Systems 
von  Massen,  —  und  als  ein  solches  System  ist  ja  natfirlich  jedes 
Schiff  auf  dem  Wasser  zu  betrachten ,  —  ganz  eben  so ,  als  wenn 
die    sämmtlichen   Massen   in    ihrem    gemeinschaftlichen  Schwer- 
punkte vereinigt»    und  in  demselben  alle  auf  die  einzelnen  Mas- 
sen   des  Systems   wirkenden  Kräfte    nach    ihren    ursprfinglicbeD 
Richtungen    parallelen    Richtungen  angebracht   wären.     WendoD 
wir  nun  diesen  Satz»  wie  es  verstattet  ist,  auf  unsem  vorliegen- 
den Fall  an»    so  ist  zuvorderst  klar»   dass  die  beiden   das  Schiff* 
soUicttirenden  Kräfte  dmnselben  eine  solche  Bewegung  ertheileo 
werden,  dass  sein  Schwerpunkt  in  einer  vertikalen  geraden  Linie 
sich  aufwärts  oder  abwärts  bewegt,  und  diese  in  einer  vertikalen 
geraden  Linie  aufwärts  oder  abwärt»  vor  sich  gehende  Bewegung 
des  Schwerpunkts  des  Schiffs  wird  nur  dann  nicht  mehr  Statt  fin* 
den«  wenn  die  beiden  nach  einander  entgegengesetzten  vertikalen 
Richtungen  auf  das  Schiff  wirkenden  Kräite  emander  gleich  ge- 
worden sind»   d.  h.  nach  dem  Obigen»    wenn  das  Schiff  sich  so 
weit  in  das  Wasser  eingetaucht  hat ,  dass  söin  Gewicht  dem  Ge* 
Wichte  des  verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen  Wassers 
genau  gleich  ist    Nehmen  wir  nun  der  Einfachheit  wegen  jetzt 
an»  dass  dieser  Zustand  eingetreten  sei»  so  muss  sich  nach  dem 
obigen  Satze  bei  der  ferneren  Bewegung  des  Schiffs,   wobei  wir 
aber  ausdrücklich  bemerken»   dass  wir  diese  Bewegung  durchaus 
nur  bei  ihrem  ersten  Beginnen»    gewissermassen  nur  im   ersten 
Moment  ihres  Entstehens  betrachten  wollen«    sein  Schwerpunkt 
nothwendig  in  vollkommener  Ruhe  befinden»   und  man  wird  die 
fernere  Bewegung  des  Schiffs  als  eine  drehende  Bewegung  des- 
selben um  seinen  als  einen  festen  Drehpunkt  gedachten  Schwer- 
Eunkt  zu  betrachten  haben»    so  dass  also  aucq  die  fernere  Dre- 
uog  des  SchiCis  um  seinen  Schwerpunkt    gar  nicht  mehr  eine 
Wirkung  der  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffs  gehenden»    sei- 
nem Gewichte  gleichen,  nach  vertikaler  Richtung  aowärts  wirken* 
kenden  Kraft»   sondern  nur  eine  Wirkung  der  durch  den  Schwer* 
punkt    des    eingetauchten   Theils  gehenden»    dem  Gewichte  des 
verdrängten  Wassers  gleichen»  nach  vertikaler  Richtung  aufwärts 
wirkenden  Kraft  sein,  und  daher  bei  der  Drehung  des  Schiffs  um 
seinen    als  fest  gedachten  Schwmunkt  auch  nur  diese  letztere 
Kraft  in  Betracht  kommen  kann.    Geht  auvdrderst  auch  die  Rich<» 
tung  dieser  letzteren  Kraft  durch   den  Schwerpunkt  des  Schiffs» 
oder  mit  anderen  Worten»    liegen    der  Schwerpunkt  des  Schiffis 
und  der  Schwerpunkt  seines   eingetaucliten  Theils   in  einer  und 
derselben  Yertikallinie »   so  wird  natürlich  gar  keine  DrehuBg  des 
Schiffs  um  seinen  Schwerpunkt  eifolgen ,  und  dasselbe  wird  daher 
unter  den   giemachten  Voraussetzungen,    d.  h.  wenn  das  GeiHcht 
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pmien  Schtfti  dem  Gewichte  des  verdrfingten  Wassers  gleich 
ist  and  der  Schwerpunkt  des  Schiffs  mit  dem  Schwerpunkte  sei- 
nes eingetauchten  fheils  in  einer  und  derselben  vertikalen  gera- 
den Linie  liegt»  in  vollkommener  Ruhe  auf  dem  Wasser  schwim- 
■es.    Wenn  aber  der  Schwerpunkt  des  Schiffs  und  der  Schwer- 
nuiklseioes  ein^etfeiehten  Theits  nicht  in  einer  und  derselben  vertika* 
In  geraden  Linie  liegen ,  so  wird  die  durch  den  Schwerpunkt  des 
M^eCauehten  Theils   gehende ,    dem  Gewichte   des   verdrängten 
Wassero  gleiche,  nach  vertikaler  Richtung  aufw&rts  wirkende  fraft 
eine  Drehung  des  Schiff's  um  seinen  als  ruhend  gedachten  Schwer- 
ponkt  hervorbringen»  und  da  die  vertikale  Richtung  dieser  letzte- 
ren Kraft  ganz  In  der  durch  den  als  ruhenden  Drehpunkt  gedach- 
ten Schwerpunkt  des  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des  ehigetauch- 
fem  Theils  gehenden  Vertikalebene  liegt,  so  braucht  man  bei  der 
Drehung  des  Schiffis  um  seinen  ruhenden  Schwerpunkt  offenbar 
aach  Dar   diese  Vertikalebene  in*s  Auge  zu  fassen,    indem  man 
von  dem  SchiSjskOrper  als  solchen  übrigens  ganz  abstrahirt,    und 
wird  «ch  daher  hieraus  nun  auch  sogleich  fiberzeugen»   dass  die  * 
Urefanog  des  Schiffis  um  seinen  als  lest  gedachten  Schwerpunkt 
■odiwendig   zugleich  um  eine  durch  denselben  gehende,    auf  der 
io  Rede    stehenden^  Vertikalebene    senkrechte,    also    horizontale 
flsciade  Linie   als  eine  feste  Drehungsaxe  vor  sich  gehen  muss. 
Ob  aber  diese  so  eben  näher  charakterisirte  Drehung  des  Schiffs 
ia  eiaem  solchen  Sinne,   dass  dasselbe  dadurch  nach  und  naeh 
in  die  Lage»  in  welcher  es  völlig  ruhig  auf  dem  Wasser  schwimmt» 
sebcaeht  wird»    oder  in  entgegengesetztem  Sinne»    so  dass  das 
Schiff»  wie  man  zu  sagen  pflegt,  völlig  umschlägt,  vor  sich  geht» 
«ad  welche  Bedingungen  nothwendig  erfdilt   sein  müssen»    wenn 
eilwedcff  das  Erste  oder  das  Zweite  eintreten  soll,    wollen  wir 
ekm  ia  der  vorliesenden  Abhandlung  mit  ;iller  nur  möglichen  Ge- 
aastfkeit  untersuchen»    indem  durch  diese  Untersuchungen  haupt- 
sidhleh  die  Bedingungen  festgestellt  werden,  sollen,    welche  er- 
Mlt  sein  roOssen»    wenn  das   durch  irgend  welche  Ursachen  bis 
ni  emem  gewissen  Grade  ans  seiner    ruhigen  Gleichgewichtslage 
auf  dem  Wasser  gebrachte  Schiff  von  selbst  wieder  in  diese  Lage 
lorffdckehren »    oder  die  ihm  mitgetheilte  Bewegung  nach  deren  ^ 
Riehtang  hin  weiter  fortsetzen  und  völlig  umschlagen  soll,   d.  h.» 
wie  man  zu  sagen  pflegt,   ob  das  Schiff  eine  gewisse  Standfahig- 
keit    oder  StaSilität*)  besitzt  oder  nicht,    deren   Grösse  zugleicn 
auch   in  allen  Fällen  nach  einem  gewissen  Maasse  bestimmt  wer- 
den soll.    Wie  wichtig   aber  Untersuchungen  dieser  Art  fiir  den 
Ben  der  Schiffe  sind,   wenn  dieselben  bei   ihrem  Laufe  auf  der 
See  in  und  durch  sich  selbst  vor  Ungificksföllen  möglichst  sicher 
Mtellt  sein  sollen,  leuchtet  sogleieh  ein  und  braucht  kaum  noch 
beaonders  hervorgehoben  zu  werden. 

Bevor  wir  zu  diesen  Untersuchungen  übergehen»  wollen  wir 
dem  Obigen  nur  noch  hinznfiSgen,  dass,  wenn  die  oben  gemachte 
Voraasaetzung»  welche  wir  auch  im  Folgenden  festhalten  werden. 


*)    Aach   die    Steife    der  SrhifTe   p;cnannt.     Kin    Srhill,    weldic« 
•ick  sehr  leicht  auf  die  Seite  neigt.   heiNst  r»nk. 
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dass  nSmlich  das  Schiff  schon  bis  zu  dem  Grade  der  EinaeDbiDg 
in's  Wasser  gelangt  ist,  dass  sein  Gewicht  genau  mit  dem  Ge- 
wichte des  verdrängten  oder  aus  der  Steile  vertriebenen  Wassers 
übereinstimmt,  nicht  erfüllt  ist,  so  lange  ein  Aufsteigen  und  Mie- 
dersteigen des  Schwerpunkts  des  Schiffs *iD  vertikaler  geradliniger 
Richtung  und  gleichzeitige  Drehungen  des  ScKffs  um  durch  «ei- 
nen Schwerpunkt  gehende  horizontale  Axen  Statt  finden  werden, 
bis  jener  Ziustand,  wo  das  Gewicht  des  Schiffs  dem  Ge 
Wichte  des  verdrängten  Wassers  gleich  ist  und  demzufolge 
der  Schwerpunkt  des  Schiffs  zur  Ruhe  kommt,  wie  wir 
bei  den  obigen  Betrachtungen  angenommen  haben,  eingetre^ 
ten  ist;  diese  Bewegungen  cles  Schiffs  aber  weiter  zu  verfolgen, 
scheint  ihrer  Compbcation  wegen  dem  Zwecke  der  vorliegenden 
Abhandlung  nicht  angemessen  zu  sein,  indem  es  namentlich  för 
den  praktischen  Schiffsbau  genügen  wird,  die  Sache  nur  ans  dem 
vorher  festgehaltenen  Gesichtspunkte  zu  betrachten,  dass  nä«- 
lieh  das  Gewicht  des  Schiffs  dem  Gewichte  des  verdrängten  Was- 
sers gleich  ist,  und  eiji^ufsteigen  und  Niedersteigen  des  Schwer- 
punkte des  Schiffs  nicht  weiter  Statt  findet,  sondern  derselbe  als 
ruhend  angenommen  werden  kann,  und  die  Drehung  des  SohiSs 
um  eine  durch  den  ruhenden  Schwerpunkt  desselben  gehende 
horizontale  Axe  vor  sich  geht,  welche  letztere  auf  der  durch  den 
Schwerpunkt  des  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des  eingetauchten 
Theils  gehenden  Vertikalebene  senkrecht  steht,  wobei  zugleich» 
wie  auch  schon  oben  bemerkt  worden  ist,  diese  Drehung  des 
Schiffs  immer  nur  bei  ihrem  ersten  Beginnen,  gewissermassen  im 
ersten  Momente  ihres  Entstehens  betrachtet  wird,  welches  Alles 
man  im  Folgenden  stets  vor  Augen^  zu  behalten  hat,  wenn  die 
betreffenden  Untersuchungen  mit  völliger  Deutlichkeit  und  Be« 
stimmtheit  aufgefasst  und  verstanden  werden  sollen.  AUgemeinere 
analytische  Untersuchungen  über  die  Stabilität  schwimmender 
Körper  überhaupt  werden  wir  vielleicht  später  in  einer  anderen, 
weniger  als  die  vorliegende  das  .unmittelbare  praktische  Bedurfniss 
im  Auge  habenden  Abhandlung  veröffentlichen. 


§.  6. 

Wir  wollen  jetzt  ganz  im  Allgemeinen  das  Schiff  In  zwei  ver- 
schiedenen Lagen  auf  dem  Wasser  betrachten.  Die  erste  dieser 
beiden  Lagen  sei  die  Lage,  in  welcher  das  Schiff  völlig  ruhig  auf 
dem  Wasser  schwimmt,  und  die  zweite  Lage  sei  eine  andere  be* 
liebige  Lage  desselben,  in  welche  es  aus  der  ersten  Lage  durch 
Drehung  um  eine  gewisse  Axe  gelangt  ist,  wobei  wir  immer  an- 
nehmen, dass,  so  wie  natürlich  in  der  ersten  Lage,  auch  in  der 
zweiten  Lage  das  Grewicht  des  ganzen  Schiffs  dem  Gewichte  des 
verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen  Wassers  gleich  sei. 
Im  Folgenden  werden  wir  in  der  Kürze  die  beiden  so  eben  näher 
bea^ichneten  Lagen  des  ^Schiffs  respective  seine  erste  und  seine 
zweite  Lage  nennen,  und  wollen  nun  zuvorderst  die  folgenden 
Bezeichnungen  einführen. 
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« 

Das  yohraieD  nnd  das  Gewicht  des  ganzen  SchiiTs  sollen  re- 
ipectfre  durch  V  und  G  bezeichnet  werden. 

Das  Volumen  des  unter  dem  Wasser  befindlichen  Theils  des 
Schifs  wollen  wk  Jiiei  der  ersten  Lage  desselben  durch  V»  bei 
fcr  zweiten  Lag|Pdagegen  durch  V|   bezeichnen. 

Bei  der  Drehung  des  Schiffs  um  eine  gewisse  Aze  aus  sei- 
ler  eisteo  io  seine  zweite  Lage  wird  ein  Theil  desselben,  wel- 
cher bei  der  ersten  Lage  sich  unter  dem  Wasser  befand ,  über 
te  Wasser  kommen,  ein  anderer  Theil  dagegen,  welcher  beider 
ersten  Lage  ^er  dem  Wasser  war»  wird  unter  das  Wasser  kom- 
aea.  Diese  beiden  Theile  des  Schiffs  sollen  respective  der  auf- 
getauchte Theil  und  der  untergetauchte  Theil  *)  desselben  genannt 
werden.  Das  Volumen  des  aufgetauchten  TheUs  tvollen  wir  durch 
P,  das  Volumen  des  untergetauchten  Theils  dagegen  durch  Fi 
beteidmen. 

Beaeidmet  man  endlich  das  Volumen  des  Körpers^  welcher 
ibriK  bleibt,  wenn  man  entweder  von  dem  unter  Wasser  befind- 
liches Theile  äes  Schiffs  bei  seiner  ersten  Lage  den  aufgetauch- 
te Theil,  oder  von  dem  unter  Wasser  befindlichen  Theile  dessel- 
hea  bei  seiner  zweiten  Lage  den  untergetauchten  Theil  wegnimmt, 
iaich  V,  so  ist  nach  den  vorher  eingeführten  Bezeichnungen 

«bA  wv  haben  daher  auch  die  folgende  Gleichung : 

lP'-.F'=lPi-Fi. 

Weil  aber  In  beiden  Lagen  des  Schiffs  das  Crewicht  des  verdrfing- 
ten  oder  ans  der  Stelle  vertriebenen  Wassers  dem  Gewichte  des 
gaoMo  Schiflüs  gleich  ist,  so  muss  offenbar 

Mb,  und  wegen  der  obigen  Gleichung  Ist  also  auch 

P=Fi. 

Dies  vorausgesetzt,  woUeti  wir  nun  ein  rechtwinldiges  Coordi- 
uteni^stem  der  xyi  annehmen,  dessen  Anfkngspunkt  durch  O 
bezeichnet  werden  mag,  und  wollen  die  Coordlnaten  des  Schwer- 
prakts  des  ganzen  Schiffs  F  in  seiner  ersten  und  in  seiner  zwei- 
ten Lage  in  Bezug  auf  das  zum  Grunde  eelegte  Coordinatensystem 
<ler2fz  respective  durch  Xy  ¥,  Z  und  X,  Fx,  Zi  bezeichnen. 
Die  Koordinaten  der  Schwerpunkte  des  aufgetauchten  Theils  F' 
vad  des  untergetauchten  Theils  F«  des  Schiffis  seyen  respective 
^y  y»  s'  und  :ri ,  yi ,  ii ;  die  Coordinaten  der  Schwerpunlne  der 


^)    Katörlich  so    antencheidcii   vua  dem   eingetaachten  Theile  de« 
Sthiff«;  ■.  oben. 
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anter  dem  Wasser  befindlicbeo  Tbeile  des  Schiffs  bei  seiner  ersten 
nnd  bei  seiner  zweiten  Lage,  deren  Volumina  durch  V  nnd  X>i 
bezeichnet  worden  siod,  seien  respective  j:*,  y',  ^  und  jr^ »  f i ,  $i  ; 
und  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  KOrpers,  dessen  Vo- 
lomen  wir  oben  durch  V  bezeichnet  habeo,  w^ien  wir  durch  |r, 
ff  S  bezeichuen;  natürlich  auch  alle  diese  Coordinaten  in  Besiig 
auf  das  zum  Grunde  gelegte  System  der  acyz  genommen.  End- 
lich sollen  in  Bezug  auf  dasselbe  Coordinatensystem  die  Coordi- 
naten Ae»  Schwerpunkts  des  Korners,  dessen  Volumen  wir  oben 
durch  T^  bezeichnet  haben,  oftmuch  des  unter  dem  Wasser  be* 
findilchen  Theils  bei  seiner  ersten  Lage,  insofern  man  sich, 
was  wohl  zu  beachten  ist,  diesen  KOrper  als  der  zwei- 
ten Lage  des  Schiffs  angehurend,  oder  als  einen  Theil 
des  Schiffskörpers  bei  seiner  zweiten  Lage  denkt, 
durch  3£fj  3i'»  3^'  oezeichnet  werden. 

Hierzu  fögen  wir  nun  aber  noch  die  allgemeine  Bemerknoff, 
dass,  wenn  im  Folgenden  irgend  ein  Theil  des  Schiffskörpers  als 
homogen  betrachtet  wird,  oder  wir  uns^  för  denselben  eigentlich 
den  äquivaleoten,  d.  h.  ihm  dem  Volumen  nach  gleichen  Wasser* 
kOrper  gesetzt  denken,  den  diesem  Tbeile  des  Schiffskörpers  ent- 
sprechenden ,  im  Vorhergehenden  eingefilhrten  Symbolen  oberhalb 
noch  das  Zeichen  oder  der  Index  w  beigefOgt  werden  soll,  wms 
übrigens  natürlich  auf  die  sich  immer  gleich  blelbbnden  Volmniiia 
keine  Anwendung  fiodet. 

Das  zum  Grunde  gelegte  rechtwinkliee  Coordinatensystem  der 
xyt  wollen  wir  nun  in  der  Weise  speciansiren,  dass  wir  die  Axe 
der  X  als  horizontal  annehmen,  und  wollen  zugleich,  was  nach 
den  im  vorhergehenden  Paragraphen  angestellten  Betrachtungen 
verstattet  ist,  voraussetzen,  dass  die  Drehung^  des  Schitb  um 
diese  horizontale  Axe  der  z  erfolgt  sei,  wobei  wir  übrigens  diese 
Axe  nicht  unbedingt  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffs  gehen 
lassen,  sondern  dieselbe  vielmehr  als  eine  eanz  beliebige  horizon- 
tale Axe  auffassen;  die  Axe  der  j;  kann  dann  auch  als  horizon- 
tal, also  die  Axe  der  y  als  vertikal  angenommen  werden ,  und  alle 
der  Axe  der  y  parallelen  Kräfte    werden  wir  im  Folgenden   als 

Sositiv  oder  als  negativ  betrachten ,  jenachdem  sie  nach  der  Seite 
er  positiven  oder  nach  der  Seite  der  negativen  y  hin  wirken. 
Endhch  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Drehung  des  Schiffs  um 
die  horizontale  Axe  der  z  nach  denselben  Richtung  hin  erfolgt  sei, 
nach  welcher  man  sich  bewegen  muss ,  wenn  man  von  dem  posi- 
tiven Tbeile  der  Axe  dera:  an  durch  den  rechten  Winkel  (xy) 
hindurch  zu  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  y  gelangen  will, 
und  dass  bei  dieser  Drehung  jede  von  der  Axe  der  x  ausgehende 
Ebene  den  nach  der  in  Rede  stehenden  Richtung  hin  von  O^'  bis 
300^  *>  wachsenden  Winkel  lo  beschrieben  habe. 

fieoEeicbnet   nun  ^  einen   andern  gewissen  von  0^  bis  360® 
wachsenden  Winkel,    dessen  Bedeutung  aus  den  folgenden  Glei- 


*)    Den   Winkel  w  itoch    welter  waehien  so   Ibmca,    t«t  bei  dieser 
Theorie  uniiöthig.- 
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ckmgen  soffleich  gans  ?oa  «elb^t  erhellen  wird,  weshalb  wir  eine 
besondere  ErUuterung  darflber  zu  geben  der  Kürze  wegen  «rnter^ 
bssen;  so  kamt 

Jr=:  eo«*V2:»+F»,     F=«int^\ri»+T« 

I 

md 

Ai=co8(^+ai)V^j:»+  F«,     l>i=sIn(i/;  +  o))  V  JP«+  F«; 
also 

2:^  =  eos^  coscD  VX^TT*  —  sin^  8inwV^A«+  F«, 

F4  zzrsln^coswVJ^+T^f  cos^einw  VJC*'+F«; 
Mglicb 

JTj  =  JCcoscD—  Fsinno, 

^  F|=sJL8in(»-|'  Fco0fl9, 

getetit  werden. 

Weil  das  Schiff  in  seiner  ersten  Lage  als  auf  dem  Wasser 
Tubig  scfawinunend  Toransgesetzt  wird ,  so  ist  offenbar  mit  Rück- 
et Inf  die  oben  eingeffinrte  Bezeichnnngsart  nach  den  aus  dem 
^oHbogehenden  bekannten  tieseteen: 

•iso  oach  den  obigen  Gleichungen: 

m 

JTi  =:j:*cosm  —  Fsinai, 

m 

Fl  =  jr'  sin»  -^  Fcosm , 
Zi=''. 

•  » 

In  seiner  «weiten  Lage  wird  das  Schiff  bekanntlieb  von  den 


10  V  V 


Mden    in    den   Punkten  (X  ViZ^)    und   (ViYih)  »ach   entgegen- 

S «setzten  Seiten  hin  wirkeaoen,  der  Ate  der  y  parallelen  einan- 
er  gleichen  Kräften  G  nnd  G  soilicitirt  Nehmen  wir  von  jetzt  an  den 
positiven  Theil  der  Aze  der,  y  nach  oben,  den  negativen  TheU 
üieser  Axe  nach  unten  hin/ so  ist  die  in  dem  Punkte  (^iFiZ^) 

www 

wirkend«  Kraft  —Cr,  die  in  dem  Punkte  (hTih)  wirkende  Kraft 
<lagegen  ist  -4-  G.  Betrachten  wir  nun  die  Momente  dieser  beiden 
KrSfte  in  Bezog  auf  die  durch  die  horizontale  Orebungsaxe  ge- 
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hende  vertikale  Ebene  der  yt,  oder,  wie  wir  der  Kfirze  wegen  im 
Folgenden  immer  aagen  wollen,  die  Momente  der  beiden  in  Rede 
stehenden  Kräße  in  Bezug  auf  die  angenommene  horizontale  Dre- 
hungsaxoy  als  positiv  oder  als  negativ ,  jenachdem  sie  in  demsel- 
ben Sinne,  in  welchem  die  Drehung  des  Schiffs  erfolgt  ist,  oder 

in  entgegengesetztem  Sinne  wirken;  so  ist  das  Moment  der  Kraft 

« 

—  G  offenbar  — GXi,  und  das  Moment  der  Krafl  -t-G  Ist  -^-Gj^i- 
Bezeichnen  wir  also  die  Summe  dieser  beiden  Momente  durch  S, 
so  ist 

S=G(^,^X,). 

Bezeichnet  man  aber  die  Stabilität  des  Schiffs  in  Bezug  auf  die 
angenommene  horizontale  Drehuogsaxe,  indem  man  dieselbe  als 
positiv  oder  als  negativ  betrachtet,  jenachdem  das  Schiff  von 
selbst  wieder  in  die  Lage  des  ruhigen  Seh  wimmens  auf  dem  Was- 
ser zurückkehrt  oder  sicn  weiter  von  dieser  Lage  entfernt,  durch 
8,  so  Ist  offenbar  0  =  —  5,  also 

und  folglich  nach  dem  Obigen,  da 

w 

JTi^x'cosc»—  Fsinco 
war: 

0  =  G(jc'cosm  —  Fslnw— jTi) . 

Well  der  Körper  V,  insofern  man  sich  denselben  als  der 
zweiten  Lage  des  »Schiffs  angehörend  denkt,  aus  den  beiden  Thei- 
len  X>  und  f  besteht,  so  Ist  nach  der  Lehre  von)  Schwerpunkte'* 

www 

VX'=V}:+  V'x'. 

IP  w  w 

lp'5'=t)j+  FV; 

und  weil    der   Körper  Vi  aus  den  beiden  Theilen  V  und  Vi  be- 
steht, so  Ist  eben  so  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte: 

Viiri=Vjc+F,«i, 

IP  IP  W 

Aus  diesen  beideo  Systemvo  von  Glekhuogeir  ergiebt  sich : 


W  W  W  V  V 

w  w  w  w  « 


«der 


t>'3e'-V,):,=  F'aj'-Fi»,, 

w  «  «  w 

var-v.FisFy-Fjjf,. 

www« 

va;'  -  t>i>, = F'z'  -  Fl», . 

Bezeichnet  aber  q>  einen  gewissen  von  0^  bis  360^  wachsen- 
den Winkel ,  dessen  Bedeutung  aus  den  folgenden  Gleichungen 
Beglich  ganz  von  selbst  erhellen  wird,  ohne  dass  darüber  noch 
eioe  besondere  Erläuterung  nOthig  ist,  so  ist  offenbar 

r  =  C08q>\  J^  +  y'*,      f '=sin9Y  ^'*  +  y^ 
nd 


V*  f  * 

MB  MB  es  es  A       •      ^A  MB 

J^  +  V*,    3^=  sln(y+  «)  Y  jr^  +  r'« ; 

X'sseos^coscQiy  JP*  +  f'*—  sing» sin» Y  f^  +  f'* , 

^=stn9>cosa»y  )C^  +  y'*  +  cosysinoDY  jr^  +  F'*; 
biglidi  nach  dem  Vorhergehenden: 

IP  W  19 

3£^:=jc^cosai — f'fAnw, 


w       w  w 

J^  =  jc'sino  -f  y'coBo, 


Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

MI  MI  MB  10  Ml 

VOr'cos«  -  f'sin»)— IPiiTj  ==  FV—  Fiarj , 


w  w  w  w 


also 


Vijr,  ssV'öc'cosw— F'sln»)—  Par'  +  Fjä-i, 

flH  ^M  MB  ^M  fiS 

folglich 

Weil  nun  aber,  wie  wir  oben  gesehen  haben, 

v=Vi  und  r'=:ri 

ist,  so  ist 


e  =  -Gt(F-y')8in»  -  ^Sc:?--«,  )| 


oder 


Die  ganze  Figur  im  Ranciie  wollen  wir  ans  jetzt  auf  die  Ebene 
der  ory  projiclrt  deoken ,  nnd  tod  nun  an  auch  nur  diese Pcojection 
auf  der  Ebene  der  xif,  welche  letztere  bekanntlich  auf  der  ange- 
nommenen Drehnngsaxe  senkrecht  steht »  ins  Auge  fassen.  Legen 

wir  nun  durch  den  Punkt   (jCifi)   eine  vertikale  und  dureh  den 
Punkt  (^1  Yi)  eine  auf  der  durch  die  Gleichung 

y  =a?tanga> 

charakterisirten  geraden  Linie  senkrecht  stehende   gerade  Linie, 
so  ist  die  Gleichung  der  ersten  dieser  beiden  geraden  Linien 

w 

und  die  Gleichung  der  zweiten  Linie  hat  dit  Form 

y-Yi  —  Aix-Xi), 
wo  9  weil  diese  Linie  auf  der  durch  die  Gleicbuog 
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1  +  ^tangc9=:Q,    ^  =  —  cotio; 


die  Gleicbang  der  zweiten  der  beide»  in  Rede  stebendea 
geradeo  Lioieo 

y  —  Fi  = — (:r — Xi)  coto) 

Bezeiclioen  wir  die  Coordinaten  des  Dtrrcbscbnittspnnkts  der 
beiden  durch  die  Gleicirangen 

a^Xi  nnd  y— F|=2-^(jr— lLi)cot« 

charakterisirten  geraden  Linien  durch  x,  y  selbst»  so  mfissen  wir 
jr,  f  ans  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  mittelst  gewöbn- 
ficber  algebraischer  Elimination  iMstimmen ,  was  sogleieh 


^  =^1  f     y  =  1^1  ^  (Xi— *-Xi)  COtCD 
giebt;  nnd  weil  nun  nach  dem  Obigen 

»      ^'   »  V  F*  •      Fi 

jfi  =  ^  (X'cosw— f'sinw)  — ^  0:'+  ^  Xi 


d.i. 


jCirr^r^coso)— y^sinco — ^  (a:'— aTf) , 


Qid 


Aj  =  ir'cosa»  —  Fsinco , 
Fi^r^X^sinoD-f  Fcosa» 


Wt;  so  ist 


j;=):'coS(tt — y'sinö—  ä(^' — ^ari) , 

y  =)C'sin(n-4-f^cos<o  +  =}(^' — ^a:i)cot». 

Nehmen  wir  non  die  von  dem  Anfange  der  Mf  aasgehende 
gerade  Linie ,  welche  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x 
nach  der  Seite  des  posifiven  Tbeils  der  Axe  der  y  bin  den  Win- 
kel n  einschliesst,  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der(j?)  eines 
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neuoD  rechtwinkligen  CoordinatensyBtema  der  (j?)(y)  an,  in  wel- 
chem der  positive  Theil  der  Axe  der  (^)  so  aneenommen  wird, 
dass  man  sich ,  uro  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der^  (jr) 
durch  den  rechten  Winicel  ((:r;(y))  hindurch  zu  dem  posltiyen 
Theile  der  Axe  der  (^)  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung 
hin  bewegen  muss,  nach  welcher  mau  sich  bewegen  muss,  um 
von  dem  nosiüven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Win- 
kel [xy)  biodurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  ge- 
langen, und  bezeichnen  die  Coordinaten  desselben  Punktes,    des- 


tedeutnng  sogleich    aus    den    folgenden   Gleichungen  ganz    von 
selbst  erhellen  wird,  aber  durch  %\  so  ist  offenbar 

(a:)  =  cos^V^SH^,    (y)  =  sinxVar^+y« 
und 

X = cos(»  +  x) V  x^\y\  y=sin(iö+x)V^i*+J?; 
also 

a:=coso>cos2V  ar*+y*  — '  sin oo  sin^ V  a:*+y* » 

y = sino  cos^  V  Ä*+y*  +  coseosinxV  a:*+y*; 
d.  i. 

j;=  (d7)coso*^  (y)sino>, 
y =(;r)sina)-|-(y)  cosoo; 

und  folglich,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

(.t)  =    X  cos  CO  -f  i/ain  co , 
(y)  =2  —  d»in  (D -{- y  cosflo . 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

.  (x)  =    ^c'cosM* —  y'sinwcoseo—  i^  ( j?'— a:i)cos« 
+i:'8ina)*+  f'sinaicosiö  +  =;(a;'— ari)cosa), 

(y)==  — x^siÄÄCOsw+y'sin»*  +  ^,  (a:'-^ari)sina» 

w  w  yf  w      w 

+jC'8in(»cosi»+y'co6w*.+  =7  (a:'— a:i)coscöcota) ; 
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iL 


w  m       y  af^Xx 


Folglich  ist 


W  tP 

^'  ^       V     sino 


«od  daher 


also  nach  dem  Obigen 

Denken  wir  tins  das  Schiff  in  «eine  erste  Lage  zurückgeführt, 
und  bexeichnen  die,   jenachdem  der  durch  die  Coordinaten  o?,  y. 
<^  (^)  t  (2f)  bestimmte  Punkt  in    dieser  Lage  des  Schiffs  über 
oder  DDter  der  Projection  seines  Schwerpunkts  auf  der  Ebene  der 
xy  oder  (Ar}(y)  liegt,    als   positiv   oder  als  negativ  betrachtete 
Entferming  des  durch  die  Coordinaten  x^  y  oder  (x)s  (y)  bestimm- 
ten Punktes    von   der  Projection    des  Schwerpunkts    des  ganzen 
^thöb  auf  der  Ebene  der  xy  oder  M(y)  durch  u;   so  ist  nach 
^er  Lehre  too  der  Verwandlung  der  Coordinaten  offenbar  In  F<)lli- 
gtr  AHj^emeinhelt 

(y)=F+«, 
abo 

folglich  nach  dem  Obigen 

Q=Crtcsin(0. 

Bezeichnen  wir  die,  Jenachdem  die  Prolection  des  Schwer- 
pBokts  des  eingetauchten  Theils  V  des  Schiffs  bei  setner  ersten 
Lage,  d.  h.  bekanntlich  immer  die  Projection  des  Schwerpunkts 
des  Ton  dem  Schiffe  bei  seiner  ersten  Lage  verdrängten  oder  ans 
der  Stelle  vertriebenen  Wasserk5rpers  <  auf  der  Ebene  der  xy 
Über  oder  unter  der  Projection  des  Schwerpunkts  des  ganzen 
Schiffs  bei  seiner  ersten  Lage  auf  der  Ebene  der  xy  liegt,  als 
pomtiv  oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  der  Projection  des 
^werpunkts  des  eingetauchten  Theils  V  des  Schiffs  bei  seiner 
ersten  Lage  auf  der  Ebene  der  xy  von  der  Projection  des  Schwer- 
punkts des  ganzen  Schiffs  bei  seiner  ersten  Lage  auf  der  Ebene 
oer  M  durch  v;  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der 
Coordraaten  allgemein 

Theil  %V. 
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r=F+r,    • 

und 

folglich , 

weil  nach  dem  Obigen 

ist: 

(y)-y'=ii-r. 

Nach  dem  V 

orhergehenden  ist  aber 

W         V 

(y)-F'  +  W-   sin«  • 

d.  i. 


W  V 

sinoi 


Cv)-y'=«— «=y  • 


also 


w        w 

'  X)       smoi 

ond  folglich,    wenn  man  dies  in  den  obigen  Ausdrack  der  Stabi- 
lität einfiahrt: 

w        w 


oder 


]P     tP        w 


Bezeichnet  man  endlich  die  mit  dem  gehörigen  Zeichen  ge- 
nommene horizontale  Entfernung  der  Projection  des  Schwerpunkts 
des  als  aus  Wasser  bestehend  gedachten  aufgetauchten  Theils 
auf  der  Ebene  der  xy  von  der  Projection  des  Schwerpunkts  des 
als  aus  Wasser  bestellend  gedachten  untergetauchten  Theils  auf 
der  Ebene  der  :ry  durch  v;  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Ver- 
wandlung der  Coordinaten  allgemein 

a:'=ari  +  i>,    x' — Xi:=iv; 

also  nach  dem  Torhergehenden: 

P 
€(=:Cr(^9-f  osino). 
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^  Bezeichoen  wir  das  Gewicht  einer  VolumeDeinheit  Wasser 
Bit  ci,  so  ist,  da  das  Gewicht  des  ganzen  Schiffs  dem  Gewichte 
des  Terdräogten  Wassers  gleich  ist, 

nd  folglich  nach  dem  Vorhergehenden : 

% 
oder 

e=3(Pp  +  Vosina)y|. 

Noch  einen  anderen  bemerkenswertheo ,  trad  in  Inanchen  Fäl- 
len eine  vortheilhafte  Anwendung  gestattenden  Ausdruck  für  die 
Stabilität  kann  man  auf  folgende  Art  entwickeln. 

Nach  dem  Obigen  ist 

und  folglich ,  weil  bekanntlidi 

V=Vi,    P=Fi 
Wt: 


»10  w  w 


oder 


»i(X'-Xi)=F,{^'-^,).. 


Weil  nun  nach  dem  Vorhergehenden 


vt,  so  ist  auch 


w         w 


Nach  dem  Obigen  ist  aber  auch 


3E'=(3E0cos« — (3?)  sin» » 

w         w  w 


«(» die  Coordsnaten  {X')y  {3t)  «nd  (x^),  (y^)  den  dorch  die  Coor- 

3» 
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W        »  tP        « 


dinaten  3£',  3?'  and  ft ,  y^  im  Systeme  der  x^  bestimmteD  Puok- 
ten  im  Systeme  der  (ar)(^)  angehören  sollen;  also  ist 


v        w 


3£'-Xi=[(3E0-Üfi)]cos«-[(3?0-(fi)]8'm»' 
und  folglich 

e==G|rslna)+[(X0-Öri)]co8a)-[(iP0— (ri)]«'««»^ 
oder 

S=5V|rsinai  +  [(XO  -  to)]co8c»— [(3?')--(!ri)]85n»} 
Weil  bekanntlich 


ist«  so  ist  auch 


w        w 

t>=ar' — Xi 


also 

F'u=10'  t  [(XO-  fri)]  cos»  -  [(SO-Cfi)]  «•""ö>  I  • 

Wir  werden  späterhin  von  diesen  Ausdrücken  Anwendung  zu 
machen  Gelegenheit  finden. 


§.7. 

Weil  wir  die  Drehungsaze,  d.  h.  dieAxe  der  z,  als  horizon- 
tal angenommen  haben,  so  ist  klar,  dass  der  aufgetauchte  und 
der  untergetauchte  Tbeil  in  einer  der  Axe  der  z  parallelen  gera- 
den Linie  mit  einander  zusammcnstossen  müssen.  Diese  gerade 
Linie  wollen  wir  jetzt  als  die  Axe  der  f;  einef  dem  Systeme  der 
xyz  parallelen  Coordinatenaystems  der  li/f  annehmen,  indem  wir 
zugleich  den  Anfang  dieses  /neuen  Coordinatensystems  in  den 
Endpunkt,  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie,  so  weit  dieselbe 
dem  aoTgetauchten  und  dem  untergetauchten  Theile  gemeinschaftlich 
angehört,  verlegen,  von  welchem  aus  dieselbe  nach  der  Seite  der  po- 
sitiven z  oder  f  hin  liegt;  auch  wollen  wir  die  ihrer  Länge  nach 
bestimmte  gerade  Linie,  in  welcher  der  aufgetauchte  und  der 
untergetauchte  Theil  mit  einander  zusammcnstossen,  durch  a  be- 
zeichnen. Von  dem  auf  die  vorher  angegebene  Weise  bestimm- 
ten  Anfangspunkte  der  ^rii  an  theile  man  nun  die  Linie  a  in  n 
einander  gleiche  Theile  ein,  deren  jeder  durch  i  bezeichnet  wer- 
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den  mag,  und  nehme  an,  daas  in  Bezug  auf  die  Curve,  io  wel- 
tket  die  horizontale  Wasserfläche  von  der  Oberfläche  des  Schifls 
bei  seiner  ersten  Lage  geschnitten  wird,  den  Werthen 

0,  i,  2i,  3t,  4t,.. ..71t; 

wo  iii=:a  ist,  von  t  als  Abscissen  ffir  den  aufgetauchten  und  für 
den  untergetauchten  Theil,  welche  zwei  Theiie  wir  hier  immer 
lU  homogen  oder  als  aus  Wasser  bestehend  betrachten,  respec- 
tire  die   Werthe 

b»   b»   »*    '»   »»••••5 

ud 

o        1       «        3         4  u 

£i »  £i  j  li  >  bi  *  li  >  •'••  & 

von  I  als  Ordinaten  eotsprecheo.  ßetzen  wir  nun  voraus,  dass 
oooendlieh  Iclein  sei,  uod  bezeichnen  den  diesen  Winkel  mes- 
senden Kreisbogen  in  einem  lyit  der  Einheit  als  Halbmesser  be- 
schriebenen Kreise  durch  (o),  so  ergiebt  sich,  da  wir  di^  auf  der 
Axe  der  f  senkrecht  stehenden  Scnnitte  des  aufgetauchten  und 
des  vnt^getauchten  Theils  mit  desto  grosserer  Genauigkeit,  je 
Ueiner  der  Winkel  oi  ist,  als  Kreissectoren  betrachten  kOnnen, 
much  bekannten  Sätzen  aus  der  Lehre  vom  Kreise  und  aus  der 
Lehre  voai  Schwerpunkte,  dass,  wenn  wir  die  £  der  Schwer- 
voikte  des  aufgetauchten  Theils  V  und  des  untergetauchten 
Thdb  Vi   respeetive  durch  £'  und  ||  bezeichnen,  die  GrOssen 

re  und    Fi& 
die  Gr&nzen  sind,  denen  respective  die  Grossen 

1  «  4'«ii2«         t      , 

2  «'*(«).      3(„)     cos  2« 

1   i  4£'sinj«        j 

+  2  •^^•'^  •      3(0))      ''^•g" *" 

1  «  4Ssmg^»       j 

+  2^^(«>)'      3((o)      ^^2" 

u.    s.    w. 


•-1     l 

1  „-,        4^  sing-»       ^ 
+  2  *  ^'^  ^">-  ~3(ä)~  *'''^2  " 


und 
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.  1 


.1   t  , .    .  ^^'«inf"       1 

1  4_8inJ-«o       1 

+  2  »fi*(»).      3^^)       coggM 

U.      8.      W. 
■-1         1 

+  2**^    (^- J(i^) «^2«' 

d.  i.  respective  die  Grossen 

und 

sich  nähern»  wenn  n  tn's  Unendliche  w&chst»  oder,  was  dasselbe 
ist,  wenn  i  in's  Unendliche  abnimmt  oder  sieb  der  Null  nähert 

Setzen  wir  aber  allgemein  fclr  den  anfgetanchten  Theil 

und  fSr  den  untergetanchten  Tbeil 

so  ist 

f=F(0).    l'=F(i).    |'=F(2t),..!r='X(n-l)0; 

t 

und 

rr  und  Fi& 
sind  also  die  Gränzeo,  denen  respective 

j.{(#T(0))"+(F(0)»+(P(20)H...+(''((fi-l)0)«|8in« 
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ud 


1  tl(AO))»+(/'»)»  +  (/'C20)*  +."  +  (/((n-l)0)»l  siü« 
iras  offenbar  ganz  dasselbe  ist,  respective 

j»{(#\0))»+  (FX0)»+(*X20)»+...  +(f\ni))»|  sin« 


flieh  nähern  9  wenn  i  sich  der  Null  nähert*  Weil  nun  nt=a  ist, 
so  sind  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  bestimmten  Inte- 
gralen die  Grinzen,  denen  die  Grössen 


1  iUf\0))»+  (fXi))»+(/t20)»+...  +(F(m))»)  Hin» 


g-«M(/'(0))»  +  (/(0)H(A2t'))»+...+(/(nO)»|sm 

nlhem ,  wenn  t  sich  der  Mull  nähert,  respective  die  mit  der 
hier  natarlich  als  eonstant.ze  betrachtenden  Grosse  «rshicd  tiiulti- 
plidrten  bestimmten  Integrale 


0 

■od  es  Ist  also 


f\F(Qm  und  y*  V(ö)»a^, 


Pr«=~sin«)y*V(0)«ö£, 


folgikh,  weil  bekanntlich  V=Vi  ist: 


F»«'  -  ^)=l  «n  «»y '{ (*'(£))»-(/"(0)"13£ 


tte 
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'''•isl=f/'»<'^o>*-<^)'»^- 


Wegen  der  Parallellität    der  beiden  Coordinatensysteme  der 


xyx  und  £tji  bt 


w         w 


aleo 


siao 


lJ"i(F(s»*-(f(s»*m 


oder»  well 


•9  W 


gesetzt  worden  Ist: 

o 

oder 

V'x>  =5«ln  mf'{  (*X0)»  -  WO)»}  8t- 
Folglich  ist  nach  dem  TorfaeiiieheDdeo  Paragraphen 


=V  +«^-2 «V 


und 


y**[(^D)»-iA0»)]a3 

S=:Gtt8infl9s=;Cr|«  +*'U2 *_ isino 


oder 


Weil  Q»  als  anendlich  klein  angenommen  worden  ist,  so.  kann 
ean  auch 

essCli((D)arG|e+«^-2 ^, ^ K«) 
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oder 


o 

oder,  wenn  cd  inSecnndeD  ausgedrückt  aDgenommen  wird,  folglich 

(»)=fljArcl'' 
i0t: 


r 


[(fq:))' ~  (m']9t 


e=GuaAnl'=iG{v+  — ^ IwArcl* 


oder 


« =iSVuaAxcl'=  S  {Vv + \f'[{F(Q)'  -  (/(0)»]3tJ » Arcl* 

O 

aetieo.   Bekanntlich  ist 

^^^^  =356351:8  • 

¥^«10  die  Linie,  in  welcher  die  horizontale  Wasserfläche  von 
te  ObfriläGhe  des  Schiffs  in  seiner  ersten  Lage  geschnitten  wird, 
▼OB  eoMT  geraden  Linie,  gewissermassen  als  Aze,  in  zwei  ein- 
ander roilig  gleiche  and  änliche  Theile  getheilt,  und  die  Dre* 
^mffsaxe  oder  die  Axe  der  z  dieser  Linie  [Mtrallel  angenommen 
irird,  so  kann,  wie  leicht  erheilet,  immer  unter  Voraussetzung 
eines  miendlich  kleinen  ta,  nur  dann,  wie  es  erforderlich  ist, 
P==Fi  sein,  wenn  der  aufgetauchte  und  untergetauchte  Theil  in 
der  in  Kode  stehenden  geraden  Linie  oder  Axe  mit  einander  zu- 
sinunenstossen,  d.  h.  wenn  mit  diesem  Linie  die  Aze  der  (  zu* 
sanunenfUlt,  und  folglich  allgemein 

iit    Also    iat    notor  der    cemachteD  Voraosaetsniig  nach   dem 
Obig« 


2  /*'(F(£))'a: 
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oder 


/'(2A0)' 


12V 


and 


ij*'  (F(0)»at 


g=;CrMsinM=G{p-f  ^w l«*"»» 

=G\v ^'^ JsincD 


oder 


«/    O  ^  I  ^5. 


@  =  Cr«8iD(D=€r|l?  +^ jsm Isilltt 


Auch  wt 


mno) 


oder 


Endlich  ist«  wenn  oin  Secunden  ausgedrückt  ist: 
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2  /*'(F(0)»Öf 
-  ^1" 3y. IwArcl» 


oder 


y'"(2F(0)»8t 


©=«ri»a»Arel'=C(e  +  *'  "  ^^y UArcl" 


y['<2/(0)»3t 


=G(p-«/  « |»Arcr, 


12V 
od 


e=HSViM9Arcl'=S|V'e+| /*  '(ftO)»8{:l«  Afcl* 

=  S|  Vc-iy '(/(0)^J  fflArcl* 


O 


$.  a 


WeDD  alle  auf  der  Drehungaaze  senkrecht  stehenden  Schnitte 
des  Schifei  ehiander  sIeiAe  und  Shnllche  ebene  FioiiTeA  sind» 
osd  diese  Fisuren  auch  rOcksichtllch  ihrer  raaterieilen  BeschidTen- 
lieit  sSmintBcu  vollständig  mit  einander  übereinstimmen,  so  kann 
man,  wie  aus  den  in  §.  6.  entwickelten  allgemeinen  Formeln  und 
ans  der  Lehre  Tom  Schwerpunkte  sogleicn  erhellet,  alle  in  die- 
sen Formeln  vorkommendeu  GrOssen ,  natürlich  mit  Ausnahme  der 
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immer  das  Gewicht  des  ganzen  Schills  bezeichnenden  Grosse  G, 
auf  nnr  einen  dieser  einander  bleichen  und  ähnlichen  und  auch 
rficksichtlich  ihrer  materiellen  Beschaffenheit  vollständig  mit  ein- 
ander fibereinstimmenden  Schnitte ,  als  eine  ebene  Figur  betrach- 
tet, den  wir  unserer  ferneren  Betrachtung  zum  Grunde  legen  wol- 
len» beziehen.    Daher  ist  nach  §.  6.  unter  dieser  Voraussetzung 


und 


X>      sinco  '  Yr     sinm 


@c=  Crtfsinoo 

y*  w     w  y' 

=  6  (osinco  +  äC^— ^i)  I  =  ^(w  ^  +  osinw) 


V 


so  wie  auch 

e = G I  vsinco  +  [(XO—  (?i)]cos»-[(XO  -  Ori)]8in  « I  • 

Genflgt  nun  zugleich  der  Schiffskörper  der  am  Ende  des  vor- 
hergehenden Paragraphen  zum  Grunde  gelegten  Bedingung,  wird 
femer  wie  dort  die  Urehungsaxe  der  geraden  Linie,  welche  die 
Durchschnittslinie  der  Oberfläche  des  Schiffs  in  seiner  ersten  Lage 
mit  der  horizontalen  Wasserfläche  in  zwei  vuliie  gleiche  und  ähn- 
liche Theiie  theilt,  parallel  angenommen,  und  bezeichnet,  dies 
vorausgesetzt,  q  die  Länge  der  geraden  Linie,  in  welcher  von 
dem  unserer  Betrachtung  zum  Grunde  gelegten  Schnitte  des  Schiffs 
in  dessen  erster  Lage  die  horizontale  Wasserfläche  geschnitten 
wird;  so  ist,  weil  immer  angenommen  worden  ist,  dass  die  Dre- 
hung des  Schiffs  um  die  Drehungsaxe  in  demselben  Sinne  erfolgt 
sei,  in  welchem  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven 
Theiie  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  nindureh 
zu  dem  positiven  Theiie  der  Axe  der  y,  welcher  beKanntlich  nach 
oben  hin  gerichtet  angenommen  worden  ist,  zu  gelangen,  also  die 

Sositiven  ersten  Coordinaten ,  wenn  man  sie  sich  vom  Mittelpunkte 
er  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  ausgehend  denkt,  nach  der 
Seite  des  aufgetauchten  Theils  hin  genommen  werden  müssen, 
fflr  ein  unendlich  kleines  o  offenbar  nach  der  Lehre  vom  Schwer- 
punkte: 

w     w  2^«D2«        I  2^sin2^»       j 

ar'^ÄiSÜSS— 5^jjy-C0S  jlö-l- g^jjp  COSg  •), 


d.  i. 


*  2^n<o 

— X\  =  P=  -ST— :—  • 


3(10) 
Nun  ist  aber 
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abo 


IbigKdi  DAcb  dem  Obigen: 

also 

6=Gtf8iD<o=(?(o  +  |2=Är)sina>, 
oder 

oder,  wenn  m  in  Secunden  ausgedrückt  ist: 


®  =  GuwArcl"  =  G(t  +  j^) »  Atel 


• 


Der  in  der  durch  den  Schwerpunkt  des  Schnitts  in  seiner 
CTften  Lage  gehenden  Vertikale  oder,  was  dasselbe  ist,  der  in 
der  dorch  die  Schwerpunkte  des  Schnitts  und  seines  eingetauch- 
ten Tbeils  in  der  ersten  Lage  des  Schnitts  gehenden  eeraden 
Lioie  liegende  Punkt,  dessen  nach  dem  Obigen  gehörig  als  posi- 
tir  oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  von  dem  Schwerpunkte 
des  Schnitts  die  von  oo,  welches  aber  jetzt  immer  als  unendlich 
kleio  betrachtet  worden  ist,  so  dass  das  Schiff  nur  eine  unend- 
fieh  kleine  Drehung  erlitten  hat,  ganz  unabhängige  völlig  be- 
»tiomte  Grosse 


12^' 


ut,  ist  zuerst  von  Boueuer  In  dem  Traite  da  navire.  Paris. 
1746.  4.  p.  257.  das  Metacentrum  des  Schnitts  genannt  wor- 
den, und  da  nun  nach  dem  Obigen 

S=:Gtfsino>, 

nach  §.  6.  aber  u  positiv  oder  negativ  ist,  jenachdem  das  Meta* 
centmm  des  Schnitts  Aber  oder  unter  dessen  Schwerpunkte  liegt, 
80  ist  klar,  dass  unter  allen  vorher  gemachten  Voraussetzungen 
die  Stabilität  des  Schiffs  in  Bezue  auf  die  angenommene  Dre- 
kingsaze  positiv  oder  negativ  ist,  a.  h.  dass  dasselbe  bei  unend- 
lich kleinen  Drehungen    von  selbst  wieder    in  die  ursprüngliche 
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Lage  des  nihi»»n  ScbwimmeD«  zurückkehrt,  oder  die  angefangene 
Drehung  nach  deren  Richtung  hin  weiter  fortsetzt,  jenacndem  das' 
Metacentrum  eines  der  einander  gleichen  und  ähnßcheD  Schnitte 
des  Schiffs,  welche  auf  der  Drehungsaxe  senkrecht  stehen,  über 
oder  unter  dessen  Schwerpunkte  liegt,  wobei  man  sich  das  Scbiff 
10  der  Lage  des  ruhigeo  Schwimmens  auf  dem  Wasser  zu  den- 
ken hat. 

Ton  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten 
allgemeii^n  Formeln  wollen  wir  nun  einige  Anwendnogen' auf  spe- 
cielle  Fälle  machen. 


9.  9. 


Aufgabe.    Ein   gerades  dreiseitiges  vSHig  ffleieh- 

mig   dichtes  Prisma,   dessen  Grundflächen    gleich- 

NchenkiigeDreiecke  sind,    schwimme  so  auf  dem  Was- 


ser, dassln  Taf.I.Fig.L  die  Grundfläcbe^l^C,  in  welcher 
AC=^BC  isij  sich  in  vertikaler  Lage  befindet  und  die 
Grundlinie  AB  des  gleichscheokrigen  Dreiecks  ABC 
horizontal«  die  Spitze  C  aber  nach  unten  gekehrt  ist; 
mao  soll  die  Stabilität  dieses  Prismas  für  auf  seinen 
Grundflächen  senkrechte  horizontale  Axen  und  unend- 
lich kleine  Drehungen  bestimmen. 

Auflosung.  Sei  A'VC^  wo  A'B*  horizontal  ist,  der  mnge- 
tauchte  Theil  des  Dreiecks  ABC^  und  werde,  wenn  CD  die  auf 
AB  senkrecht  stehende  Hube  des  gleichschenkligen  Dreiecks 
ABC  ist,  AB:=La,  CD=6  und  A*B*=x,  CD^=y  gesetzt. 
Bezeichnet  dann  u  das  specifische  Gewicht  der  Materie  des  Pris- 
mas, so  ist  aus  bekannten  Gründen 

AABCxAA'BC=:=zl:ii, 
also 

Nun  ist  aber 

also 

h  a 

folglich  naeh  dem  Vorhergehenden 

o 
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iL 

lilO 

Mit  RQcksicht  aaf  die  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  von 
e  ist  aber  nach  einem  bekannten  Satze  vom  Schwerpunkte 

2  2  3 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 


t^=-|*(l-Vf»). 


and  folgBch,  weil 


Q=x—aVy^»    V  =2^^2  ^ 

ist,  wo  wir  die  Bedeutung  von  q  und  TO'  aus  dem  vorhergehen- 
den Paragraphen  als  bekannt  voraussetzen ,  nach  diesem  Para- 
graphen • 


u=  -^g-  -  36a-yfi)= gg ^ 


oder  anch 


"""  66 


Weil  nun  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

e=Gtfo>ArcF 

»t,   wo  immer  »  in  Secnnden   ausgedrückt   angenommen    wird» 
10  ist 

0=G^— -^- — g^^^^ wArcP, 

•der,  wenn  man  a=:2a,  6=|3  setzt: 
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Wenn  da«  Dreieck  ABC  deiehMtig  ist,  so  ist  /P=:4i^— cr> 
^3«^,  und  folglich,  wie  man  laicht  finrot: 

g=2aC^^^^»Arcl*, 

Wenn  in  dem  gleichschenklUgen  Dreiecke  ABC  der  Winkel 
ACB  ein  rechter  Winkel  ist,  so  ist  ^=0»  und  folgUcb,  wie  man 
leicht  findet: 

0=|a  C;(2V«ft-l)»Arel'. 

Ffir  das  gleicbschenklige  Dreieck  im  Allgoneinen  ist  onr 
dann  0>Oy  wenn 

(«•+/P)Vf»-^>0. 

d.  i. 

folglich ,  wenn  wir  jede  der  beiden  gleichen  Seiten  des  Dreiecics 
durch  y  bezeichnen, 

|i>^     oder     ^<Vf* 

ist. 

Für  das  gleichseitige  Dreieck  ist  nnr  dann  6>0,  wenn 

ist. 

Für  das  rechtwinklige  gleichschenklige  Dreieck  ist  nur  dann 
0>O,  wenn 

ist. 

AnmerkuDg.  Der  Auflösung  dieser  Aufgabe  fvige  ich  noo 
noch  die  folgenden  Bemerkungen  über  den  Ausdruck  der  Stabili- 
tät bei  unendlich  kleinen  Drehungen  Im  Allgemeinen  hinzu.  Näm- 
lich Bouguer,  Euler,  Chapman  und  andere  Schriftsteller 
über  diesen  Gegenstand  betrachten  überhaupt  nur  die  Stabilität 
unter  Voraussetzung  unendlich  kleiner  Drehungen,  und  bei  allen 
diesen  Schriftstellern  erscheint  der  Ausdruck  der  Stabilität  als 
von  dem  Drehuogswinkei  10  ganz  unabhängig,   so  dass  z.  B.  bei 


49 

Eokf  In  der  ^cientia  navaliB.  T.  1.  p.  09.  im  vorliegeoden 
Falk  der  Ausdruck  der  8tabllH&t  nicht  wie  oben 


3c(2!±:^ZLg?„Arcl- 


tier  eigenUich 


liß 5^3 Sin  CO, 

6p 


soadera 


Bt   Wenn   sieh   nan  oach  meiner   Meinang  dies   auch  durchaus 
tticht  biliigeii  lässt«  da  insbesondere  die  sämmtiichen  obigen  Aus* 
jfticke  fär    die   Stabilit&t  bei   unendlich   Itleinen  Drehungen  nur 
K&heninesattsdräeke  sifid,  welche   desto  genauere  Resultate  lie- 
fern,  U  Bleimer  der  Drehungswinkel  o»  ist^    und  also  schon  des- 
halb «fiese  Ausdrücke  nicht  von  o  unabhängig  sein  können  j  so  ist 
doch  auf  der  anderen  Seite  au  bemerken ,    dass  die  Ton  den  ge- 
nannteo  und  anderen  Schriftstellern   befolgte  Methode  darin   ihte 
Rechtfertigung  findet,   dass  es  sich  hierbei  eigentlich  nur  um  die 
Vcr^lndrang  Terschiedener  Stabilitäten  handelt,    und  wenn  man 
dann,  am  eben  solche  Vergleich nngen   mit  Leichtigkeit  anstellen 
zu  kdnoeo,    immer  denselben  unendlich  kleinen  Drehungswinkel 
zum  Grande  legt,   und,   wie  jene  Schriftsteller   sämmttich  thun, 
flberfcaapt  nur  Stabilitäten  fOr   unendlich    kleine  Drehungswinkel 
betrachtet,  so  Ist  es  allierdings  verstattet,  den  Factor  oArcl^  aus 
den  Ausdräcken   der  Stabilität  wegzulassen.     Der   erste  Schrift- 
steller aber,    welcher   die  Stabilität  der  SchilTe  aus  einem  allge- 
'  ärmeren    und    allein   wirklich    sachgemässen    Gesichtspunkte  fiSr 
endliche  bestimmte  Drehungswinkel,  betrachtet  hat,  scheint,  was 
kier  ab  besonders  verdienstlich  hervorgehoben  werden  niuss,  At- 
wood  zu  sein,  in  einer  in  den  Philosophical  Transactions 
for  the  year17d8.  Part.  1.  p.  201.  unter  dem  Titel:    A  Dis- 
qaisition  on  the  Stability  of  Ships.  By  George  Atwood 
erschieneneu  Abhandlung,    die,    wie  icn   aus  einem  der  neuesten 
englischen  Werke  fiber  die  SchilTsbaukunst :    Treatise   on    the 
Theory  and  Practice  of  Maval  Architecture:  beeing  the 
Articie  „  Ship-Buildiog''  in  the  Encyclopaedia  Britan- 
nica.    By  Augustin   F.  B.  Creuze,    Membre  of  the  late 
School  of  Naval  Architecture,    President  of  the  Ports- 
uonth    Philosophical    Society.     Edinburgh.     1841.    4<'. 
an  verschiedenen  Stellen    desselben    ersehe,    namentlich  auch  in 
Efidand  mit  Recht  sehr  geschätzt  wird,  so  wie  auch  eine  frühere 
Abeandlung   desselben  Verfassers,    die  in  den  Philosophical 
Traosactions  for  the  year   1796.  Part  I.  p.  46.    unter  dem 
Titel:    The   Construction   and  Analysis  of  geometrical 
Propositioos,    determining  the  Positions  assunied  by 

Theil  \\.  ^ 
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bomogoneal  Bodies  which  float  freel^r«  and  at  reat,  oa 
a  Flaid's  Sarface;  alao  determioing  tbe  Stability  o( 
Shipa,  aod  of  other  floatiog  Bodiea.  By  George  At- 
wo  od  erscbieneo  ist.  Weon  man  die  Sache  aus  eioem  solchen 
alleemeiDeren  Gesicbtopoukte  für  DrebaDgawinkel  Ton  bestimmter 
endlicher  Grosse  betrachtet»  sollte  man  nach  meiner  Ansicht  aoch 
ans  den  dem  Falle  eines  uoendlicb  kleinen  Drehongswinkels  ent- 
sprechenden Ausdrucken  der  Stabilität  den  Factor  laAnV*  nicht 
weglassen ,  weshalb  wir  denselben  auch  in  dieser  Abhandlung  stets 
beibehalten  werden. 


$.  10. 

Aufgabe.  Ein  gerades  dreiseitiges  völlig  gleich- 
förmig dichtes  Prisma,  dessen  Grundflächen  gleich- 
schenklige Dreiecke  sind,  schwimme  so  anf  dem 
Wasser,  äass  in  Taf.I.Fig.  ±  die  Grund flächeiiSC»  in  wel- 
cher AC'=^BC  ist,  sich  in  vertikaler  Lage  befindet  und 
die  Grundlinie  AB  des  gleichschenkligen  Dreiecks  ho- 
rizontal, die  »Spitze  C  aber  nach  oben  gekehrt  ist;  man 
soll  die  Stabilität  dieses  Prismas  fflr  auf  seinenGrund- 
flächen  senkrechte  horizontale  Azen  und  unendlich 
kleine  Drehungen  bestimmen« 

Auflösung.  Sei  ABA'B ^  wo  A'B'  horizontal  und  also  mit 
AB  parallel  Ist,  der  eingetauchte  Theil  des  Dreiecks  ABC,  und 
werde,  wenn  CD  die  auf  AB  senkrecht  stehende  Hohe  des 
gleichschenklii^en  Dreiecks  ABC  ist,  ABz^a,  CD  =  b  und 
A'B'^^^a:,  CD'=^p  gesetzt,  bezeichnet  dann  fi^  das  specifiiche 
Gewicht  der  Materie  des  Prismas,  so  ist  aus  bekannten  Gründen 


also 


AABCiJTH^ABA'B-\:a, 


2  oÄ:  j  (a +a:)  (*— y) = ab :  (a+ar)  (6— y)  =  1  j^ . 


Nun  ist  aber  ganz  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 


b  a 


also 


a6:(a+a:){6— -a:)=a*:a*— jr«=:l:ji, 


aÄ:(a+j-y)(Ä— y)=6«:6«-y«=l:^; 
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«Li 


iIm 


«•=(l-^)a«,    »•=(1-^)6«; 


a:=aVT— JT,       jy=:6V^l— ft. 


Mit  Rücksicht  aaf  die  aus  deii  früheren  Patagraphed  bekaoate 
Bedeutung  von  v  ist  aber  nach  bekannten  Säteen  vom  Schwer- 
ponkte  des  Dreiecks  und  des  Tra^ieziums 

* 

a+ix  ,^'  1 

<)•  L,  wie  man  leicht  findet: 


=^*Ki  +  2VT^.)j^g-ll 


oder 


und  f^lg^y  weil 

v=?(fl+«)(A-y)=Ja4(i+vr:r;i)  (i^vT=:;r)}' 


d.L 


^=aV^l  — ft,   V=:2^* 


bt: 


aUo,  wie  man  hieraas  mittelst  leichter  Rechnnng  findet: 
Ft%lidi  iat 
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Setzt  man  a=2a,  b=ß,  so  ist 

Weno  das  Dreieck  JßC  gleichseitig  ist,  so  ist  /3»=3««,  and 
foldich,  wie  man  leicht  findet: 


Wenn  in    dem  gleichschenkligen  Dreiecke  ABC  der  Winkel 
ACB  ein  rechter  Winkel  ist,  so  ist  ^  =  a,  ^Iso 

Für  das  gleichschenklige  Dreieck  im  Allgemeinen  ist  nur  dann 
0>O,  wenn 

d.  i.,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

>*<  (««+iP)'-  "^*'    {T7(|)? 

ist.  Bezeichnet  man  die  beiden  einander  gleichen  Seiten  des 
Dreiecks  durch  y,  so  lässt  sich,  weil  y«  = ««+/?«  ist,  diese  Be- 
dingung lacht  auf  den  Aiisdroek 

bringen. 

Für  das  gleichseitige  Dreieck  ist  nur  dann  @>0,  wenn 

4Vr=li-3>0, 

7 
d.  i.    wenn  f^  ^  ig  ***• 

Für  das  rechtxTinklige  gleichschscheiiklige  Dreieck  ist  nur  dann 
0>O,  wenn 


I*  ^ « 


avi-^-ix). 


d.  i.  wenn  fi<  j   ist. 
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§.  11. 

Soll  das  iD  den  beiden  vorhergebendeD  Paragraphen  betrach* 
tele  Prisma  sowohl  In  der  in  $.  9. ,  als  auch  in  der  in  §.  10.  an- 
genommeneo  Lage  schwimmen  können  y  ohne  umzuschlagen ,  d.  h. 
soll  dieses  Prisma  in  beiden  Fällen  mit  einer  gewissen  positiven 
Stabilität  auf  dem  Wasser  schwimmen  können,  so  muss 

sein ,  was  offenbar  nur  dann  der  Fall  sein  kann ,  wenn 


also 


ist;  und  weil  nun 


M,  to  rauBS 


7<-T-    oder  y>ßV2 


co8^ACB  =  ^ 


^  V2 


abo 


^^ACß>329.4ß\    ^J[Ci?>  650  3? 


sem. 


$.  12. 

Aufgabe.  Ein  rechtwinkliges  völlig  gUich/vrinig 
dichtes  Parallelepipeclon  schwimme  so  auf  dem  Was- 
ser, dass  in  Taf.LFig.  3.  seine  Grundfläche  ABCD  sich  in 
vertikaler  Laee  befindeti  nnd  deren  einander  paral- 
lele Seiten  AB  und  C/>  horizontal  sind;  man  soll  die 
Stabilität  dieses  Parallelepipedons  für  auf  derGrund- 
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fiSche  ABCD  senkrechte  horizontale  Axen  und  unend* 
lieh  kleine  Drehungen  bestimmen. 

Auflösung.  Sei  ABAR^  wo  A*lß*  horizontal  und  also  mit 
AB  und  CD  parallel  ist,  der  eingetauchte  Theil  des  Rechtecks 
ABCD,  und  werde  AB—CD-a,  AC=^BD:=^b  und  AA=BB'=a: 
gesetzt;  so  ist  aus  bekannten  Gründen,  wenn  wieder  fi  das  spe- 
cifische  Grewicht  der  Materie  des  Parallelefripedons  bezeichnet, 

ABCDiABAB'^ili^; 

also 

ab i ax  =r bi x^^l  ;fi, 
folglich  x=ft6.    Aber  offenbar 

1  I 

und  ^  =  a,  TO'^sidxd^iuib;   also 


^       « 


und  folglich 


o»  1 ,-       w_^-6Kl-fi)6« 


«=--^=^^=^'««Arcr. 


£s  ist  nur  dann  €^>0,  wenn 

a«-6(ii(t-fi)6«>0,  d.  i.  j  >  V^6fi(l-^) 

ist. 

Soll  das  Parallelepipedon  sowohl  wenn  die  Seite  a,  als  auch 
wenn  die  Seite  b  horizontal  ist,  mit  einer  gewissen  Stabilität 
schwimmen  können,  so  mOssen  die  beiden  Bedingungen 

zugleich  erfüllt  sein,   d.  h.  es  niuss 
pein,  welches  nur  dann  möglich  ist,  wenn 


S8 

i  l  wenn 

6^(1-^X1. 

*iei,  was  Dasselbe  ist,  weoo 

I 
1 

ist  Ffir  fft=A  ist  dies  offenbar  nicht  muglich.  Jenachdem  fi» 
weldies  Datfirlich  immer  kleiner  als  die  Einheit  sein  mnss,  zwi- 
fidieo  5  und  1  oder  zwischen  0  und  ^  liegt ,    ist  die  Bedingung 


nfidit, 


i.  i. 


it. 


d.i. 


**>f(*+Vä^   oder   **<^(l-y'3). 


»»^ä^^  *^"  "^-S+W 


iL 


1„       -.      .  1^       ..  ! 


|*>j(3+V3)  oder  ft<5(3-v3) 


D 


i*t.  erbdlet  auf  der  Stelle. 

Für  a=6,  d.  h.  im  Falle  eines  Quadrats,  ist 


56 

und  es  ist  nur  6  >  0,  wenn 

ist,  d.  h.  nach  dem  Vorhergehenden  ,fiir 

f*>  g-(3+V3)  oder  ,t<^(3- V3), 

« 

jenachdem  (i  zwischen  ^  und  1  oder  zwischen  0  und  ä  M^gi- 
Kör  f»  =  ii8t 


6j»(l— ft)  =  j. 


und  folglich 


6,»(l-p)>l. 


§.  13. 

* 

Aufgabe.  Ein  über  einem  Quadrate  als  Grund* 
fläche  errichtetes  rechtwinkliges»  vullig  gleichfurmig 
dichtes  Paralleleplpi^don  schwimme  so  auf  dem  Was- 
ser, dass  in-Taf.I. Fig.4cdie  qvadratfOrmige Grundfläche 
ÄBCD  und  zugleich  auch  die  Diagonale  AB  sich  in  ver- 
tikaler Lage  befinden;  man  soll  die  Stabilität  dieses 
rechtwinkligen  Parallelepipedons  für  auf  der  Grund- 
fläche ABCD  senkrechte  'norizonta4e  Azen  und  unend- 
lich  kleipe  DrehuQ^^n  bestimmen. 

Auflosung.  Das  specifische  Gewicht  der  Materie  des  Pa- 
rallelepipedons sei  I»,  una  die  Seite  des  Quadrats  ABCD  werde 
durch  a  bezeichnet. 

1       '  ' 

Wenn  fA<^  ist,  so  sei  BEF  in  Taf.  I.  Fig.  4.  a.,  wo  EF 

horizontal    ist,    der    eingetauchte    Theil    des   Quadrats    ABCD* 
Dann  ist 

ABCD:BEF=l:iL. 

und  folglich,  wenn  wir  EF=^x,  BG^=y  setzen: 


a*:ö-a:y=l:ft 


•I. 


a? 


Offeobar  ist  aber  a:=:2y,  also 


a*:jj;*=l:f», 

bekannten  Sätzen  ist 

2        1  2  1 

f=qry-9«V2=c(nrv^f»— grV2), 


and  weil  nun 


Q=zx^2aV(^p    V^i^Xjß:^iiM^ 


Ist»  so  ist 

o  2  1  ^1 

•    «=-3aVf»  +  a(3-Vf»— 2  V2)  =  «(3-Vfi- 2"^^)» 

fblgücfa 

4  1  4  1 

e=aC(  j  Vlik-^V^)m  Atel"  ==  aGCyVf*  —  Vö^)fl)Arcr 


M 


Wenn  fft=^2   ist,  so  sei  BCD  in  Taf.  I.  Fig.  4.  b. ,    wo  CD 

horizontal  ist,   4sr  elntetanelite  Tbeit  dfa  Qnadrais'  AB  CD.    In. 
diesem  Falle  ist  nach  aem  vorhergehenden  Ausdrucke  der  Stabi- 

litSt,  wenn  man  in  demselben  f^^-o  setzt: 


e=aG'.-j^|-.  aArcl". 


Wenn  fi>-2   ^^'   ^^  ^'^  BCDEF  in  Taf.  I.  Fig.  4.  c,    vo 

CF  horizontal  ist,   der  eingetauchte  Theil  des  Quadrats  ABCD. 
Dann  ist 


♦   t 


ABCDiBCDEP^lilL, 
snd  folglich,  wenn  wir  £F=:r,  AG^r^y  setzen: 

a*:4»y-::2^a^?=Vf** 
also,  wdl  xss2y  ist: 


•d 


§.  14. 

Aufgabe.  Ein  fiber  dem  Parabelsegment  ACB  in 
Taf.  I.  Fig.  6.,  wo  CD  die  Aze  der  Parabel  iat  und  AB 
auf  CD  senkrecht  steht»  als  Grundfläche  beschriebener, 
▼  oilig  gieichfurmig  dichter  gerader  prismatischer  Kör- 
per schwimme  so  auf  dem  Wafser,  dass  die  paraboli* 
sehe  Grundfläche  ACB  sich  in  vertikaier  Lage  befin- 
det und  AB  horizontal  ist;  man  soll  die  Stabilität  die- 
ses prismatischen  Korpers  fflr  auf  der  Grundfläche 
senkrecht  stehende  horizontale  Axen  und  unendlich 
kleine  Drehungen   bestimmen. 

Auflosung.  Das  specifisebe  Gewicht  der  Materie  des  in 
Rede  stehenden  prismatischen  KSrpers  sei  f^,  und  CD  und  Aß 
mögen  respective  durch  a  und  b,  der  Parameter  der  parabolischeo 
Grundfläche  soll  durch  p  bezeichnet  werden.  Ist  nun  A'CB',  wo 
A*B'  horizontal  ist,  der  eingetauchte  Theil  der  parabolischeD 
Grundfläche»  so  ist 

ACS:A'CB'=1:(^, 

also,  wenn  CD*  und  A'B^  reapeethre  doreh  x  und  y  bezeichnet 
werden,  nach  einem  bekannten  Satze  von  der  Quadratur  der 
Parabel 

2         2 

i  • 

Nun  Ist  aber  ferner  bekanntlich 

6=2V^,     yÄ 
also 


oder 


folglich 


aVa:a;V^=l:|i9 


a*:^=^l;fl^. 


Nach  einem  bekannten  Satze  von  dem  Schwerpunkte  der  Para- 
bel Ist 


e=-y(a:-a)  =  --|5a(I-V^, 


und  well  nun 
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alio 


ist,  80  ist 


1  13  •; 


folglich 


e=U2P~|ii(l-V'p^)|Cö)Ärcl" 


Soll  0  >  0  sein ,  so  muss 


|^p-~ii(l-V^^«)>0, 
d  i. ,  wie  man  leicht  findet : 


$.  15. 

Aufgabe.  Ein  gerades  vierseitigesPrisma von vullig 
^ieicbfurraiger  Dichtigkeit»  dessen  eine  Grundfläche 
10  Tat  1.  Fig.  6.  des  Trapeziuni  ABCD  ist«  in  welchem 
letzteren  die  Seiten  .^C»  BD  einander  gleich  und  gegen 


die  parallelen  Seiten  AB,  CD  unter  gleichen  Winkeln 
seneigt  sind,  schwimme  so  auf  dem  Wasser,  dass  die 
GrDDdfläche  ABCD  sich  in  vertikaler  Lage  befindet 
and  ihre  parallelen  Seiten  AB^  CD  horizontal  sind; 
maü  soll  die  Stabilität  dieses  Prismas  für  auf  seinen 
Grandflächen  senkrechte  horizontale  Axen  und  unend- 
lich kleine  Drehungen  bestimmen. 

Aaflusang.«  Sei  ABA*Bf^  wo  JtB^  Iiorisontal  und  also  den 
LinieD  AB^  Cu  parallel  ist,  der  eingetauchte  Theil  des  Trape- 
ivmAABCDy  und  werde  AB=a,  CD=zbj  -4'Ä'  =  a:  gesetzt, 
die  Hohe  des  Trapeziums  ABCD  aber  durch  A,  die  Hohe  des 
Trapeziums  AB  AB'  durch  y  bezeichnet.  Ist  dann  fi  das  speci- 
fiscoe  Gewicht  der  Materie  des  Prismas,  so  ist  aus  bekaiinten 
Grfiodeii 


§2 

ABCD:ABA'B'-=l:n, 

« 

also 

2(a  +  6)*:j-(a+a:)y=(o+6)A;(a+ar)y=l:^. 

Nun  Ist  aber«  wie  lefcht  erhellet ,  allgemein 

fl— 6:a  — a:=A:y, 
also 

und  folgiicb  nach  dem  Vorhergebenden 

« 

also« 

Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  ist,  wie  man  leicht  .findet; 

i  /a  +  2af        Ä+26  ,\ 

und  weil  nun 

ist,  so  ist 

l/a+2ar         o-f26  \  a>» 

also,  weil 


ist: 


6f4(a^)A 
oder 

A  it'~^«r  o— -A  x^ 
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Fihrt  man  nun  in  diesen  Ausdrack  den  aus  dem  Obigeo  bekann - 
ttü  Werth  TOD  x  ein»  so  erhält  man: 


aad  (Hr  die  Stabilität  @  hat  man  den   bekannten  Atfttdnick 

&=z  Gua  AtcI", 

irobei  unendlich  kleine  Drehungen  vorausgesetzt  werden. 
Die  Möglichkeit  der  Aufgabe  erfordert,  d,as8 


II*— f»  (a«—  6«)  ^0,    d,  i    fi*(a«— &«)  ~  a« 

sei.    Dies  ist  ß!r  a'Zb  immer  der  Fall,    für  a>6  aber  nur  dann, 
wenn 

^<i^    "^^'   '*<(a-6Xa+6) 
ist 

Die  Stabilität  ist  nur  dann  positiv,  wenn  ti  positiv  ist,  wofür 
wir  der  Kfirze  wegen  die  Bedingung  nicht  weiter  entwickeln 
wallen. 

Setzt  man  in  dem  obigen  Ausdrucke  von  u  die  Seite  a=0, 
•0  wird,  wie  man  leicht  findet. 


oder 


"=" 6Ä 


iko 


g=6f*'-^y-^^Arcl", 
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was  ^ao2  mit  dem  in  S-  ^.  gefundenen  Auttdrneke  der  StnbHittt 
übereinstimmt. 

Setzt  man  in  dem  obigen  allgemeinen  Aasdrucke  Ton  u  die 
Seite  b:=iiQ,  so  erhält  man: 

"~  ÖftA  "^  3fi 

also 

©  =  tz|:  gTj  («2+4/4«)  VW"-4Ä«1  coArcl", 

was  ganz  mit  dem  in  $.  lU.   gefundenen  Ausdrucke  der  Stabilitfit 
äbereinstimmt. 


§-  16. 


Bei  den  Torhergehenden  Aufgaben  nahmen  wir  immer  das 
Schiff  als  einen  homogenen  oder  Töllig  gleichförmiff  dichten  Kör- 
per aUy  die  auf  den  zum  Grunde  gelegten  horizontalen  Drehungsr 
axen  senkrecht  stehenden  Schnitte  des  Schiffs  wurden  als  unter 
einander  völlig  gleiche  und  ähnliche  Figuren  angenommen ,  und  es 
wurden  nur  unendlich  kleine  Drehungen  des  Schiffs  betrachtet. 
Jetzt  wollen  wir  nun  einige  Aufgaben  auflösen,  bei  denen  wir  den 
Drehungswinkel  nicht  unendlich  klein,  sondern  von  einer  endlichen 
bestimmten  Grosse,  und  das  Schiff  nicht  als  homogen  oder  als 
einen  völlig  gleichförmig  dichten  Körper  annehmen,  aber  voraus- 
setzen werden,  dass  die  auf  den  zum  Grunde  gelegen  horizonta- 
len Drehungsaxen  seokre'cbt  stehenden  Schnitte  desselben  sämmt- 
iich  gleiche  und  ähnliche  Figuren  sind,  und  auch  rücksichtlicb 
ihrer  materiellen  Beschaffenheit  vollkommen  mit  einander  über- 
einstimmen. Unter  diesen  Voraussetaungen  wollen  wir  uns  nun 
zuerst  mit  der  folgenden  Aufgabe  beschäftigen. 
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§.  17. 

Aufgabe.  Einer  der  auf  den  zam  Grunde  gelesteo 
horizontalen  Drehungsazea  senkrecht  stetienden, 
slmmtlich  einander  gPeichen  und  ähnlichen,  und  auch 
rficksichtlich  ihrer  materiellen  Beschaffenheit  TuUie 
mit  einander  über  einstimmen  den  Schnittende  6  Schiffs  sei 
iiiTaf.lI.  I^i^.  7.  die  dreieckige  eb ene Figur  Z)C£^  und  das 
Schiff  schwimme  so  auf  dem  Wasser,  dass  die  Ebene 
DCE  und  in  derselben  die  den  VVinkelZ)C[£  halbirende 
Linie  vertikal  ist;  man  so  11  die  Stabilität  dieses  Schiffs 
Id  Bezug  auf  die  zum  Grunde  •  gelegten  horizontalen 
Drehungsaxen  für  den  beliebigen  D-rehungswinkel  co 
bestimmen. 

Auflösung.  Wenn  wir  annehmen,  dass  ACB  der  einge- 
tauchte Theil  des  Schnitts  DCE  bei  der  ersten  Lage  desSchttts, 
and  also  AB  die  horizontale  Durchschnittslinie  der  Ebene  des 
Schnitts  DCE  mit  der  Oberfläche  des  Wassers  ist,  auf  welchem 
das  Schiff  schwimmt,  so  kommt  es  zunächst  auf  die  Bestimmung 
des  aufgetauchten  und  des  untergetauchten  Theils  an.  Nehmen  wir  nun 
feroeran,  dass  A'CB'  der  eingetauchte  Theil  des  Schnitts  DCE  bei 
der  zweiten  Lage  des  SchiflCs  ist,  und  dass  AOA'  und  BOB'  respec- 
ti?e  der  an%etauchte  und  der  untergetauchte  Theil  des  Schnitts />CE 
und,  80  müssen  wir,  weil  der  autgetauchte  und  der  untergetauchte 
TheiA  bekanntlich  immer  einander  gleich  sind ,  die  Gleichheit  die- 
ser beideii  Theile  aber  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  au- 
fetuebeiiilich  durch  die  Gleichheit  der  beiden  Dreiecke  AOA', 
^OB'  bedingt  wird,  offenbar  die  Lage  der  Linie  A'Bf  so  be- 
«tiffliBen,  dass  dieselbe  in  ihrem  Durchschnittspunkte  O  mit  der 
ab  gegeben  zu  betrachtenden  Linie  AB  gegen  diese  letztere 
Linie  unter  dem  g^ebenen  Winkel  AOÄ=lBOB^zz:m  geneigt 
ist,  und  die  beiden  Dreiecke  AOA* 9  BOB*  einander  gleich  sind. 
Auf  diese  Weise  wollen  wir  nun  die  Linie  A*B'  zu  bestimmen 
Sachen. 

Zu  dem  Ende  werde  der  als  gegeben  zu  betrachtende  Win- 
kel DCE  durch  9  bezeichnet ;  dann  ist  jeder  der  Winkel  CAB, 
CBA,  die  offenbar  einander  gleich  sind,  weil  unter  den  geinach- 
tea  Voraussetzungen  das  Dreieck  ACB  jedenfalls  ein  gleiclischenk- 

liges  Dreieck  und  AB  seine  Grundlinie  ist,  =90^ — n^-    Wegen 
der  Gleichheit  der  beiden  Dreiecke '^O^^  BOB'  ist  aber 

AO.A'0=BO,BO, 

«ad  nach  einem  bekannten  trigonometrischen  Satze  ist 

^O:J'O=:sin(180O-a>-900  +  ^  Ö):  sin(90^— ^Ö), 
üTOzÄ'O^sinaSOO— «— 90«>— J-e):  filn(W>+|#); 

Theil  XV.  5 
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ü.  i. 

I  I 

AO:A'0=co8(a—  ^S):co6^S, 

BO:B'0=co8(a+  ^  #)  :  gob  ^#. 

Setzen  wir  nao  ferner  die  als  bekannt  zu  betrachtende  Linie 
Aß=g,  so  haben  wir  zwischen  den  vier  unbekannten  GrSssen 
AO,  BO,  A'O,  RO  die  vier  folgenden  Gleichungen  r 

AO^BO^q, 

A0.A'0z=B0.B'0y 

1  1 

^O.cosn'^=^'0.cos  (» — 5"^)» 

i?0 .  cos 2^  esrÄ'O .  cos (« +2  ^) 5 

und  es  wird  nun  darauf  ankommen,   aus  diesen  vier  Gleichungen 
die  vier  in  Rede  stehenden  unbekannten  Grossen  zu  bestimmen. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt: 

cos(a) — ä  ö)  cos(o^f  5"  ß) 

AO^A'O Jl—.BO^BO f_    ; 

1  1 

G0S,j8  cos^^ 

also  ist  wegen  der  beiden  ersten  Gleichungen: 

^'O.  cos(co— ^8) +Ä'0.cos(c»  +  ,je)t=^cos|© , 
il'O*.cos(0)-i^#)— Ä'O«.cos(»+§-©)=0.  '    i 


Man  setze 


^'0.cos((D-,2 ö)  -  B* O.  cos  (w  +  2  6)  =  T^ 


so  ist 


^'O*.  cos (co— 2 ®)'""'^'^*-  c^® (®  +  2  ^)*  =  ^  ^^®5  ^' 
und  wenn  man  nun  die  beiden  Gleichungen. 


•7 

mit  einander  tr^rbindet,  «o  eA&It  mati: 
if  O» .  CO»  (i» — j  «)  |co«  (äi — g  «)  -  cön  (cd  +  j  6)1  —  PTC08 1  ©, 

fi'O*.  cos  (»  +  g- 6)  {eos  (»  -  g- 6) — €08  (ö)+ j  ©)|  rs  ^T  cos  i  e ; 
d.  i.,  wie  man  leicht  findet: 

% 

p«gtäö 
2sin(ncos(o> — -q  ß) 

^ot^  S 

A'0«=s 1—  f. 

2810  0»  cos  (o»  -f  5*  9) 

NehmM  wir  aiin  an«  dass  co  nicht 90^  und,  wie  sich  schon  von 
sdlMt  Tersteht,    S  nicht  180^  übersteigt,    so  kann  offenbar  der 

1  I 

ahsolateWerth  von  o>'--2^  nie  gO^übersteigen,  und  co8(o)— ^  B) 

ist  also  mter  den  gemachten  Yoraosseteungen  iromer  positiv.  Weil 
000  aodi  ff,  sino,  cotä-9  positiv  sind,  so  ist 

Q  cot  ä  ö 


2«iift  a>  cos  (cö  —  5  6) 


positiv,  und  wegen  der  Gleichung 

QCOt^ß 

A'O»^ 1 r 

2sin  <o  cos  (o  — 5-8) 

aoss  folglich  nothwendig  t  eine  positive  GrOsse  sein.    Also  muss 
«lenbar  wegen  der  Gleichung 

pcot^8 
2sina>cos(o-f  5-#) 

5* 
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nothweDdigco8(fD4'o  ^)  positiv  sein,  wenn  überhaupt  die  Aufgabe 

möglich  sein  soll,  d.  h.  fo+aS,  weiches   unter  den  gemachten 

VoraussetzangeD  jedeofalls  180^  nicht  überstei^,  darf  90^  nicht 
übersteigen,  wenn  die  Aufgabe  überhaupt  möglich  sein  soll. 

Weil  nuD  nach  dem  Bisherigen 

^COtjrO  ^COto^ 


J  •  1 

2sin  cocos  (cd —  ^  ^)     2sin o>cos(a>  -f  o  ^) 

und  T,  sowie  ihrer  Natur  nach* auch  A'O  und  B'O  Dositiv  sind, 
so  erhalten  wir  aus  dem  Obigen  die  beiden  folgenden  äleichungeo: 


pcotgO 
A'0=  %  /     j .  Vt, 


SsiniD  cos  («ö  —  ^S) 


pcotö^ 
2sinc9Cos(c9  4-  t  ®) 


oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


qcotä^ 


2sin(o  cos(co —  «  ß) 

pcotoO 
— 

2sin  (0  cos  («  +  n-ö) 
setzen : 

Führt  man  diese  Ausdrücke   in  die   aus   dem  Obigen   bekaoote 
Gleichung 

1  11 

^'O.cos(a)-2^)  +  ^'ö<^ös(0)+2Ö)=pco8^e 

ein,  so  erhält  man 
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also 


ilfcö»(e>-2-Ö)  +  iVcos  (m  +  ^  ^) 


oder^  wenn  man 


iif'=iifcos(«—^e)= 


1        1 

1  ^    /    ^^*^*(® — 5^)  cot  5  8 


28100) 


1  A      /     ^C08(a)+7r8)cotft6 


setst: 


Folglich  ist  oaeh  dem  Obigen 

•  In  Bezug  auf  O  als  Anfang  und  OA'  aUf  den  positiven  Theil 
lier  Axe  der  Abscissen  sind  die  Abscissen  der  Sefawerpnnkte  der 
Dreiecke  AOA  und  BOB'  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte 
des  Dreiecke  reapective: 

1  1 

j  {A  0.C08  o  +  A'O)  und  —  j-  (AO .  cos  o  4  B'O) ; 

letgücb  ist 

«=~  (JO.cosa+^'0)+ j(ß0.cos«+Ä'0), 


d.  L 


t>  =  j{(^O  +  ÄO)co8  0)  +  (i<'O+J5'O)| 


oder 

t>=  g-  (il-ß .  cos  M  +  AB% 
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also  nach  dem  Obigen 

t>=3  Q  (cos  fi}  +  jy^  ,  jy,  cos  2»)- 
Weil  nach  dem  Obigen 

CQs(»  — o^)      __       «,^    cos(a)  +  5-ö) 

cosj^  ®^i"^ 

und 

^  Jlf  cosn  O  ^iVcos  2  ^ 

ist,  so  ist 

pArco8(tt— 2^)  piVcos(ö+  -g-ö)  ^ 

und  weil  oan 

V'=^A0.4'O.Biaf» 

ist»  so  ist 

^' jü^COSo  öcos  (» —  j  ö) 

Endlich  ist,  als  der  Flficbeninhalt  eines  gleichschenkligen 
Dreiecks,  dessen  Grundlinie  9,  und  dessen  Winkel  an  der  [Spitze 
B  ist,  offenbar 

X)'=|  0,  ^(>tang(90o^^e)^5ff»cot5©. 
E^a  igt  nun 

Jir+iv=%/  r~+V T" 

28lnaico8(«— 2«)         W      2Bio  «co8(«+ .j«) 

i      r~        /"         1      * 

pcos(cö— jr8)cot5-#     ▲     /    ^cos(fD-f^O)cot-5  9 


(w~ge)cotg^#     A     /   ecos(fD-f^e)cot^ 
^in  o  ^/  2sin  09 
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=tv^. 


CO0(O>  — ^#)   +  Y    C08|( 


V' 


)lw 


D«r  ZiMer 


i— .4   /  »cot  2® 


Brnehs  tot 


r~ 

C08(0) — 5"©) 

ca»(«  +  y©) 


cos  («  +  Q-  Ö) 

""^^ — r— 


\cM  (m-  ^)«»  (•+!«) 


Y  e«  (•  -  ^©)«« (•  + 1  e) 


■od  der  Seuott  ist 


eM(»— I  e)-cw(»+|^«)=&iii*sia7e: 


alao  ist 


m'^ir-.i r— 1 — 

Y  eo»(«-2e)eo8(«+  J«) 

=y  «jc(«-iö)«ec(.+|«); 
folgiidi  BMh  den  Obigea: 

ossjfkoss-t-cos^y  8ec(m  — ^6)Mc(a-^56)} 

I     cosj ^+ cos bY  cos(«—ö-9) cos (•-!-„ 

y  cos(a.-|©)cos(cH-5e) 
Ferner  ist 


üf— L_t  /^*~*^ 

Y  cos  {«-2®)  T 


folglich  nacb  dem  Obigen: 

M  1 


"*"         Y  cos («-  ^©)  JY  cos(»-.je)  +  y  oo.(.H-^^(  • 


also 


JIPcos  (»  -  s-©) 


IY  cos  («— 5Ö)  +  y  C0S(«+-5«)  ( 
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StcosoMros-^^+Y  cos(a)— 3-#)co8((»f^ö)) 


diber  nach    dem  Obigen 


F'= 


^*C08-Q  ^sino 


4|co8ioco8-jj  8+  y  cos(<»—  -^S)  cos  (w  +  y 


8)1 


Also  ist 


bO 


o 

Ol 

8 
I 

I 

8 

+ 


O 
Ol 

e 
8 


o 

2. 
S* 

8 


o 

Ol 

8 
I 

3 


S. 

Ol 
+ 


o 


8 


O 


8 
+ 


8 
I 


e 


8 
+ 


II 
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Multiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs 
cos  ^e  +  cos  ©  y  cos((»—  2  ^)  cos  (©  +  2^) 
cos58cosco-f-  Y  C08(a)— o6)cos(»+ 5-8) 


mit 


cos 


=-0— icos  CO  Y  cos  (w —  o  6)  cos  (0+  8), 


so  wird  der  Zähler. 


cos^ö* — cos«* cos  (»  — j 6)cos((a  +s"ö) 

=cos  ä6* —  cosco^(coso^cos  ö  ö*— 8ina>*slno©*) 

1  1 

=  (I  —  cos  CD*)  cos  §  ^  +  sin«*  cos  »•sin  5-  6* 

=sin(o*(coso)'  +  cos  a®*)» 


und  der  Nenner  wird: 


cos  09  cos  2  ^  +  CO«  o"®  V  cos  (n  —  2"®)co»(»+  "o  ^) 
—  cos  o*cos  st^Y  cos(»— ^6)cos(©+  -^  8)  — cosoeosCo — 2  ^)^^^^+$®) 
=:  cos  a>  cos  g-Ö* — coso'cos  ft'  ö*  +  sinoj*  cososin  «-©■ 
-hsimo^cos T® y  cos  (10  —  rrO)  cos(o-f  -^B) 

=  sinw^lcosw  +  cos-s-Öy  cos(»—  -s^^)^»  (^  +  'o^)\  • 
Also  ist  nach  dem  Obigen 
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t| 


S 

p^ 

« 

K> 

NM 

>  mIm 

fcfi 

1      ' 

1 

• 

r 

o 

1    8 

• 

8 
1 

s 

1 

O 
OB 

OB 

3 

s 

s 

B' 

OB 

^«-s 

8 

8 

8 

1 

+ 

1«  m* 

lO  ^ 

3 

A 

O 

w 

OB 

^"^ 

5 

8 

o 

OB 

8 

^ 

3 

i 

8, 

s 

II 

+ 

+ 

b9|M 

o 

« 

9> 

r» 

m 

S 

o 

8 

OB 

OB 

§ 

s 

8 

i 

8 

1 

»1- 

1 

»1^ 

<S 

»In. 

3 

3 

g 

2 

OB 

s 

8 

8 

. 
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, 

+ 

Ki^- 

»S|N. 

3 

.9 

• 

• 

• 

Multiplicirt  mao  aber  Zfthler  and  Nenner  des  Bruchs 

1 


com  ta  -|-  cofl 


•g-^Y  cos  (w  —  ^ 6) CO«  (ö  +  2"^) 


nit 
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COS 


CO — cos  w^\  c®*  (^ — T^)  ^^^  (®+'S"®)» 


so  wird  der  Nenner 

C08C9*  —  cos  o"^  COS  (»  —  -3-  ö)  COS  (»  +  -^S) 

« 

=cos»*— cosw^cos  •^S^i-Binoalhm-^S^os^B^ 

=cos(ö*(l— cosg-d*)+sino)*8in  o-6*cos  «-Ö* 

1  1 

:=sln  K-Ö*(cosa)*  +  coss-ö*), 

also  offenbar 


^'coso'ösino)  cos» — coSo-^V  C08(«— -s-ö)  cos  (»+  -5-6) 

~e«y  cos(»-4®)^^("  +  ^^) 


12 

sin 


g>sin(o       ^  CO» " 


12tang^e«    cos^#y  cos (»—- ge)cos  (»  +  g  ®) 


aber  es  ist  aach 


cos  (a>— 2"Wcos(a>  +2^) 


also 


=  cosooi'cos  -s-O*— siniö^sin-oÖ* 
^cos  00^08 ft  ö'(l — tang  oj* tangs-  ö") 


seco«* 

. « ti 

4/     '  1       -^ 

Y  l-tangoo^tangj^ 


Daher  ist 
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^,t^=3  e  Bin  <»  cot  2  «  I rTT  1  l      ~  » 

coSö^Y  co8(a)— s-8)co8(i»+2®) 

1  1      I  sec5-ö" 

1  .  ^1^      1 f ,v 

(Y  1— tang«*tang2Ö*      ) 

■nd  folglich,  weil  bekaDotlich 

V' 


ist: 


«>-|^gcot^e/-       ^  ,^1^  )  sin« 


^\  l-tang«i)»taDg^©«         -/) 


WeS  nach  dem  Obigen 


ist,  so  ist 


■ad 


1  W  1  _        Q* 

cot  2-e=— a-  .  tang  ^»=4^ 


1 

1— taDgo»*tang56* 


also 


.         9*     .        «      lCy'«-p«tang<o«. 


2  16V*  +  P« 


Vl-tangi^taagl«'       4X>'Vl6V--,naag«-- 


Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 
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oder 


Wenn  der  Winkel  m  anendlich  klein  ist,  and  tango'  als  eine 
unendlich  kleine  Grösse  der  zweiten  Ordnung  lils  Terschwindend 
betrachtet  wird,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

was  ganz  mit  §.  8.  übereinstimmt. 

Wie  die  Grosse  o,  deren  Bedeatang  ans  dem  Obigen  bekannt 
ist,  in  jedem  einzelnen  Falle  mittelst  der  bekannten  Sätze  ?oni 
Schwerpunkte  bestimmt  werden  mnss,  bedarf  hier  keiner  weiteren 
Erläuterung. 


§.  18. 

Der  folgenden  Aufgabe  wollen  wir  «nige  allgemeine  Betrach- 
tungen fiber  die  Parabel  vorausschicken. 

In  Taf.  II.  Fig.  8.  sei  MSN  eine  Parabel,  deren  Scheit«!  ^nnd 
deren  Axe  SH  ist.  Die  beiden  beliebigen  Punkte  A  und  A*  (Ue- 
ser  Parabel  seien  durch  die  Sehne  Ajf  mit  einander  verbundent 
und  von  A  und  A'  seien  auf  die  Axe  SH  die  Perpendikel  AB 
und  A'B'  gellftlit.    Man  setze 

SB^x,  AB=y;  SB''=zx'y  ^'J5'=y'; 

die  Linie  SC^^t,  und  das  parabolische  Flächenstück  ASA'=F' 

Bezeichnet  man  wie  gewohnlich  den  Parameter  der  Parabel 
durch  p,  so  ist 

% 
Ferner  ist 

BC\B'C=y'.y',  BC^  B'C^BB—x' -x; 

also 


7« 

Folglich  ist  wie  leicht  erhellen  wird,  nach  bekannten  SStzen 
Ton  der  Parabel  and  vom  Drei€ck: 

■ 

2         2  1 

1  1 

^j^^jy+y')  ^2^(3»'+») 
=  2*  (j* + «')  +2  y  (3*'+*) ' 

2pF=px(iy+y')+px'(Jy'+y) 

=  3. (y"  +  y")+yy' (»  +  »') 

= 3  (y + yO  (y'+ayy +y'*) = 3(y + yo» 


ibo 


oder 


^F=  (n +&')'.  y +y'= V6p*'. 


Bexcichnet  man  jetzt  den  Winkel  ACB  oder  A'CB'  durch 
9,  M  ist 

* 

y =/?C.  tang  e =-r=^y  tang  e, 
y'=Ä'C.  tang  e=|^~y'tange; 
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•Im 


taage=J±J.  cote=^;; 


folglich 


p  y  +y    p^   ^ 

und  wir  haben  daher  jetzt  die  beiden  Gleichungen: 
aus  denen 

und  folglich 

_  ( V5^— Pcot «)«       ,  _  (V^^T'+pcote)« 
*-  4p  .  ^-—         4p 

sieb  ergiebt 

Also  ist  aueh 


und 


so  wie 


BC—y  cote=  2  {  V"^— p  cote)cote, 
Ä'  C=  y'  cote=:  ,j(  VM''  +  P  cote)'cot  B\ 

^  C=  y  cosec© = AV^f^F — p  cot6)  cosec  6 , 
A*C =y'cosecS=AV(^+pcote)  cosecO. 


Endlich  ist 


y +y*       y+jr 
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i  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

_(V1^— pcote((  V^^+y  cote) 

«ho,  wie  man  leicht  findet: 

_V"Ml^->-pVp.cota*  . 
4Vp 

Aof  diene  Weise  Mud  jetst  die  Linien  a,  f[,  x",  y*,  z.  AC, 
JtC,  BC^  B'C,  BB'  bloss  dnreh  die  Grössen  p,  F,  0  ausgedrficlct 

Wir  ifollen  nan  die  (Koordinaten  des  Schwerpnnicts  des  pa- 
rabolischen FiSchenstficIcs  ASA'  besthnmen»  iDdem  wir  diese 
Coordioaten  darch  jr,  y  bezeichnen,  und  y  als  positiv  oder  als 
negativ  betrachten,  jenachdem  der  Schwerpunkt  des  parabolischen 
Fiächenstficks  ASA'  auf  der  linken  oder  auf  der  rechten  Seite  der 
Axe  der  Parabel  liegt.  Zu  dem  Ende  haben  wir  nach  der  Lehre 
vom  Schwerpunkte  die  folgenden  CHeichungen: 

Ev     3     2       ,3.2    ,  , 

«.x-'2  3.2,. 

#>=  g  y.3  ^  -  Q  y  .  jar'y' 

11  11 

■ 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist: 


nd 


P  P  P 

P  P  P 

TheU  \V.  (I 
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lind  weil  nun 


ist,  80  ist  nach  dem  Obigen»; 


oder 


i!v_?Ö!±»'*) .  (y-y)  {2(y*^^^) +yy(y'-y^)» 
fV  .y^-y^^ ,  (y'-yJCy'+y») . 

'''-    4jB     +  6/1. 


oder 


r,-_2(y'+y'*)    (y-yO  (y'--y^){2(»Hy«)+yyi 

''^~      5p«       ~  6p« 

f^jä*-y'*  _  (y-yOcy'+y^») 

'4p  6p  ' 

■ 

oder 

2(gf+^)     (y-hyO(y-»012(ya  .^y^  ^.  yy/, 
'^-      5p«      ~  6p«  ' 

fy_y*-yV  Cy-y')(y'+y") 

^        4p  6p  ' 

Nun  Ut  aber 

y»+»'» = (y +y)(y«-y  V + »*  jf^-ryy^ + y*) 

und 

(y-y')«{2(y«+y'«)+3ry'l 
= 2y*-3yy +2yy«-3yy»  +  2y'«; 

also  ist,  nie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

Pr  _  (y  +y')(V+3yV+2»V*+3«y"+V*) 

'^—  aop« 

oder,  weil 
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=(y+»')*l2(y«+y'*)-»y'J 

iit: 


*>= —        %* 

6p  Sp 


md  folglich ,  weil  nach  dem  Obigen 


Wt: 


Ferner  ist 
alio  ndi  dem  Obigen : 

(y»-f^ (»* + 2«»' + y'*)  _(y + yO'  y-y* 

'^        2 

Zur  BestimmuDg  der  beiden  Coordinaten  %,  y  des  Schwer* 
piuktB  des  parabolischen  Fllichenstflcks  ASA  haben  wir  daher 
die  Formeln : 

■ 

Nm  ist  aber  «aeh  dem  Obigen 

4(v*  +y*)=2V^36|>«i^+2p«cote«, 

4yy'=:V36p«F«-p*cote«; 

6* 
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also 
oder 


%*+y^)— ^'= *^^ — j-^ • 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen 
also 

^= 20p '  y=-2'^ote 

oder  I 

aovp  . 

Nach  dem  Obigen  i«t  auch 

•  ■  a 

also  * 

_  S^rSSFS-^30zVp  _2  a/*M?^_ 
20Vp  5\    ;> 

Endlich  ist  auch 

V3S7*=j»  Vp  .cote* + 4*  v"/», 
folglich 

^^^p.cot^+lSbVp  ^1      t^^3 
2(Vp  *  * 

Also  bat  man  znr  Bestimmung  v«a  jr,  jr  «ueh  die  fotgenden 
Aosdrficke: 


_2Ay3äF«  1 

"St  ■ 


'^^sV  ~5 — *'  y-'-^pcote; 


SS 

oder 


«lar  auch 


2  3  1 


3       4  1 


$.  19. 

Aufgabe.  Eioer  der  auf  den  aam  Grunde  gelegten 
korisontalen  Drehungsaxen  aenkreoht  stehenden, 
sjmmtiich  unter  einander  gleichen  und  fihulichen,  und 
ittch  rüGksichtlidh  ihrer  materiellen  Beschaffenheit 
tSUis  mit  einander  ühereinstimmenden  Schnitte  des 
Schiffs  sei  in  Taf.  IL  Fig.  9.  die  parabolische  ebene  Figur 
Jf5i^mit  dem  Parameter  p,  deren  Aze  S/f  ist,  und  das 
Schiff  schwimme  so  auf  dem  Wasser,  dass  die  Ebene 
MSN  uüd  die  Axe  iS£f  vertikal  sind;  man  soll  die  Sta- 
bUUitdes  Schiffs  in  Besag  auf  die  zomCirunde  geleg- 
ten horizontalen  Drehungsaxen  für  den  beliel)igen 
Drehangswinlcel  0  bestimmen. 

Auflösung.  Der  eingetauchte  Theil  des  Schnitts  MSN  bei 
te  cnteo  Lage  des  Schi&  sei  ASß,  so  dass  also  AB=ü  die 
knimtile  Ehirchschnittslinie  der  Ebene  des  Schnitts  MSN  mit 
der  (NieriSche  des  Wassers  ist,  auf  welchem  das  Schilf  schwimnit. 
bt  Dn  erosserer  Deutlichkeit  wegen  A'SB'  in  TaC  IL  Fig.  10.  der 
^ni^efttichte  Theil  des  Schnitts  MSN  bei  der  zweiten  Lage  des 
Sdufi,  also  A'B'  die  horizontale  Durchschnittslinie  der  Ebene 
^Sdimtts  üfiSiV'mit  der  Oberfläche  des  Wassers,  so  erhellet 
locht,  dass  im  vorhergehenden  Paragraphen  6=90^ — 10  zu  se- 
tien  ist,  so  wie  auch  auf  der  Stelle  erhellet,  dass  man  in  demsel- 
ka  Paragraphen  F=zV  zu  setzen  hat 

Nimmt  man  nun,  was  jedenfalls  verstattet  ist«  5  als  Anfaog 
der  Coordinaten  an,  so  erhellet  leicht  aus  der  Lehre  vom  Schwer- 
pnikte  der  Parabel,  dass 


••        ^      ••        3   V2v       3p« 

(3eo=0.(3?0=g.5^=^ 


ut    Ferner  Ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen : 

»1  1 

Ori)=— ^p  cot(90^- w)=— gptang«, 

•  ,     3V"3^»'«+5|>*cot(900— w)' 

(yi)= ^ 
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_  3V"3^«y'«  +  Sp'tang  w« 


oder,  weil 


ist: 


Also  ist»  wie  man  leicht  findet: 


3^0-fri)=öP*ang».(3?b~(yi)=-  5 


folglich 


[ÖeO-fri)]  cosa>-[(5')-(f  i)]  sin« 

1  1 

=  4P  (2  +  tang»«)  sin  w = j;>  (1  +  sec  w»)  sinn. 

Weil  nun  nach  §.  8.  bekanntlich 

Q==:G|»sina,+[(a£0— (^i)]co8o-[(^)^(7j]8inco} 
ist,  so  ist 

^      ^         1 

0  =  G  {0  +  ^p  (1  +  sec w»)  j  sin  CO, 

odtr  auch,  Weil 

(1  +  seco)')  sinca 
sin  CO 
^  cös»^*^®®^  "^ ^^^^ secc»«)=  tangc)9(cosco-|-  secco) 


\ 


ist: 


0=  G|osinai  +  |ptangco(cosco+8eccö)|. 


Da  nach  dem  Obigen 
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ist,  SO  Ut  auch 

0=  G  lo  8100)  -|-  tjM'  tango» (cpsio  -|-  secio)) 


24«' 


oder 


G  1 

6= ^  («V'  stoo-f  5j  ^'  tangfi»  (cosco  -|-  secco)). 

Wie  o  in  jedem  einzelnen  Falle  zu  beatimmen  Ist,  wird  kei- 
icr  weiteren  Erläoterung  bedürfen. 


§.  20 

Aufgabe.     Einer  der  auf  den  zum  Grunde  gelegten 
hoiiiontaleD     Drehungsaxen      senkrecht     stehenden, 
sUmmtlicb  einander  gleichen  und  ähnlichen»  nnd'aucb 
rfickstchtlich    ihrer    materiellen    Bet$chat'fenheit  völlig 
miteinander  überstimmenden  Schnitte  des  Schiffs  sei 
inTafJLFig.  11.  die  kreisförmige  ebene  Figur  ^<$iV,  und 
daiSchiff  schwimme  so  auf  dem  Wasser ,  das  die  Ebene 
MSN  und  der  Durchmesser  SU  des  Kreises«  von  wel- 
diem  der  Schnitt  IHSN  ein  Theil  ist,  sich   in  vertika- 
ler Lag«  befinden;  man  soll  4^^  Stabilität  des  Schiffs 
in  Bezu^  auf  die  zum  Grunde    gelegten    horizontalen 
Drebvngsaxen  and   den   beliebigen  Drehungswinkel  cd 
bettlhaen. 

Auflösung.  Der  eingetauchte  Theil  des  Schnitts  31  SN  hei 
<]er  ersten  Lage  des  Schiffs  sei  ASß,  so  dass  also  AB^=^jd  die 
^HKiioDtale  Durchschnittslinie  der  Ebene  des  Schnitts  MSN  mit 
^  Oberfl&die  des  Wassers  ist,  auf  welchem  das  Schiff  schwimmt. 
l«t  DBO  grtisserer  Deutlichkeit  wesen  A'SB'  in  Taf.  11.  Fig.  12. 
der  eiogetaucbte  Theil  des  Schnitts  jlf  iSiV  bei  der  zweiten  Lage  des 
Scbiffs,  also  A'B'  die  horizontale  Durchsehnittslinie  der  Ebene 
des  Schnitte  mit  der  Oberfläche  des  Wassers  bei  der  zweiten 
Ldige  des  Schiffs,  so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offen- 
bar, wenn  wir,  was  jedenfalls  verstattet  ist ,  den  Mittelpunkt  des 
Kreises,  von  welchem  der  Schnitt  3tSN  ein  Theil  ist,  als  Anfang 
der  Coordinaten  annehmen : 

(x')=o,  (h^-^-j 


nd 


W  a2 


1«)' 
Weil  nun  aber  bekanntlich  nach  §.  fi.  allgemein 


ist,  so  ist 
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w        w  w 

(]ri)=jricosio-l-fi  aina. 


0^1)=  - 1^  «'«»'  ^J^i)  =  "  I^  ^^  ^ '» 


folglich 


[(XO-fe)]  cos  (0  -  [ih  -  (rl)]  »in« 

pB  pS 

i^l^jsin  a)cos«o-|-|^|7  (1— cosi»)  sino 

9^      . 
=  1557  sin». 

Mack  §.  8*  ist  aber 

e  ==  Glt^  sin«  +  |:(3eOHJi)]cosi»--.[(^^{yi)]  slo  w^^ 
also 

isiDca 


®=<^G+T^')'*" 


Diese  Formel,  welche  mit  der  aas  den  Obigen  bekaoalea 
allgemeinen  Näherungsformel  fiSr  unendlich  kleine  Orebungfwin- 
kel  völlig  identisch  ist,  gilt  also  im  vorliegenden  Falle  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  in  viuiliger  Strenge  fiir  jeden  endlicheD 
bestimmten  Drehuogswinkel. 

Wenn  r  der  Halbmesser  des  Kreises  ist,  welcheai  der  Scbsitt 
MSN  angehört,  so  lässt  sich  V  aus  r  und  q  bestimmen»  waf 
hier,  als  aus  der  (Seometrie  hinreichend  bekannt,  nicht  weiter  er- 
läutert stt  werden  braucht. 


§.  21. 

Bei  wirklichen  liir  praktische  Zwecke  bestimmten  Stabilitäts- 
bestimmungen  von  Schiffen  wird  man  sich,  um  nicht  in  zu  weit- 
läufige Untersuchungen  und  Rechnungen  verwickelt  zu  werden,  da- 
mit begnOgen  müssen,  die  Stabilität  nur  unter  Annahme  unendlich 
kleiner  Drehungswinkel  und  zugleich  unter  der  Voraussetzung  zu 
bestimmen,  dass  die  Curve,  in  welcher  die  horizontale  Oberfläche 
des  Wassers  von  der  Oberfläche  des  auf  demselben  ruhig  schwim- 
menden Schiffs  geschnitten  wird,  die  sogenannte  Wasserlinie, 
von  einer  gewissen  geraden  Linie  in  zwei  einander  völlig  gleiche 
und  ähnlicne  Theile  getheilt  wird. 
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BaopteäcUidi  unterscheidet  «nd  betrachtet  maii  nor  swel 
Arteo  TOD  Drehungen  des  Schiffs  um  horizontale  Axen,  die  wit 
hitr  bekanntlich  allein  ins  Auge  fassen.  Das  Rollen  oder  Schlin- 
gern, auch  wohl  Srhwanicen*),  des  Schiffs  ist  die  Bewegung 
desselben  nach  der  Richtung  der  Breite  von  einer  Seite  zur  an- 
dern; das  Stampfen**)  dagegen  ist  seine  Bewegung  nach  der 
Richtung  der  LSnge  vom  Achterschiff  zum  Vorderschiff  oder  um- 
kehrt. In  Bezog  auf  das  Sdiiingern  oder  Rollen  ist  die  Vor- 
»nssetzangy  dass  die  Wasserlinie  von  einer  gewissen  geraden 
Linie  in  zwei  einander  Tollig  gleiche  und  ähnliche  Theile  getheilt 
werd^  immer  in  vGlIlger  Strange  «rfiillty  und  dieser  geraden  Linie« 
welche  wir  die  Längen axe  der  Wassetlinie  nennen  wollen^ 
kSonen  die  horizontalen  Drehun^axen  des  Schiffs  bekanntlich 
paraiM  angenommen  werden.  In  ttezu  auf  das  Stampfen  ist  da^ 
gegen  die  Voraussetzung»  dass*  die  Wasserlinie  durelh  eine  g%^ 
wisse  gerade  Linie,  welche  wir  die  Breiten  axe  der  Wasserlinie 
nennen  wollen,  und  der  wieder  die  horizontalen  Orehungsaxen  des 
Schiffs  parallel  angenommen  werden,  sollen ,  in  zwei  einander  vul- 
fig  gleicne  und  ähnliche  Theile  getheilt  wird,  nur  als  nähemiigs» 
weise  erfilllt  anzusehen.  Uebriffens  werden  wir  aber  späterhin 
sehen,  dans  die  Stabilitl^t  des  Schiffs  in  Bezug  auf  das  Stampfen 
im  Allgemeinen  grosser  Ist  als  die  Stabilität  in  Bezug  auf  das 
Schlingern  oder  Rollen,  so  dass  abo,  wenn  nur  in  Bezug  auf  das 
ScUittgeni  oder  Rollen  das  Schiff  hinreicheude  Stabilität  besitzt, 
di^  um  so  mehr  rucksicbtiich  des  Stampfens  der  FaU  sein  wird. 


.^_  eich  daher  meistens  damit  wird  begnGgen  können»  die 
StabiUtSt  nur  räcksichtlich  des  Schlingerns  oder  Uollens,  wo  die 
in  Rede  stehende  Voraussetzung  in  Tulliger  Strenge  erfiiilt  ist, 
m  bcsSpimen. 

Dies  vorausgesetzt,  sind  nun  aber  bei  Stabilitätsbestimmungen 
e^ffotiieh  zwei  rälle  zu  unterscheiden,  jenachdem  man  'nämnch 
bloss  ans  vorliegenden  Plänen  oder  Rissen  die  Stabilität  des 
erst  zn  .bauenden  Schiffs  ermitteln  soll,  oder  bei  dieser  Ermitte- 
ian^  das  schon  fertige  Schiff  mit  völliger  AusrOstune  und  Ladung 
aw  dem  Wasser  schwii6mend  annimmt.  Jedoch  kommen,  wie 
man  leicht  übersieht,  beide  Fälle  auf  einen  zurffck.  Auf  jedem 
Plane  oder  Risse  eines  zu  bauenden  Schiffs  soll  nämticii  we- 
nigstens die  Ladewasserlinie,  d.  h.  diejenige  Wasserlinie, 
bis  zn  welcher  das  völlig  ausgerüstete  und  beladene  Schiff  sich 
in's  Waaser  einsenkt,  angegeben  sein,  und  bei  jeder  Prüfung 
einen  Risses  wird  die  Richtigkeit  dieser  Linie  sorgfältig  geprüft 
werden  müasen.  Wie  diese  Prüfung  anzustellen  ist.  Kann  für 
Keinen,  der  die  Grundlehren  der  H^£:ostatik  kennt,  im  Geririgdten 
zweifelnaft  sein,  und  gehört  gar  nicht  hierher,  wo  wir  bloss  von 
der  Stabilität  der  SchOTe  zu  handeln  beabsichtigen,  ist  aber  auf 
dem  Bisse  die  Ladeii^asserlinie  richtig  befunden  worden,  so  kann 
man  dann  offenbar  die  Bestimmung  der  Stabilität  des  Schiffs  nach 
dem  vorliegenden  Risse  ganz  eben  so  vornehmen ,  als  wenn  man 
da^  völlig  ausgerüstete  und  beladene  Schiff  auf  dem  Wasser 
«diwimmend  vor  sich  hätte,   weshalb   wir  auch  von  nun  an  im 


*)  friMwosifffh :  reoii«. 
**)  Fravsomch:  ia b g  a  g e. 
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Folgenden  diesen  letsteren  Fall  allein  stets  im  Aage  behalten 
wollen. 

Unter  allen  Torhergehenden  Voraussetzungen  bedient  man  sich 
zur  Bestimmung  der  Stabilität  des  Schiffs  am  besten  der  aus  §.  7. 
brannten  Formel: 

wo  m  in  Secunden  ausffedrflckt  ist»  und  F(i),  welches  nach  $.  7. 
eigentlich  als  dem  aofgetauchten  Theile  angehrirend  betrachtet 
werden  muss,  unter  den  wegen  des  Coordinatensystems  immer 
festgehaltenen  Voraussetznagen ,  natürlich  als  positiv  anzusehen 
Ist.    Setzen  wir  grösserer  Einfachheit  wegen 

5(0=2F(0, 

so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Stabilität  die  Formel : 

e = 5  [V'v  +  ^\S(t))^d&  » Arcl^ 

Diese  Formel  wollen  wir  nun  im  Folgenden  getiau  zergiiedem, 
und  untersuchen,  welche  Grossen  bei  dem  Gebrauche  derseli^ 
zur  Bestimmung  der  Stabilität  einzeln  zur  Beredinung  kommen 
müssen. 

I.  Nach  der  schon  vorher  gemachten  Bemerkung  moss  der 
sehr  kleine  Drehungswinkel  on  in  Secunden  ausgeorückt  sein. 
Ferner  ist 

Arcr=,2g^gj^,  log  Are  V' =0,6855749— 6. 

IL  Das  Symbol  c5  bezeichnet  bekanntlich  das  Gewicht  einer 
Vofumeneinheit  See  Wasser.  Der  preussische  Cubikfuss  destiilirten 
Wassers  wiegt  ^  bei  einer  Temperatur  von  15^  der  SOtheiligen 
Scale  66  preussische  Pfund.  Das  specifische  Gewicht  des  See- 
Wassers  ist  nicht  überall  gleich  und  variirt  von  1,02  bis  1,04. 
Eine  sehr  ausführliche  Uebersicht  der  specifischen  Gewichte  des 
Seewassers  nach  den  verschiedenen  Meeren  und  Breiten  findet 
man  im  Artikel  „Meer"  im  Gehler'schen  physikalischen 
WOrter.buche.  N.  A.  Tbl.  VI.  Abth.  3.  S.  1628.  Für  den 
atlantischen  Ocean  kann  man  nach  Horner*s  Bestimmungen  des 
specifischen  Gewichts  des  Seewassers  für  dasselbe  im  Mittel 
1^(K^75  annehmen;  für  die  Südsee  ist  dagegen  das  specifische 
Gewicht  des  Seewassers  im  Mittel  1,02692,  woraus  steh  leicht 
nach  dem  Obigen  das  Gewicht  eines  preussischen  Cubikftisses 
Seewasser  in  diesen  Meeren  berechnen  lässt.  Bromray  (Die 
Marine.  Berlin.*  1848.  8.  S.  9.)  sagt:  „Gewöhnlich  nimmt 
man  70  Pfund  Gewicht  für  den  Cubikfuss  Seewasser  an'S  wobei 
aber  nicht  angegeben  ist,  was  für  Fusse  und  Pfunde  gemeint 
sind.      Nach  der    Encyclopedie    methodique.     Marine.  T. 


»1 

IL  p.  746.  soll  eiD  französischer  Cubikhiss  Seevrasser  ungetthr 
72  ItTres  wiegeo,  nach  Du  Haniel  de  Monceau  (Anfangs- 
gruDde  der  Schi  ffsbaukunst.  Berlio.  1791  4.  Vorrede 
&LXV1II.)  dagegen  74.  Meiner  obigen  Angabe  nach  preussi- 
idken  Fassen  und  Pfunden  und  des  speciGschen  Gewicnfs  des 
Seewassers  wird  man  sich  in  der  Praxi«  am  besten  zur  Bestim- 
mmg  des  Werthes  von  Q  bedienen. 

HI.    HaaptsSchlich    kommt  es  nun  auf  die  Berechnung  des 
Werths  des  bestiramten  Integrals 


r 


(S(S»*H 


b  dem  Ansdracke  der  Stabilitfit  an. 

Die  horizontale  oder  wasserpasse  Axe  der  Wasserlinie  ist 
die  Axe  der  {;  eine  auf  derselben  senkrecht  stehende  horizontale 
gerade  Linie  Ist  die  Axe  der  |,  und  eine  auf  diesen  beiden  Axen 
senkrecht  stehende  vertikale  gerade  Linie  die  Axe  der  99.  Den 
Anlaogsponkt  der  liyj;  verlegen  wir  in  einen  der  beiden  Endpunkte 
der  i^e  der  Wasserlinie ,  und  a  ist  die  jederzeit  zu  messende 
ond  als  positiv  zu  betrachtende  Län^e  der  Axe  der  Wasserlinie. 
Die  positiven  17  werden  nach  oben  hin  angenommen. 

> 

kt  die  Wasserlinie  eine  nach  einem  bestimmten,  durch  eine 
Gleidmng  auszudrückenden  Gesetze  gekrfimmte  Curve,  so  lässt 
6kh  natfirlicb   das  Integral 


ß 


(S«))»3i: 


udb  den' bekannten   Regeln    der    Integralrechnung    entwickeln, 
wdcbeD  Fall  wir  zunächst  durch  einige  leichte  Beispiele  erläutern 

woüen. 

1.    Die  Wasserlinie  sei   der  Umfang  des  Rechtecks  AB  CD 
inTaf.  ll.Fig.  13.  DieLängenaxe  sei  a,  dieiBreitenake  dagegen  6. 

Ffir  die  Stabilität  in  Bezug  auf  die  Längenaxe  ist 
ond  folglich  t.      • 


f\Sil)?^^r^  ab\ 


Beieicbnen   wir    nun   den    Flächeninhalt  des  Rechtecks   ABCD 
dorch  J,  so  ist  J=ab,  und  folglich  fär  die  Längenaxe: 


9« 

.Für  die  Bereitenaxe  ist  eben  so: 

y^(5(0)»ac==ii>j. 

Insofern  a>6  ist«  ist  das  letztere  Integral  grOsser  als  das 
erstere. 

2.  Die  Wasserlinie  sei  der  Umfans  des  Rhombus  ABCD  in 
Taf.  II.  Fig.  14.   Die  Längenaxe  sei  a»  nie  Breitenaxe  dagegen  6. 

Ffir  die  Langenaxe  ist,  wenn  man  zorOrderst  bloss  eine  der 
beiden  Hälften  betrachtet,  in  welche  der  Rhombus  ABCD  durch 
die  Breitenaxe  getheilt  wird: 


also 


C:5(0=5^«5*, 


5(ö=4*f' 


und  folglich 

86*      P  26' 


woraus 


y^'(5(c))*S{:=^». 


Bezdchnen  wir  nun  den  Flächeninhalt  des  Rhombus  ABCD  durch 
J,  so  ist  bekanntlich  J^»^*  ^^ 


y^'(5(f))«!:=j*»^. 


und  folglich  ffir  die  LSngenaxe: 

y(5(£))»3C=f6V. 

o 

Für  die  Breitenaxe  ist  eben  so: 


y**(5ft))*»c=2''«»^. 


n 

Iiwafero  i|>6  hi,  bt  das  letetore  Integral  grosser  als  das 

3.  Die  Wasserlinie  sei  der  Umfanff  der  ans  den  beiden  glei- 
chen parabolischen  Segmenten  ABC  und  ADC  \n  Taf.  IL  Fig.  IB.» 
doen  Scheitel  B  und  p  sind,  xosammengeset^ten  Figur  Aß  CD.      * 

Der  Parameter  der  betreSanden  Parabel  sei  p,  die  Lftngen- 
ae  und  die  Breitenaze  seien  respective  a  und  6. 

Für  die  Lingenaze  ist,  wenn  wir  zuv5rderst  bloss  eine  der 
beiden  Hälften  betrachten,  in  welche  die  Figur  ABCD  durch  die 
Brdtenaie  getheilt  wird«  nach  der  Lehre  Ton  der  Parabel: 

oder,  wenn  wir  ^a~{;=2  setzen: 


also 


FilgliAist 


oder 


iL 


wofias 


2z«=/|6-5(0i=pl*-5(J«--^)l; 


(5(£))»3{:=-(6-|»vax 


I« 
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1    .,    oV  .  3o»6 
=  ä<i6» — T— + 


a  4p  ^«^     ll2p« 

folgt.    Weil  BQD  abar 

j.«=jp6.  p=5j,  -^-^ 

«B^  00  ist 

0 

Bezeichnen  wir  den  Flächeninhalt  der  Fleur  ABCD  durch  «/.  so 

2  112 
ist  bekanntlich  •'=^-3'2  ^  2^=3  "*»  **s® 


0 
und  folglich  C3r<die  Längenaze: 


f^\S(S))*H=^b*J, 


o 

i 

Für  die  Breitenaxe  ist,  wenn  wir  wieder  zuvorderst  bloss  eise 
der  beiden  Hälften  betrachten,  in  welche  die  Figur  ABCD  durcfa 
die  Längenaze  getheilt  wird,  nach  der  Lehre  von  der  Parabel: 

folglich 

ako,  wie  man  leicht  findet: 

Weil  aber  nach  dem  Obigen 

a^  2 

ist,  so  ist 
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■d  folglich  für  die  Brdtenaxa: 

o 

liMofeni  • 

ist,  ist  das  letitere  Integral  grosser  als  das  er<tere. 

4.  Die  Wasserlinie  sei  der  Umfang  der  Ellipse  ABCD  m 
TiC  IL  Fig.  16.  Die  Längenaxe  und  die  Breitenaxe  seien  respec- 
tire  Sa  nnd  26. 

Für  die  Längenaxe  ist,  wenn  wir  zuvorderst  bloss  eine  der 
beiden  Hälften  betrachten,  in  welche  die  Ellipse  ABCD  durch  die 
Breitenaxe  getheüt  wird: 

oder ,  wenn  wir  a  ^  (=  z  «etzen : 


5(0=5(«-x)=^V^3ii, 


ilso 


(5({:))>at=-^(a«-j«)i8i, 

umI  folglich 

0  a  0 

Kaeh  einer  bekannten  ReductioDsfonnel  ist 

5o«— 2*«.^,-5 — 5.3  , /*  J» 


8 


iL 


J\<fi—t*fiSx 


5«*—^«. 


= 8 'V;?^^+  8«*^«=**"«  V^^ 
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also 


folglich 


0 


oder,  weil  der  PlSeheninhalt  E  der  ganzeo  Ellipse  darch  die  For- 
mel Et=:abn  dargestellt  wird. 


• 
Daher  iitt  (är  die  Längenaxe: 


1 

y*'(5(ö)»8?=i**£- 


/**'(5(0)»ö{:=3ä»£=:j(»)«£;. 


Ganz  eben  so  ist  fSr  die  Breitenaze: 


r 


*(J(t))«aj:=3a«  £=!  J(2a)«f;- 


Insofern  2a>26  ist,  ist  das  letztere  Integral  grösser  als  das 
erstere. 

Wir  wollen  ans  mit  den  vorhergehenden  Beispielen  begnfi^;en, 
weil  diese  schlan  för  unsern  Zweck  hinreichen.  Weil  man  nim- 
lieh  die  Wasserlinie  eines  Schilfs  in  den  meisten  Fällen  knit  dem 
Umfange  einer  der  vorher  betrachteten  Figuren  wenigstens  annähernd 
als  zusammenfallend  zu  betrachten  sich  berechtigt  hidten  darf, 
so  geht  mittelst  des  Vorhergehenden  aus  einer  einigermassen 
sorgffiltigen  Betrachtung  der  Formel 


e= ö  W'v  +^J^(:S(0)^Si;\  «Are 


auf  der  Stelle  die  Richtigkeit  der  schon  oben  ausgesprochenen 
Behauptung  hervor,  dass  un  Allgemeine^  die  Stabilität  aer  Schiffe 
in  Bezn^  auf  die  Breitenaxe^  oder  die  Stabilität  bei'm  Stampfen, 
grosser  ist  als  die  Stabilität  der  Schiffe  in  Bezug  auf  die  Längen- 
axe, oder  die  Stabilität  bei*m  Rollen  oder  Scmingem«  alle  son- 
stigenUmstände  natürlich  in  beiden  Fällen  als  gleich  vorausgesetzt,  und 
dass  es  daher  nur  darauf  ankommt,  dea  Scniffen  eine,  ^um  sie  vor 
Unftllen  möglichst  sicher  zu  stellen,  Unreichende  Stabilität  in 
Bezug  auf  die  Läneenaxe  zu  verschaffen,  weil  dann  die  Stabilität 
in  Bezug  auf  die  oiieitenaxe  i^cbon  von  selbst  eine  hinlängliche 
Grösse  haben  wird. 
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Wenn  cKe  Wasserlinie  nach  keinem  bestimmten  durch  eine 
Gleichsii^  aasdrdckbaren  Gesetze  geiurammt  ist,  welches  der  in 
kr  Praxis  eigentlich  nur  allein  verkommende  Fall  ist^  so  Iflsst 
sich  der  Werth  des  bestimmten  Integrals 


/ 


(5(5))»8f 


Bor  oShemngsweise  bestirameii.  Zu  dem  Ende  theile  man  die 
Aie  a  der*  Wasserlinie  in  eine  grossere  oder  geringere  Anzahl 
TOD  Tbeilen,  und  messe  sowohl  die  Abstände  der  einzelnen  Theil- 
pookte^  von  dem  Anfangspunkte  der  Axe  der  Wasserlinie,  als 
asch  die  den  einzelnen  Theilpunkten  entsprechenden  Werthe  von 
${7),  Dann  kann  man  nach  einer  der  in  der  Abhandlung  Nr.  XX. 
iffl  Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  Tbl.  XlV.  ent- 
wickelten Methoden  zur  nähern ngs weisen  Ermittelung  der  Werthe 
bestimmter  Integrale  den  Werth  des  Integrals 


/ 


i5(£))'0t 


berediDen,  und  wird  denselben  im  Allgemeinen  desto  genauer  er- 
halte», je  grosser  die  Anzahl  der  in  der  Axe  der  Wasserlinie  an- 
geDooiieneD  Theilpunkte  ist.  Ueber  diese  Methoden  hier  uns 
we^uL  verbreiten,  ist  völlig  überflüssig,  weil  in  der  angeführten 
AUttsdhng  schon  alles  Nothige  dber  dieselben  gesagt  worden  ist; 
UDd  vir  bemerken  daher  nur  noch,  dass  man  sich  nach  unserer 
Meiamig  bei  wirklichen  Anwendungen  am  vortheilhaftesten  der 
CotMisciien  Formeln  bedienen,  und  also  die  Axe  der  Wasser- 
linie in  eine  grossere  oder  geringere  Anzahl  gleicher  Theile 
eintheileo  wird;  ]e  grosser  die  Anzahl  dieser  gleichen  Theile  ist, 
d€f4o  genaner  erfiält  man  im  Allgemeinen  das  gesuchte  Resultat, 
ud  will  man  dann  mit  den  Cotesischen  Näherungsformeln  noch 
die  ans  der  angeführten  Abhandlung  gleichfalls  bekannten  Stirling - 
sehen  Correctionsformeln  verbinden,  so  wird  dies  zur  Erhöhung 
der  Genauigkeit  der  gewonnenen  Resultate  noch  wesentlich  bei- 
tragen. Dass  man  aber  auch  die  Gauss'ischen,  ans  der  angeführ- 
ten Abhandlung  gleichfalls  ihren  Gnindzügen  nach  bekannten 
Nahemngsformeln  In  Anwendung  bringen  konnte,  versteht  sich 
von  selbst;  jedoch  wurde  dies  nicht  so  einfach  sein,  wie  die  An- 
wendung der  vorher  genannten  Formeln.  Die  allgemein  bekannte 
raenaoote  SImpsoo'sche  Näherungsformel  (a.  a.  O.  S.  291.)  ist 
frfiber  meistens  bei  dergleichen  i^chnungen  in  der  Schiffsbau- 
biDst  in  Anwendung  gebracht,  und  namentlich  von  Chapman 
(Tratte  de.  la  construction  des  vaisseaux«  Paris.  1839. 
i.  p.  1.  etc^  dazu  empfohlen  worden;  jedoch  scheint  mir  dies 
weder  so  einfach,  noch  so  genau  zu  sein,  als  die  directe  Anwen- 
duig  der  Cotesichen  Näherungsformeln,  wenn  man  namentlich  mit 
denselben  noch  die  wichtigen  Stirl Inguschen  Correctionsformeln 
verbindet. 

Theil  XIV.  T 
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IV.  '  Ferner  k<MBinit  e»  jetzt  auf  die  Bestiammiig  des  Yoia- 
meos  V  an  5  und  wir  wollen  daher  im  Allgeoieinen  zeigen «  wie 
sich  da«  Volumen  eines  beliebigen  Körpers  am  besten  amähemd 
bestimmen  lässt,  wovon  dann  unmittelbar  die  AAwendime  aaf  die 
Bestimmung  des  Volumens  V  gemacht  werden  kann,  ohne  das« 
wir  darfiber  noch  besondere  Erläuterungen  den  aligemeinen  fint- 
wickelungen  hinzuzufügen  brauchen  werden. 

Durch  den  gegebenen  KCrper,  dessen  Volumen  wir*)  über- 
haupt durch  V  bezeichnen  wollen,  lege  man  eine  gerade  Liinie 
hinaurchy  die  wir  die  j;-Axe  nennen  wollen.  Die  Länge  des  auf 
dieser  Axe  von  der  Oberfläche  des  Körpers  F  abgeschnittenen 
Theils  werde  durch  a  bezeichnet,  und  in  den  einen  der  beiden 
Endpunkte  dieses  Theils  lege  man  den  Anfang  der  ^,  indem 
man  zugleich  die  auf  a  selbst  liegenden  x  als  positiv  betrachtet 
Wird  dann  der  Flächeninhalt  des  im  Allgemeinen  dem  Endpunkte 
der  Abscisse  x  entsprechenden,  auf  der  a:-Axe  senkrecht  ste- 
henden Schnitts  deslCörpers  F  durch  Fx  bezeichnet,  so  ist,  was 
hier  keiner  weiteren  Erläuterung  bedürfen  wird: 


=/• 


FsSx. 


Theiltman  also  a  in  eine  grössere  oder  geringere  Anzahl  von  Tbei- 
len^  und  bestimmt  sowohl  die  Entfernungen  der  einzelnen  Tbeil- 
punkte  von  dem  Anfangspunkte  der  a:>  a|s  auch  die  diesen  Theil* 
punkten  entsprechenden  Werthe  von  Fjr»  d.  b.  die  Flächenräume 
der  denselben  entsprechenden,  auf  der  j:-Axe  senkrecht  stehen- 
den  Schnitte  des  Körpers  F,  so  kann  man  mittelst  der  bekann- 
ten Näherungsformeln  zur  Ermittelung  der  Werthe  bestimmter 
Integrale  das  Volumen 

F=  /*V,ajr 

o 

I 

I 

näherunssweise  berechnen,  im  Allgemeinen  mit  desto  grösserer 
Genani^eit,  je  grösser  die  Anzahl  der  auf  der  Linie  a  angenom- 
menen Theilpunkte  ist. 

Um  nun  aber  überhaupt  den  Flächeninhalt  F,  eines  b^ebi- 
gen  der  in  Rede  stehenden  Schnitte  des  Körpers  F  zu  bestim- 
men, lege  man  durch  diesen  Schnitt  eine  behebige  gerade  Linie 
hindurch,  welche  wir  die  y-Axe  nennen  wollen,  bezeichne  den 
auf  dieser  Axe  von  dem  Umfange  des  Schnitts  Fx  abgescbnitte« 
nen  Theil  durch  b,  lege  den  Anfang  der  tf  in  den  einen  der  bei- 
den Endpunkte  dieses  Theils ,  und  betrachte  die  auf  b  selbst  lie- 
genden y  als  positiv.  Bezeichnen  wir  dann  die  Länge  der  im 
Allgemeinen  dem  Endpunkte  der  Abscisse  y  entsprechenden,  auf 


*)  Ohne  alle  Beziehung  auf  die  früher  gebranchten  Beseichnangen. 
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der  ««Axe  sniknelit  stobenden  Sehne  oder  Cherde  dee  Sohnitts 
Ft  oareh  fm,  ao  Ut,  wae  hier  keiner  weiteren  ErÜnteraac  be- 
Mm  «rkd! 


''==y*/f%. 


ind  wmtk  man  Dan  wieder  diin  Linie  -4  in  eine  gfueeeve  oder  fff>* 
rio^re  Anzahl  roa  Theilen  theilt,  and  aewohl  die  Ent* 
ferBmgeit  der  einaelaen  Theilpunkte  Ton  dem  Anraneapankte  der 
y,  ek  nach  die  diesen  Theilpankten  entspre^kendea  Werthe 
von  f^^  d.  h.  die  Längen  der  denselben  enttpreehendea  *  &nf  der 
y-Axe  senkreckt  steliendea  Sehnen  oder  Chorden  von  Fs  be^ 
stiarat,  so  kann  aian  mittelst  der  bekanoten  NäheruDgsfovmelo 
vo  Ennittelang.  der  Werthe  bestimmter  Integrale  den  Flächen 
ranm 


'*==y*V,3y 


bereckoeoy  im  Allgemeinen  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je 
grteer  die  Anzahl  der  auf  der  Linie  b  angenommenen.  Theil- 
pimkte  ist 

Hieraas  sieht  man  alsoi  wie  man  sich  im  Allgemeinen  bei 
^  i^rnngs weisen  Bestimmung  des  Volumens  V  zu  verhalten 
l>>t,  HU  nun  auch  unmittelbar  auf  die  Bestimmung  des  Volamens 
V'  ao^audt  werden  kann. 

V.  Endlich  kommt  es  nun  noch  auf  die  Bestimmung  der 
Grosse 

e=y'-  F 

m 

u,  WO  f'  «nd  X  sich  auf  das  System  der  |i}j;  oder  ein  anderes 
beliebiges  demselben  paralleles  Coordinatensystem   bezieben  kon- 

n«n.  Weil  diese  GHisse  aus  den  zwfji  Theilen  ^'  und  F  besteht, 
60  haben  wir  uns  mit  der  Bestimmung  eines  jeuen  dieser  beiden 
Theile  besonders  zu  beschäftigen. 

Was  zuerst  die  Grösse  y'  betrifft »  so  wird  dieselbe  durch  die 
Bestimmung  des  Schwerpunkts  des  homogenen  Korpers  V  erhal- 
ten, and  wir  trollen  aaher  im  Allgemeinen  zeigen«  wie  der 
^wfrpnnkt  eines  beliebigen  homogenen  Kdrpers  am  besten  durch 
Näherung  bestimmt  werden  kann ,  was  dann  unmittelbar  auf  die 
Bestimmung  des  Schwerpunkts  von  >^  and  demnach  der  Grösse 

t  angewandt  werdien  kann ,  und  hier  nach  den  gegebenen  allge- 
meinen Entwitkeluiigen  einer  besonderen  Erläuternng  nicht  wei- 
ter  bedörfen  wird. 

7' 
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Durch  den  g«2ebeoen  KOrper,   dessen  VohuneD  wir  im  AU- 

femeioen  durch  r  bezeichneo  wollen »  lege  man  drei  auf  eioan* 
er  senkrecht .  stehende  Axen  der  x,  y,  z,  und  bezeichne  die 
ersten  Coordinaten  der  beiden  Durchschnittspunkte  der  Aie  der 
OS  mit  der  Oberfläche  des  gegebenen  Körpers  durch  a  und  6,  in- 
dem zugleich  angenommen  wird,  dass  a  kleiner  als  b  seL  Die 
Coordinaten  des  gesuchten  Schwerpunkts  des  gegebenen  homoge- 
nen Körpers  in  dem  angenommenen  Systeme  seien  X,  T,  Z, 
wobei  eine  Beziehung  ^eser  Bezeichnungen  zu  den  MÜier  ge- 
brauchten Bezeichnungen  nicht  Statt  findet,  indem  die  Yorliegende 
Untersuchung  ganz  allein  steht,  und  von  uns  moglichsl  allge- 
mein gehalten  werden  wird.  Den  Flächeninhalt  des  im  Allge- 
meinen dem  Endpunkte  der  Coordinate  a  entsprechenden,  auf 
der  Axe  der  x  senkrecht  stehenden  Schnitts  des  Körpers  V,  in* 
dem  derselbe  als  Function  von  a  betrachtet  wird»  bezeichne  man 
durch  Fs,  und  denke  sich  das  Intervall  6— a  in  n  eniander  gleiche 
Theile  getheilt,  deren  jeden  wir  durch  t  bezeichnen  wollen,  so 
dass  also 

n 

ist 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

und 

3E=i(a  +  ^OFa  +  i(a  + 1-  t)Fa+^^|•(a  +  ~i)Fa^^i  + ... 


so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte,  indem  man  im  Folgen- 
den bei  allen  Gränzen  voraussetzt,  dass  n  sich  dem  Unendlichen 
oder,  was  Dasselbe  ist,  i  sich  der  Null  nähere,  offenbar: 

«     * .    3£     Lim3£ 

-A  =  Liim  rs  =  i": — :2r  • 

V      Limv 
Augenscheinlich  ist  aber 

F=Liml? 

=  Lim .  tt  Fa  +  F«+£  +  Ffl4^a,  +  ...  +  Fa+(«-,),} 
'  =:Lim. 1 1  F.  +  Fh.*  +  Fi^+,f  + ... +FiH.«*}  - Lim.tF*^ 

folglich,  weil  nach  einem  bekannten  Satze 

J    F^a?=Lim.t-|Fa  +  Fa+f+F«+,,+  ...+  Ftf4^«,) 
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and  offenbar 


Lim.tF*=0 


bt: 


a 


Ferner  ist 


3e= 

«l«F-+  (o+«)F»H+ (o+2f)F,»+,f  + ....  +  (a+(n-l)0  F»f  (»_„d 

+  ^t»|F.+#VH  +  ''•4«f  +  -  +  **<»+ (»-Dil 
=»UF.+  (o+f;F»H+(o+20F»H*+-.+(a  +  »«)''.+.<) 

+  ^«.»{F,+  F„+i+  F«+a<+ .».  +  F«+(»_,)<|, 

ab«  nach  dem  VorhergehendeD 

Lini3E= 
LiiiL.{oF.+(a+OF»H  +  (o+20F»|^  + ....  +(a+m')F.+«i} 

—Lim .  j&#l-|--ö-  Lim.tF, 

A^giieh  nach  einem  beicannten  Satze,  und  weil  offenbar 

Lim.J6Ft=0,    Lim.tF=0 

Lim  36=  y     xFsdx. 

a 

Abo  ist  nach  dem  Obigen 

yxFgdx 

od« 


8« 


yxFsdx 
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BezeichneD  wir  jetzt  den  gehurig  als  positiv  oder  tfb  begbliT 
betrachteten  Abstand  des  Schwerpunkts  des  Schnitts  Fs  von  der 
Ebene  der  xz  darch  fx,  und  setzen  der  Kflrze  wegen 

SO  bt  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offenbar 

X  =:?Liini  55:  :^  ^^ — sr-  • 
V       Limv 

Nnu  ist  aber 

3?  =  » t  A^a  +  A+lFa+*+  /a-^9iFa^2i*  +  ...  +  /'a^nil'Vf «1 } 

nhio 

Liro3?== 

— Lim.t/^»F»9 
folglich  nach  einem  bekannten  Satze^  und  weil  offenbar 


ist: 


Uttk^t::!^  fxFshx . 


Folglich  ist  nach   dem  Vorhergehenden 

/"VrFxar, 

oder 

= |r • 

Bezeichnet  nun  tps  den  gehörig  als  positiv  oder  als  negativ  be- 
trachteten Abstand  des  SchwetDunkts  des  Schnitts  Fg  von  der 
Ebene  der  xyf  so  ist  auf  ganz  äimliche  Art  wie  vorher : 
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yqfsFjgi 


odür 


yq>sFsda 
g 
=  »y  • 

Also  haben  wir  zur  BestimmuDg  der  gesuchten  Coordinateo 
I,  T,  Z  des  Schwerpunkts  defi  homogenen  Körpers  V  die  fol- 
genden Formeln: 

/»*  />*  /»* 

^-- Tu  »      ' — 7»* »      ^— -751  ' 


oder 


^  — -W t         y^^  ^ 1        Ä  ä:  ly ^ 


Setien   wir 

wo  also  jfy  X  die  als  Faactionen  von  x  betrachtete  zweite  und 
dritte  Coordinaie  des  Schwerpunkts  des  Schnitts  Fm  bezeichnen, 
10  ist: 


/^  xFdx                r  ^Fsdx                f^zF^x 
__  ' TT %J   • CT   U   « 

/    FJbx  I    Fsdx  I     F^dx 


oder 


/»§  />»  /»» 

/    a?F^Ä  /    yFsdx  I    zFsdx 

AST' i^  9         *—  p ,         ^=  w . 

Wegen  der  in  diesen  Formeln  vorkommenden  GrSssen 

y=ts,    %=ipx 
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haben   wir  nun  noch   au  zeigen,    wie  überhaupt  die  Coordinateo 
des  Schwerpnnicta  einer  ebenen  Figur  bestimmt  werden  kOnnen. 

Zu  dem  Ende  lese  mao  durch  die  gegebene  Fipir,  deren  Fla- 
cheninhalt durch  F  bezeichnet  werden  mag,  zwei  auf  einander 
senkrecht  stehende  Axen  der  x  und  y  hindurch ,  so  dass  die  Axe 
der  X  die  Figur  F  in  zwei  Theile  theilt,  welche  wir,  jenachdem 
iir  ihnen  die  positiven  oder  die  negativen jv  liegen ,  respective  den 
positiven  una  den  negativen  Theil  der  Ilgur  F  nennen  wollen. 
Ueberhaupt  mag  der  Abscisseo:  io  dem  positiven  Theile  die  Ordinate 
Vs»  in  dem  negativen  Theile  die  gleicnfalls  als  positiv  betrachtete 
Ordinate  y'x  entsprechen.  Die  gesuchten  Coordinaten  des  Schwer- 

Eunkts  der  Figur  F  seien  X,  r,  und  die  Abscissen  der  beideo 
^urchschnittspunkte  des  Umfangs  der  Figur  F  mit  der  Axe  der 
X  seien  a  una  b,  so  dass  a  kleiner  als  b  ist.  Das  Intervall  6-^ 
theile  man  wieder  in  n  gleiche  Theile  ein,  und  setze 

wo  t  eine  positive  Grosse  ist. 

Setzen  wir  non  der  Kürze  wegen 

+  «y«  +  *y  a+i  +  t^a+sf  +  ...  +»y'a+(«-l)« 

und 

13  5 

2n 1 

.....+t(a+  — s — Ojy»f(»-i/ 

1  1  ß 

so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offenbar 

V     r  •     ^      Lim3E 

Es  ist  aber 
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F=  LmS 

+  ^'^  • » (y'«  +yW«  +y  a+a, + ... +^«+(«-1),) 

—  Lim .  1;^«  —  Lim .  ty'ft  ^ 
also  nach  eioem  bekannten  Satze  und  weil  offenbar 

Lim .  tyft=0,    hm.i^'h=0 


ist: 


F^UmS=J    ysdx  +Jy'sSx  —f^iy,  h  y',)dx  . 


Ferner  ist 


+ »I  ay« + (a+tV«+/ + (fl+SiV-f»«  + ...  +  (a+iiiV«+n.  t 
1  . 

+  2"  *«ly'«+y'«H+/a+4t  +... +y«+(.-i).i 


— I6yft— %"». 


also 


Lim3E=: 
Lira  » .  I  ciy. + (a+Oy«+i  +  (a+2»)y^ ai+ ..,  +  (a+iit)y^irf  | 

+  Lim.t{ay.+  (a+iVf<+  (a+2i)y«+«f  + ...  +  (a+m)ya+»<l 
+ g-  Lim.iF—  Lim.t&(y» + y'*) , 

d.  L  naeb  einem  bekannten  Satze  ^  und  weil  offenbar 

Lim  .»F=0,  Lim .  tft(y* + y»)  =  0 


ist: 


UmX=J    xy^x  +y     ay^a:  =1:^ *  j:(y,  +  y  V)a;r  . 


Daher  ist  nach  dem  Obigen 
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oder 


Setzen  wir  ferner  der  Kurse  wegen 

so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offenbar 

*^     r.^3?,   l^^^y 

Nun  ist  aber 

Lima; 

+  jLim.tf«»  —  2  I^»»'"»' 
d.  i.,  wie  sogleich  erhellet, 

folglich 
oder 
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1  /*V*-»^')s^ 


'"— 2 F 


Pomefai: 


Man  bat  also  jetzt  zur  Bestimmung  der  gesuchten  ('oordina 
X,   F  des  Schwerpunkts  der  ebenen  Figur  F  die  folgenden 


oder 


X 


Bei  der  Bhirfchtung,  trelche  wir  allen  vofbef gehenden «Pdf- 
ffidn  hier  gegebeti  halien,  kanti  ed  ni^^ht  dem  geringsten  Zweifel 
imterUegen^  wie  man  dieselben  zur  Bestimmung  des  Schwerpunkts 
des  homogenetf  Korpers  V*  mit  Hälfe  der  bekannten  Formeln  zut 
aoiifiiem<!tea  Ermittelung  der  Werthe  bestimmter  Integrale,   und 

also  aach  zur  Bestimmung  der  Grösse  f ',  anzuwenden  hat.  Wei- 
tere faUatevtttsgen  bknrOber  werden  an  diesem  Orte  unndtze  Weit- 
tiuligkat  sein ,  da  msn^  wie  gesagt»  den  eln:eusohlagendeo  W#g 
auf  der  Stelle  (ibersiebt. 

£odiicb  ist  nun  noch  die  Bestimmung  der  in  dem  obigen  Aus 
dntcfc  ?QiL  0  vorkommenden  Grosse  Y  übrig.  Diese  Bestimmung 
«fordert  die  Ermittelung  4es  Scbwerpunkts  des  ganzen  als  eb 
^gleichförmig  dichter  iuirper  betrachteten  SckiSs«  und  ist  eben 
^halh  eigentlich  die  weitläufigste  Operation  bei  der  ganzen  Sta- 
bjlitltsbestunmung  des  Schiffs.  Dessenungeachtet  können  wir  über 
diese  allerdines  weitläufige  Operation  hier  nichts  weiter  sagen, 
nMJem  alle  dabei  zu  befolgenden  Regeln  durch  die  aus  der  S&tik 
l^ekannte  allgemeine  Theorie  des  Schwerpunkts  vollständig  an  die 
Hand  gegeben  werden.  louner  wird  man  aber  das  ganze  Scbitf 
it  verschiedene  Theile  zerlegen  müssen ,  welche  mit  möglichster 
AnoSlierung  als  homogene  oder  gleichförmig  dichte  Körper  he- 
chtet werden  können ^  wird  nacb  dem  Vorhergehenden  die 
Schwerpunkte  dieser  einzelnen  homogenen  Theile  des  iScbifliB  au 
neben,  und  daraus  nach  den  allgemein  bekannten  Formeln  aus 
der  Theorie  des  Schwerponkts  auldeip  Schwerpunkt  des  ganzen 
Scbifg  zu  schliessen  haben.  Je  mehr  Genauigkeit  man  zu  erreichen 
nibsiehtigt»  desto  weltiftufiger  «ind  seitraunender  wird  natürlich 
we  OMratiim  werden,  mAndierief  Abkümngen  werden  sich 
^k!'  ^^^  wirklichen  An^fübnEing  derselben  von  eelbst  eif eben 
jlber  welche  sich  im  Voraus  etwas  Allgemeines  nicht  feststellen 
^^*  Weshalb  wir  ans  hier  mit  diesen  wenigen  Andeutungen  be- 
gDugen  müssen. 


108 


Mit  der  Lehre  von  der  Stabilität  der  Schiffe  hängt  ein  am 
rer  für  die  Schiffsbaukiinst  sehr  wichtiger  Gegenstand  nahe  2 
sanimeBj  den  wir  hier  fOr  jetzt  jedoch  nur  von  seina*  allgemein* 
theoretischen  Seite  betrachten  wollen,  ohne  uns  auf  specielle  A 
Wendungen,  die  wir  späteren  Untersuchungen  vorbehalten ,  hi 
schon  emaulasseo ;  wir  meinen  nämlich  die  Geschwuidigkeit,  n 
welcher  das  aus  seiner  ruhigen  Gleichgewichtslage  auf  &m  Wai 
ser  gebrachte  Schiff  in  jene  Lage  wieder  zurückkehrt,  oder  d 
Gesdiwlndigkeit,  mit  welcher  es  rollt  oder  stampft.  In  diesi 
Beziehung  pfleet  man  das  Schiff  mit  einem  einfachen  Pendel  zu  ve 

Sleichen,  welcoes  seine  Schwingungen  ganz  in  derselben  Zeit  voilei 
et  wie  das  rollende  oder  stampfende  Schiff  seine  oscillatorische 
Bewegungen  auf  dem  Wasser.  Je  langsamer  diese  Bewegunee 
vor  ^ich  gehen,  d.  h.  je  grosser  die  auf  die  Vollendung  derselbe 
verwandte  Zeit,  oder  je  länger  das  dem  Schiffe  isochrone  ein 
fache  Pendel  ist,  desto  vortheilhafter  ist  es  natürlich,  desto  we 
niger  werden  dem  Schiffe  seine  oscillatorischen  Bewegungen  aa 
dem  Wasser  Gefahr  bringen ,  und  desto  mehr  wird  dasselbe  über 
haupt  seinem  Zwecke  entsprechen. 

«  • 

Denken  wir  uns  jetzt  zuvörderst  ganz  im  Allgemeioen  ein  Svj 
stem  auf  ihre  Schwerpunkte  reducirter  Massen 

m,  Uli,  7%,  ttt^f  1114,....; 

welches  sich  um  die  feste  horizontale  Axe  der  z  als  Drebungstfe 
iu  einer  oscillatortschen  Bewegung  befindet;  so  haben  wir  nadi 
§.  3.  bekanntlich  die  Gleichung 

Bezeichnet  nun  2^  die  Intensität  der  auf  die  Masseneinheit  bezo* 
genen  Schwere,  und  sind 

P>  Pi»  P^9  Ps»  F*»-— 
gewisse  an  den  materiellen  Punkten 

fTI ,    flt|  ,  7/12  9  "'s »   ''^  >    •**- 

stets  nach  vertikalen  Richtungen  wirkende»  naturlich  mit  den  ge* 
hörigen  Zeichen  genommene  Kräfte;  so  ist  offenbar,  wenn  nuio' 
sich  nur  aus  §•  3.  an  die  Bedeutung  der  Symbole 

X\  r,  Z';  X',,    P,,  Z\;  X^,  F«,  Z',j  X'„  T,,  Z',;.- 

erinnert: 


1«9 

JPssO,  F'ssp-^igm,  Z'=0; 

JC',=0,  ¥\sspi—2ffmt,  Z'i=0; 

Jf»=0.  rj=ft— 2^nia.  Z',=0; 

^'s-0,  ¥',=pt-'igm„  Z',=0; 

U.      8.      W. 

also  Dach  §.  3. 

X=^=0,      r^^=£— 2^7,      Z=-=0; 
m         '  mm*'*  m 

J:,=^'=D.    'n  =  ij  =  eL-2a,    Z,=^=0; 

* 

1,=— «=0,    F,=  ^=^-2^,    Za  =  ^=0; 

l,=f?=0,     1',=-^»=^-%,.     Z3=|5=0; 

u.    s.    w. 
Folgfkli  Ut  offeobar 

£ift(j?  F—yX)  =  27:i:(p— 2^111) = iSpa* — ^gZmx , 
ai^  oacfa  dem  Obigen 

Zm(x  g^  — ^  gl«  )=  -^'por—  2^2i?i;r . 

Bczeichoeo  wir  aber  durch 

r>  r^,  rj»  t^s  r^f.*., 
<iM  Entfernungen  der  materiellen  Punkte 

m,  i«| ,  i%>  nij,  ?/i^,  .... 
voo  der  horizontalen  Drebungsaxe,  und  durch 

9»  9i»  9^»  93»  94 

die  am  Ende  der  Zeit  t  von  den  Linien 

•*>  ^1»  ''a»  •*3>  ^4»*"» 

< 

iBit  dem  positiven  Theile   der  Axe  der  x  eingeschlossenen  Win- 
det, indem  man  alle  diese  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der 
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Axe  der  x  an  durch  d«u  rechte»  APinkel  {xy)  hrndttch  nach  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  y  hin  zählt;  so  ist  offenhar,  wenn 
wir  als  einen  Reprfisentanleo  der  übrigen  bloss  den  materiellen 
Punkt  m  in's  Au^e  fassen,  in  völliger  Allgemeinheit: 


also 


und 


;r=:rcosg),     yzzrsio^; 


hx  .      dfp      dy  dip 


folglich»  wie  man  leicht  fiodet: 


S*y       8^x      -SV 

> 

und  daher  nach  dem  Obigen 

£mr^  57«  ~  i^/ircosg?  — 2g  2mrco8q>* 

Bezeichnen   wir  nun  die  Entfernung  des  Schwerpunkts   des 
Systems  der  Massen 

Uly  fii|9  füg»  nijf  ?it4y...« 

von  der  horizontalen  Drehungsaxe  durch  R,  und  durch  O  donanf 
dieselbe  Weise  wie  vorher  genommenen  Winkel ,  welchen  am  Ende 
der  Zeit  t  die  Linie  R  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x 
einschliesst;  so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkt 

nt  +  nii  +wii  +»ii2  +  i»3-|-.... 

mrcosq>  +  fii|r|C0S9>]  f  m2r.2C0S979  -h'^i^rscos^a  +  .... 

*"""  "  ■  '      .       ■  .       .1 

*"  +  w»i  +  OTj  +  ms  +  •••• 

£tnrco8w       _.       ^ 

und  folglich 

£nirco9fp:=zRcoß^£m9 ' 
also  B^h  dem  Obigen 


in 

Stm^  ^  =  £prQ<wp^  2gRcoaOZm . 

Weil  aber  die  Winkel  <p  und  <D,  nnd  eben  so  die  VTlnkel  ^j^  ond 
^1  ^  QAd  0,  99  und  O,  u.  s.  w.  immer,  d.  h.  fSr  jedes  t,  um 
dieselbe  con3tante  Grosse  von  einander  verscbieden  sind,    so  ist 


8V_3»<^       ^_S^      3^9^_^     3^(Pa_3^9 


•••  9 


oimI  folglieh  naeh  dem  Vorhergehenden: 

d^0 

Als  ein  System  wie  das  so  eben  betrachtete  lässt  sich  wenig 
stei»  niberungsweise  ein  Schiff  auf  dem  Wasser  ansehen.  Bei 
oseodlich  kleinen  Drehungswinkeln  kann  man  nämlich  wenigstens 
niberangsweise  annehmen ,  dass  die  das  Schiff  soHicitirende  Kraft 
-VG  immer,  d.  h.  bei  allen  Lagen  des  Schiffs,  in  dem  Schwer- 
fmkU  des  eingetauchten  Theils  bei  der  ruhigen  Gleichgewichts- 
lage des  Scfatffs  auf  dem  Wasser  wirke,  und  kann  unter  dieser 
Vorao«setzuns  im  Vorhergehenden,  Indem  m  als  im  Schwerpunkte 
des  eiogetaochten  Theils  bei  der  ruhigen  Gleichgewichtslage  des 
Scbili  anf  dem  Wasser  befindlich  angenommen  wird, 

p=  +  G 

Ofld 

;?!  =/!, = P3  =^4  = ...  =  0 

setzen,  wodurch  die  obige  Gleichung  in  die  Gleichung 

Umr^,  gj=p  =  Crrcos^ — ^ffRcosOZm, 

oder,  weil 

G—iffZm 
ist,  in  die  Gleichung 

£nn^ .  -g^  =  G  (rcoBq>  —  Acos9) 


übergebt 
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Die  horisootale  Drebm^praze  wollen  wir  mni  in  der  dnrch 
den  Schwerpankt  des  ganzen  Schills  and  den  Schwerpunkt  des 
eingetanchten  Theils  des  Scfaifis  bei  neiner  mhigenGleicIigewtchts- 
la«^  anf  dem  Wasser  gebenden  Vertikalebene  annehmen,  imd 
wollen  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Stabilität  des  ScbiSs 
positiv  sei,  die  Länge  eines  einfachen  Pendels,  welches  seine 
Schwingungen  ganz  auf  dieselbe  Weise  Tollendet  wie  der  untere 
der  beiden  Tbeile,  in  welche  die  durch  den  Schwerpunkt  des 
ganzen  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des  eingetanchten  Theils  bei 
der  ruhij^eo  Gleichgewichtslage  des  Schills  anf  dem  Wasser  ge< 
bende  \ertikale  durch  die  horizontale  Drehnngsaxe  getheilt  wird, 
die  seioigeo,  durch  L  bezeichnen.  Dann  müssen  wir,  nm  diese 
Pendellänge  zu  bestimmen,  die  folgenden  Fälle  unterscheiden. 

Der  Fall,  dass  an  dem  Schiffe  die  Kraft  — G  oberhalb,  die 
Kraft  -f  G  unterhalb  der  Drehnngsaxe  wirkt,  kann  nicht  Torkom- 
men,  weil  dann  offenbar  die  SUbilitit  nicht,  wie  doch  vorher  an- 
genommen worden  ist,  positiv  sein  kuonte. 

Wenn  die  Kraft  —  G  unterhalb ,  die  Kraft  +  G  oberhalb  der 
Drehnngsaxe  wirkt,  so  ergiebt  sich  aus  der  oben  bewiesenen  all- 
gemeinen Gleichung 

£mr*.  "K^ = üprcostp  ^-"IgR  eosq>  £m 
anf  der  Stelle  die  Gleichung 

Lgj^=:— 2^cos<D, 
und  da  nun  nach  dem  Obigen 

Znn^ .  TTjif-  ^  G  (rcostp — i7cos  <P) 

ist,  MO  erhält  man  durch  Division 

Zmr^  _        G  (rcowy  —  /?cos  <D) 

Nun  ist  aber  in  diesem  Falle  offenbar 

qp=  (!>  —  «,     cos97:= — cos<D; 

also 

Emr^  _G{T^lt) 
L     -        ig 

Ferner  ist  aber 

Xx  =  Äqos^ ,     Kl  =  rcosijp  =  —  r  cos  ^ ; 
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also 

-Xi  — Xi  =  (f  +  iOcos^, 
and  folglicb ,  weil  nach  §.  6.  bekanntlich 

ist: 

0=:G(r+ Ä)  cos  <I>, 
alfo 

G(r+Ä)=:iS8eca>. 

Daher  ist  oach  dem  Obigen 

__  =  2^8ec<P. 
Offenbar  ist  aber  in  diesem  Falle 


ak( 


Mgliek 


cos^=:slnQ>,    sec<P=co8eco); 


=  zr-cosec». 


L    -^ 


Wenn  die  Kräfte  —  6  und  -f  G  beide  uoterbalb  der  Dre^ 
bnogsaxe  wirken,  so  ergiebt  sich  aus  der  oben  bewiesenen  allge« 
neioeo  Gleichung 

wieder  auf  der  Stelle  die  Gleichung 


a«« 


=  —  2^cos<Z>, 


and  da  nun  nach  dem  Obigen 

£mr^.  —j^  =  C(rcosg)—  RcoaO) 

) 
iat,  so  erhält  man  durch  Division 

Theil  XV.  » 
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ümr'^  __       G(rco8y  —  i?co8^) 
Nun  ist  aber  in  diesem  Falle 

also  % 

Ferner  ist  aber 

w 

also 

Xi  --Xi  =— (r— fi)co8^, 
und  folglich»  weil  nach  §.  6.  bekanntlich 

ist: 

e=— C(r-Ä)cosd>, 

also 

—  C(r-jB)=eseca^. 
Daher  ist  nach  dem  Obigen 

-^=^seca>. 
Offenbar  ist  aber  auch  in  diesem  Falle 

also 

cos<P  =  sincii)y    sec<P=  cosecco; 

folglich 

Umr*      © 

— 2;-=2^coscc». 

Wenn  die  Kräfte  —  C?  und  +G  beide  dberhalb  der  Dre- 
bungsaxe  wirken,  so  ergiebt  sich  aus  der  oben  bewiesenen  aU- 
gemeinen  Gleichung 
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leicht  die  Gleichung 


d.  L   die  Gleichung 


Xg^=2^co8*. 


*  and  da  nun  nach  dem  Obigen 

ümr^.  -ra-  =  Cr  (rcos9> — jRcos^D) 

ist,  so  erhält  mau  durch  Division 

Umr^ Gfycoaq)  — jKcos  0) 

L     ""  2^cos£  ' 

rim  ist  aber  in  diesem  Falle 

9=<2>,    co89=co80; 

abe 

Ferner  ist  aber 

Xi^RcosO,    %i  =rco89> = rcos O ; 


JC^  — Xi  =  —  fr— Ä)co8<I> , 
«nd  folglich^  weil  nach  §.  6.  bekanntlich 

ist: 

e=— Cr(r— Ä)co8a>. 

also 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 


116 

Offenbar  ist  aber  in  diesem  Falle 

also 

CO»  <Z> =  —  sin  CO  >    sec  <I>  =  —  cosecco ; 

folglich 

— f —  =  0"  cosec  w. 
L         2ff 

Hiernach  haben  wir  also  die  Tuliig  'allgemein  galtige  Gleichung 

aus  wejcher 

2g2mr^ 

6cosecQ) 

fol^t.  Dass  diese  Gleichung  nur  mit  desto  grosserer  Genauigkeit 
richtig  ist 9  je  kleiner  der  Kinkel  o  ist«  versteht  sich  nach  dem 
Qbigen  von  selbst. 

Bezeichnet  man  die  Gewichte  der  Massen 


respective  durch 


so  Ist  offenbar 


und  folglich 


tn,  ni|  y  i%9  }Rs9  nt^f.  •••. 


(ßi  (Bi9  (B^f  ^»  (B4y>«; 


2g£mr^=£(Br*, 


@cosecQ> 


Der  Zähler  II(Br^  dieses  Bruchs  ist  bekanntlich  das  in  Bezug 
auf  die  zum  Grunde  gelegte  Drehungsaxe  genommene  Trägheits- 
moment des  Schiffs,  und  der  Nenner  Scoseeco  ist  die  durch  sino 
dividirte  Stabilität  des  Schiffs  in  Bezug  auf  dieselbe  Drehun^s- 
aze.  Man  erhält  also  die  Länge  des  dem  Schiffe  isochronen  ein- 
fachen Pendels,   wenn  man   das  Trägheitsiiioment  Ae»  Schiffs  in 
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Besag  aaf  die  angenommene  Drehungsaxe  durch  seine  mit  der 
Cosecante  des  Winkels  o  raultipiicirte  Stabilität  in  Bezug  aqf  die- 
selbe Drehangsaxe  dtvidirt.  Dass  das  Product  €>cosec(o  von  dem 
Drehaogswiukel  <o  bei  unendlicb  kleinen  Drehungswinkeln  ganz 
unabhängig  ist,  geht  aus  dem  aus  dem  Obigen  bekannten  Aus- 
dracke  der  Stabilität  in  diesem  Falle  unmittelbar  hervor.  Dass 
aan  bei  wirkliche0  Anwendungen  der  obigen  Formel  in  der  Praxis 
die  horizontale  Drehnngsaxe  durch  den  ISchwerpuukt  des  Schiffs 
legen  muss,  bedarf  nach  den  in  §.  5.  angestellten  allgemeinen  Be- 
tnehtungen  kaum  noch  einer  besonderen  Bemerkung.  Ganz  auf 
die^selbe  Art  wie  vorher  ausgedrückt,  finde!  sich  der  obige  Satz 
io  Culer's  Scientia  navaiis.  T.  I.  Petropoli.  1749.  4^. 
Propositio  21.  Coroll.  1.  p.  96.,  wo  Eulejr  sagt:  „Longi- 
tndo  ergo  penduli  isochronl  aequatur  inomento  iner- 
tiae  figurae  respectu  axis  gyrationis  diviso  per  stabili- 
Aitemfigarae  respectu  eiusdemaxis,  proutquidem  Sta- 
bilitäten! ezprimere  constituimus.  E  ul  er 's  theoretische  Dar- 
«teliang  lässt  aber  Vieles  zu  wünschen  übrig,  und  man  muss  sich, 
mit  Rücksicht  auf  die  oben  in  6. 9.  Anmerkung,  gemachten  Beroer- 
knngen,  an  Euler's  Begriff  der  Stabilität  und  die  Form,  unter 
welcher  er  und  die  meisten  älteren  Schriftsteller  dieselbe  darstel- 
len, erinnern,  wenn  man  die  völlige  Uebereinstimmung  seines 
Satzes,  der  sich  auch  ohne  Beweis  in  seiner  Theorie  compiete 
de  la  coDstruction  et  de  la  manoeuvre  des  vaisseaux. 
^'oavelle  ödition.  Paris  1776.  8.  p.  63.  findet,  erkennen  will. 

Bezeichnen  wir  die  Schwingunsrszeit  des  dem  Schiffe  isochro- 
MA  eiDfachen  Pendels  von  der  Länge  L  durch  C,  so  ist  bekannt- 
licb  Back  den  Lehren  der  Mechanik ,  wenn  e  die  Elongatiou  be- 
^icknet: 


HW    «'"2 
+ 


Ist  aber  wie  im   vorliegenden  Falle  e  unendlich  klein,    so  kann 
nan  Däherungsweise 


-'V^^ 


2? 

setzen;   und  fährt   man   nun  für  L  seinen   obigen  Ausdruck  ein, 
so  erhält  man  zur  Berechnung  von  fC  die  Formel 


=*v 


2;(Br« 


Sy^coaecu 
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# 

mittelst   welcher   man    sogleich   die  OscillatioDSzeit  des  Schiffes 
fihdet 

Um  den  Werth  der  im  Vorhergeheaden  angestellten  Unter 
suchungen  iilr  die  Praxis ,  welchen  man,  ungeachtet  derjedenfalU 
sehr  grossen  Wichtigkeit  und  des  grossen  Interesses  derselben, 
doch  auch  zu  überschätzen  sich  hüten  muss,  ohne  auf  weitläufige 
Erörterungen  mich  für  jetzt  einlassen  zu  können,  in  möglichst 
helles  Licht  zu  setzen ,  will  ich  diese  Abhandlung  mit  den  folgen- 
den Worten  Euler's  (Theorie  complete  de  la  construction 

et  de  la  raanoeuvre  des  vaisseaux.  p.  d5.)  schliessen: 

« 

„Lorsque  la  mer  se  trouve  dans  une  grande  agitation,  on 
comprend  ais^ment  que  les  niouremens  de  roulis  et  de  tangaga 
en  doivent  souffrir  des  alt^rations  tr^  consid^rables  •  les  vagne« 
^tant  seules  capables,  de  produire  un  balancement  dans  le  Taig- 
seau,  qnand  meme  il  n'auroit  pas  6i^  inclini^  par  quelc||iie  autre 
force.  Or,  pour  däterminer  les  mouTemens  qui  seront  imprimös 
alors  au  vaisseau,  la  th^orie  nous  abandonne  entiörement,  parce- 
que  nous  ignorons  encore  absolument  les  loix  seien  lesquelies  une 
eau  agit^e  pousse  les  corps  qui  y  nagent,  et  qu'ainsi  la  formule 
trouvee  ct-oessus  pour  la  stabilite,  ne  sanroit  plus  avoir  lieu;  il 
en  est  de  m^me  de  ceile  pour  la  loogueur  du  pendule  isochrone, 

3ui  devient  enti^rement  fausse.  L'experience  ne  nous  permet  pas 
e  douter  que  les  forces  qu'nne  mer  troubl^e  par  aes  vagnes 
exerce  sur  le  vaisseau,  ne  soient  tout  ä-fait  diff^rentes  de  Celles 
qu'on  observe  dans  une  eau  catme.  On  a  m^me  remarque  que 
lorsqu'un  raisseau  est  port^  en  haut  par  les  ragues,  il  s'eUve 
par  un  mouvement  acc^ler^,  et  qu'il  retombe  par  un  raouvement 
retard^;  ce  qui  paroit  directement  oppos4  aux  principes  re^ssor 
Taction  des  eaux/' 


Annierkang. 

Im  Obigen  ist  an  einigen  Stellen  (z.  B.  S.20.  und  S.  97.)  das  auige- 
■eichnete  Werk  von  Chapman:  „Trait^  de  la  con  «traction  d^ei 
Tsisseaux"  angeführt  und  die  auf  seinem  Titel  stehende  Jahrxahl  1B39 
angegeben  worden.  leb  bemerke  aber,  dass  dieses  Werk  weit  älter, 
■nd  der  scbon  im  Jahre  1781  su  Brest  erschienenen  fransösischen  Ueber- 
Setzung  nur  ein  neuer  l'ltel  Torgedrnckt  worden  ist.  Eine  neue  Ausgabe 
dieser  Uebersetzung  ist  die  oben  angeführte   Tom  Jahre  1839  nicht. 
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Velber  das  Intejpral 


/ 


Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

VonUad  4er  hökereo  Borgertckole  za  Ettenhelin. 


Wir  wollen  bei  dieaein  Integral  voraussetzen ,  dass  firef^ 
isoerhalb  der  Grenzen  0  and  Ire  far  g»,  so  wie  innerhalb  bestimm- 
ter Gräozen  fSr  r  kontinuirlich  sei ;  dass  ferner  f(re9^  an  den 
Gränzea  ip^O,  tp-^^^n  den  gleichen  Werth  annehme  und  endlich» 


Setzen  wir  nun 


w  iit  offenbar 


0 


voraosgiesetzt ,   dass  die  Oifferentialqnotienten  /^(r«9^') , .... /t«)(res^>) 
iooerbalb  der  gleichen  Gränzen,  wie  oben,  nicht  unendlich  werden. 

Da 

fire^^ = tj;(r,97)  +  ii{T,q>) , 

/t«>(reSP')=i(;i(r,(^  +  tXi(r,(p), 
»i(ny)=      3^^'.cosnÖ+  — ^^p^siniiö. 

Ä(r,9)= ^^  sin  n  Ö  +  -^^cosnö ; 

wd  da  ^r,^) ,  T(r,qp)  för  ^=0,  9=2»  die  gleichen  Werthe  er 
jangen,  so  werden  auch  t^|(r,9),  Xi(^t)  för  9=0,  ^=2»  diesel- 
ben Werthe  haben.    Nun  ist 


so  ist  auch 


vobsi 


120 


r 


d.  i. 


e9if^^l)(re9>i)dq>=0. 


0 

wenn  auch  /t»+i}(re9')  innerhalb  der  besümmten  Gränzen  endlich 
bleibt.    Aber  • 


also 


r' 


d.  i. 


/ 


Liegt  der  Werth    r  =  0  innerhalb   der   mehrfach    genaBBten 
Gränzen  von  r,   so  findet  man  leicht 

C=2Ä/t«)(0), 


o 


d.  h. 


oder  endlich 


/*"«    _^         /o  2«./t")(0)r" 


o 


indem   A^|-,....  -g—  alle  Null  sind  fiar  r=Orf 

Dieser  Werth  hat  also  Statt,  wenn  f{reV^  folgende  fiedingnu- 
gen  erfüllt: 

a)  dass  ffye9i),  f  (xe9^ , .,.,  f^^re^i)  alle  endlich  bleiben  inner- 
halb bestimmter  Gränzen  von  r,  und  dassO  zwischen  diesen  Grän- 
zen liegt; 

b)  dass  f(re9^  und  also  auch  seine  Differentialqaotienten^  pe- 
riodisch in  Bezug  auf  (p  seien»  und  der  Umfang  einer  Periode 
27t  sei.  (M.  s.  Journal  de  Math,  par  J.  Liouville.  Avril 
1846.). 
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Beilrtere  zur  böliereii  JLelire  ^on  den 

Iiograrltlimeii« 

Von 

Herrn  Dr.  Wilh.  Mat2ka^ 

•ricntl.  Prof.  der  Matbematik  an  der  k.  k.  UDivertitäl  tu  Prag. 

(Vorlesen  io  deD  Yersaminlangen  der  Sectioo  der  kunigl.  bdhm« 
Oesdiscbalt  d.  Wissenschaften  zu  Prag  för  Philosophie  und  reine 
Mathematik  am  8.  März,  5.  und  17.  April  1850.) 


In  dem  BegrtlFe  und  der  auf  ihn  gegrfindeten  Lehre  von  den 
Los^ritbmeü,  so  wie  ao^h  in  dem  Geschichtlichen  und  Literari- 
^eo  derselben,  dürfte  noch  manches  Interessante  und  Wissens- 
^eitbe  beizubringen  sein.  Davon  sotten  die  nachfolgenden  zwei 
Akchnitte  einen  Beleg  geben. 


Erster    Abschnitt' 

Betrachtung    der    bisher    gegebenen   Begriffe  der 
Logarithmen,  und  Aufstellung  eines  neuen« 

Bisher  tvurden  im  Wiesen tlichen  folgende  vier  Begriffe  von 
<ieii  Logarithmen  aufgestellt: 

t.    der  von  dem  eigentlicheti  Entdecker  der  Logarithmen^ 
^oibn  Neper,  ursprünglich  gegebene; 

2.^  der  von  Jobst  Byrg«  dem  gleichzeitigen  Entdecker  der 
i'Ogarithmen,  gebrauchte; 

3,    der  von  Johann  Kepler  verwendete; 

Theil  XU.  9 
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4.  der  gegenwärtig  seit  Euler  in  den  LehrgebSuden  der 
Algebra  fibliche. 

Ihnen  fuge  ich  noch  bei 

5.  einen  neuen,  von  mir  selbst  erdachten.  In  mancherlei 
Beziehnne,  vornehmlich  für  den  Eiementar-Unterricht,  mit  gros- 
sem Vortneil  verwendbaren  Begriff. 


A. 

Neper's  Erklärung  der  Logarithmen, 
durch  gleichzeitig  angemessen  stetig   veränderliche  Grössen. 

1. 

Neper*)  veröffentlichte  im  Jahre  1614  die  Lehre  der  von 
ihm  entdeckten  Logarithmen  in  folgender  lesensfisürdigen ,  jetzt 
aber  schon  sehr  seltenen  Schrift:**) 

MiriGci  Logarithmorum  Canonis  descriptio,  Ejasque  usus, 
in  utraque  Trigonometria;  ut  etiam  in  omni  Logistica  Mathema- 
tica,  Amplissimiy  Facillimi  et  expeditissimt  explicatio.  Autbore 
ac  Inventore,  Joanne  Nepero,  Barone  Merchistonii,  etc.  Scoto. 
Edinburgh  Ex  ofücina  Andreae  Hart  Bibliopolae,  1614.  4DiiD. 
Text  64,   logartthmische  Tafeln  90  Seiten.***) 

Auf  Seite  1—4  giebt  er  von  seinen  Loffarithmen  die  nach- 
stehende, äusserst  scharfsinnige  phoronomische  Erklärung,  die 
ich  hier  wortgetreu  mittheile. 

Caputh    De  definitionibus. 

1.  Definitio.  Linea  aequaliter  crescere  dicitnr, 
quum  punctus,  eam  describens,  aequalibus  momentis  per  aequalla 
intervalla  prugreditur. 


*)  Eigentlich  John  Napier  oder  N  e  p a i r,  Lord ,  Baroo  von  Mer- 
chiston,  ein  Schotte,  geb.  1S50,  geit.   1618. 

**)  Ich  benutzte  das  in  der  Kibliothek  dei  k.  k.  Bombardier  Corpi 
ZQ  Wien  vorhandene,  aus  dem  Machlass  weil.  Jos.  Hantschrs,  Prof. 
der  hdh.  Math,  am  Wiener  k-  k.  polytech,  Institute,  erstandene  ISzeiDpiar< 

***)  Davon  erschien  im  Jahre  1619  sowohl  ein  blosser  Abdruck  so 
Lyon,  als  auch  eine  von  Neper's  Sohn  Robert  besorgte  neue  Ansgsbe 
mit  einigen  nachgelassenen  Werken,   darunter  als  hieher  gehörig: 

Primo,  Mirifici  ipsius  canonis  coostructio,  et  Logarithmonun 
ad  naturales  ipsorum  nuroeros  habitndines; 

See  und  o,  Appendix  de.alia»  eaqno  praestantiore  Logafithmomn 
specie  construenda. 

Im  Jahre  1620  Mdlich  irurden  auch  diese  nachgelassenen  Werbe  sn 
Lyon   nachgedruckt. 

Von  diesen  Nachlässeo  ist  mir  j«d«>ch  nichts  in  dieHiade  gekommen. 
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Sit  (Taf.  III.  Flg.  1.)  pnnctus  A^  a  quo  ducenda  est  Tinea 
faxo  alterins  pancti,  qui  Bit  B,  Fluat  ergo  primo  momeDto  B 
»b  J  Id  C,  secnodo  momeDto  a  C  in  D,  tertio  momento  a 
D  m  E,  atqae  ita  deinceps  in  infinitum  describendo  lineam 
ACDEF..^,,  iDteTTailis  AC,  CD,  DE,  EF,....,  et  caeteris 
debceps  aeqaatibus«  et  monientis  aequalibus  deit»criptis.  Dice- 
tat  baec  linea,    per   definitionem    saperins    traditam»    aequaliter 


crescere. 


CoTollarium,  Unde  hoc  fncremento  quantitates  aequi- 
differentes    temporibas     aequidifferentibus     produci 

est  necesse. 

Ct  in  superiori  scbemate  uoico  momento  B  d\>  A  m  C,  et 
tribos  momentis  ab  ^  in  £  progressum  est ;  sie  sex  moroentis  ab 
i  m  ^,  et  octo  momentis  ab  A  in  K,  Sunt  autem  illorum  mo- 
nnitorum  Qnfus  et  triam»  et  horum  sex  et  ocfo  differentiae  aequa- 
)«,  gdiicet  duorum.  Sic  etiam  erunt  qnantitatum  ilfanim  AC 
ei  i£,  et  barum  AH  et  AK  differentiae  CE  et  HK  aequales, 
a«<|uidiflfereDte8  ergo,  ut  snpra. 

2.  Definttio,  Linea  proportionaliter  in  breviorem 
decrescere  dicitur,  qaum  punctus  eam  transcntrens/aequaii: 
bos  momeDtis,  segmenta  absein dit»  ejusdem  continuo  rationia 
äd  lioeas  a  qiribas  abscindnntar. 

lExtmpH  gr.  Sit  (Taf.  III.  Fig.  2.)  iinea  sinus  totiüs,  aco, 
^TopoTtioDaliter  miniienda.  Sit  punctus ,  transcursu  sno  eam  mi- 
noens,  f;  gtt  denique  ratio  segmentorum  singulorum  ad  lineas«  a 
qoiboa  abscindantury  ut  QR  ad  QS,  .Qua  ergo  ratione  secatur 
QS  jo  R,  eadein  ratione  (per  10.  6  Eucl.)  secetur  am  in  y.  Atque 
^*;  ßy  ^anscurrens  ah  a  lu  v,  pfimo  momento  ab  aco  abscindat  ay, 
r^üda  Iinea  seu  mmi  yoi.  Aohao  aiiteni  y»  ptoeedens  |3  aecunder 
DoBcato  dMcindat  sinHie  aegmentvm  qoaie  e»tQR  ao  QS,  qood 
*|^j^r  reiicto  sioa  6ta>  A  ^«o  proincLe  tertio  mowento  tkmtin^ 
^^sinili  ratioDe  segmentam  öe,  relicto  sinu  co?,.«;  et  ita  dei«^ 

^m  infinitum«  Uico  itaque,  hie  alnus  totius  iioean  aa> pron 

^rtiMialitef  decrescere   in  aiiuim  tiw,    aut  In    alium  quemtis  niti« 
ABAi  ia  quo  aiatit  ß'^  et  sk  in  aliis. 

Coro  iL  Unde  boc  aequatibus  momentis  decremento^  ejus- 
aem  etiara  ratlonis  proportionales  lineas  relinqui,  est 

B&esse. 

Quae   enim   superius  est   continua  proportio  sinuum  minuen^ 

dorum 

atOy  ym,dm^  sm,  {;<»»  ffm,  .... 
*^  sagmentpffom  ab  eis  abaeissonim 

ay,  yd,  ob,  cf,  fiy,  f^i,  .... 

•  ■ 

^*itm  erit  neeeasario  edam  sinaam  reKctorum  proportio,'  »cHicet ' 


" 
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yo,  8m,  CO,  io),  i^c»,  im,  «.^ 
ut  ex  19.  prop.  5.»  et  11.  prop.  7.    Euclidis  patet 

Es  verhält  sich  nemlich 

SQ:RQiSR=an:ymiaY 

=zym:ifoifi 

u.    s.    f. 

4.  Dsfin,  Syncbroni  inotus  saot»  qui  simul  et  eodem 
tempore  fiunt. 

Ut  in  superioribaB  (Taf.III.  Fig.l.  and  2.)  esto,  qaod  J9  nioveaf 
tur  ab  A  io  C,  eodem  tempore  quo  ß  movetur  ab  «  ito  y;  dicen- 
tar  rectae  AC  et  ay  synchroDo  motu  describi. 

5.  Defin,  Quum  quolibet  motu  et  tardior  et  velocior  dari 
possit,  sequetur  necessario,  cuique  motui  aequivelocen 
(quem  nee  tardiorem  nee  velociorem  deGnimus)  dari  posse. 

6.  Defin.  Logarithmus  ergo  cujusque  sinus  est  nume- 
rus quam  proxime  oefiniens  lineam ,  quae  ae<|^ualiter  credit  interea 
dum  Sinus  totius  linea  proportionaliter  in  sinnm  illum  decrevit 
existente  utroque  motu  syachrono,  atque  initio  aeqai- 
▼  eloce. 

Ex.  gr.  Repetantur  ambo  superiora  Schemata  (Taf.  III.  Fie.1. 
.  und  2.)  et  moveatur  B  semper  et  ubique  eadem  seu  aeqoali  velod- 
täte  qua  coepit  moveri  p  initio  quam  est  in  u,  Deinde  primo 
momento  procedat  A  ab  ^  in  C>  et  eodem  momento  procedat  ^ 
ab  tt  in  y  proportionaliter:  erit  numerus  definiens  AC  logaritbnios 
lineae  seu  sinus  ya>.  Tutn  secundo  momento  promoveatur  B  t 
C  in  Df  et  eodem  momento  promoveatur  proportionaliter  /^  ay  io 

ö :  erit  numerus  definiens  AD  iogarithmus  sinus  im ;   et  ita  in 

infinitum. 

« 

Coroll,    Unde  sinus  totius  10000000  nullum  seu  0  est 
Iogarithmus:  et  per  consequens  numerorum  majorum  »inu 
*toto  iogarithmi  sunt  nihilo  n)inores. 


Itaque  logarithmos  sinuum  qui  semper  majores  nihilo  sunt, 
abundantes  vocamus^  et  hoc  signo  -f»  &ot  nullo  praenotamus. 
Logarithmos  autem  minores  nihilo  aefectivos  vocamos,  praeno- 
tantes  eis  hoc  signum  — • 

Admonitio.  Erat  quidem  initio  liberum,  cuilibet  sinui, 
At  quantitati  nullum  seu  0  pro  logarithmo  attribaisse:  sed 
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praestat  id  prae  caeteris  sinui  toti  accommodasse:  ne 
«aquam  in  posterum  vel  miniiuam  niolestiani  parturiret  nobis  ad- 
^^'   et  aabtractio  ejus  logarithmiy  in  omni  ealculo  frequentissimi. 


Caetenim  etiamquia  afhuam  et  numerorura  sinu  toto  minorum 
Ireqaentior  est  uans:  eoram  igitar  loearithmos  abundantes 
poBimus:  alionim  vero  defectivos,  etsi  contra  fecisse  initio 
liberum  erat. 

Auf  diese  Krklänine  erändet  Neper  seine  Lehre  von  den 
bogarithmen,  aus  der  ich  die  folgenden  auf  Seite  5.  und  6.  a.  a. 
0.  stehenden  Lehrsätze  hervorhebe. 


Caput  II.     De  logarithmorum  propusitionibus. 

PropoM,  1.  Proportionalium  numerorum  aat  quan- 
titatam  aequidifferentes  sunt   logarithmi. 

Propos.  4.  Ex  quatuor  proportionalium  logarith^ 
^^^  aggregatum  secundi  et  tertii  minutum  prirao 
aeqnatur  quarto. 

Propos»  5.  Ex  trium  proportionalium  logarithmis 
doplnm  secundi    seu   medii   aeqvatur   aggregato    extre- 

morum. 


2, 
Analytische  Interpretation  dieser  Erklärung. 

iJ)ie  Erklärong,  welche  Neper  von  den  Logarithmen  gieht, 
istnerkwOrdig«,  saj^t  KIfigel  (Math.  Wörterb.  T.  III.  p.  634., 
n-  Ui);  weswegen,  erwähnt  er  jedoch  nicht  So  weit  mir  be- 
^t,  hat  weder  er,  noch  jemand  Anderer  vor  mir  den  Einfall 
S^t,  in  dieser  Erklärung  die  dynamisch- geometrischen  oder 
die phoromischen  Bilder,  die  sie  benützt,  von  der  Seite  zu  be- 
tncoten,  dass  man  an  ihnen  die  stetige  Veränderlichkeit  entweder 
dreier  Gr6ssen  mit  einander,  von  deren  einer  die  beiden  ände- 
rt} abhängen,  oder  auch  die  stetige  Veränderlichkeit  nur  zweier 
pBammenhängender  Grossen  erkennt,  von  denen  die  eine  der 
l^arithmand,  die  andere  der  Logarithme  ist. 

n  Betrachtang  dreier  zusammengehöriger  Verän- 
derlichen. 

Keper  iSsst  mit  der  stetig  veränderlichen  Zeit  T  zwei  Weg- 
streden X,  F,  also  verallgemeinert  ausgesprochen:  mit  einerste- 
%ii  Veränderlichen  T  zwei  von  ihr  abhängig  veränderliche 
wussea  A,  F,  zugleich;  dabei  Jede  der  drei  Veränderlichen  ste- 
^  und  in  beständigem  Sinn  sieb  verändern,  d.  h.  entweder  fort- 
vShre&d  wachsen  <raer  fortwährend  abnehmen,  nie  aber  bald  wach« 
^  bald  abnehmen;   und  zwar  die  Grundverändertiche  T  und  die 
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eioe  abhängig  Verähderlidie  X,  sleichformig  (aequilUer) «-  um 
gleiche  Unterschiede  —  die  andere  abhängig  V^eräiiderlicbe  IV 
aber  gleich  massig  (proportionaliter )  —  in  gleicbtm  Masse 
oder  Verhältnisse. 

Betrachtet  man  nemlicb  von  der  Grttndveränderli€ben  T  zwei 
Paar  Werthe 

J^  r  und  T^ ,  7^2, 

f 

dazu  ven  der  ersten  abhängig  VeränderlicheB  X  die  epbsprecheo- 
den  zwei  Paar  Werthe 

X\  X"  und  A\,  Aj, 

so  wie  von  der  zweiten  abhängig  Veränderlichen  Y  die  entspre- 
chenden zwei  Paar  Werthe 

P,  Y"  und  F,,   r«; 

so  sollen,  90  oft  die  Uiiterschiede 

r-r'  und  7^1 -ar» 

gleich  sind,  auch  einerseits  die  Unterschiede 

und  andererseits  die  Verhältnisse 

T'.V  und  Y^.Y^ 
gleich  sein;  nemlich  so  oft 

iat,  so  soll  auch  einerseits  , 

■ 

und  andererseits 

T:  P's:  Fl :  F» 
sein. 


2)  Betrachtung  zweier  zusammengehöriger  Verän- 
derlichen. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  *die  Betrachtung  der  Hilfsveräoder- 
.llchen  T  auch  entbehrt,  und  Neper*s  BegriD  von  den  Logarith- 
men kürzer  wie  folgt  dargestellt  werden  kann. 

^     Seien  X  und  Y  zwei  gleicheeitig  veräaderliche  Grossen,  die 
sich  sieta  io  einerlei  Sinn  abSndem,  fortwährend  wachsen  oder 
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fbitwäbreod  abneiiBieD»  nicht  aber  bald  wachsen  bald  abnehmen 
und  zwar  dermassen,  das«  während  die  eine  Veränderliche  X 
gleichförmig  —  um  gleich  viel,  um  gleiche  Unterschiede  — » 
sich  ändert,  die  andere  Veränderliche  r  gleich  massig  (ver- 
bUtDissgleich)  —  in  gleichen  Verhältnissen  —  sich  ändere. 

Sei  nemlich 

X\  X" 

im  Paar  and 

I 

du  anderes  Paar  Werthe  der  Veränderlichen  JT,  und  dazu 

P,  Y" 
du  den  ersten  Paare,  und 

Fl.  F, 

das  dem  zweiten  Paare  zugehörige  Paar  Werthe  der  anderen  Ver- 
F;  so  soll,  so  oft 


Jk-  •^  A    i-5  Ji.\  ""•  jfk^ 


nöl' 


Hierauf  stfltzt  nun  Neper  die  Erklärungi  Jene  gleich- 
förmig veränderliche  Grass^e  JCheisst  der  Logarithme 
^^titi gleichmä$$ig  veränderlichen  F;'So  wie  auch  jeder 
Werth  ?on  X  der  Logarithme  des  zugehiUigen  Werthes  von  F. 


Fortsetzung.  Messung  der  zusammengehörigen 
Veränderlichen. 

• 

Wenn  nun  auch  das  Wort  dgid'nog  eigentlich  eine  Zahl  be- 
deutet, so  icQnnen  gleichwohl  för  einen  allgemeinsten  Begriff  der 
Ugarithmen  die  Veränderlichen  7*,  X,  r  för  ganz  ungemes- 
Bene  stetiee  Grossen  (Dins;e)  angesehen  werden.  Alfein  da 
diese  Verallgemeinerung  lediglich  für  die  Theorie,  nicht  aber  fflr 
die  Rechnung  mit  Logarithmen  von  wesentlichem  Vortheil  ist;. 
Bo  bleibt  es  rathsam,  aiese  Veränderlichen  als  gemessene  und 
doidi  Zaiden  ausgedrückte  Grossen,  oder  vielmehr  selbst  als 
stetige  Zahlen,  zu  betrachten.  Neper  stellt  sie»  nach  dem 
^Ai«aehe  seiner  Zeit,    insgesammt  durch  ganze  Zahlen  4^, 
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uod  insbesondere  die  Messeinheit  durch  eine  dekadiscbe  Einheit» 
d.  i.  durch  eine  Potenz  von  10,  fiamentlich  die  Messeinheit  der 
F  durch  10000000=  10^. 


Fortsetzung.     Neper*s  Grandbemessung  der  Loga- 
rithmen. 

'  Sind  nun  was  immer  Hir  zwei  Paar  Werthe  einer  veränderU- 
chen  Grosse  F,  nemlich  die  Paare  Y\  Y"  und  F|,  F^  verhäit- 
nissgleich  (proportional) 

T:T'=Y^\Y^', 

und  sind  die  zwei  Paar  Werthe  der  zugehurigen  verSnderiichen 
Grosse  X^  nemlich  die  Paare  JP,  X"  und  Xi,  X^  gleichvnter- 
schieden  (äquidifferent), 

so  ist,  nach  Neper's  Ericlärung,  jeder  dieser  Werthe  von  X  ein 
Logarithme  des  ihm  angehurigen  Werthes  von  F,  nemlicA,  wo- 
fern man  diese  Logarithmen  durch  Lqg  andeutet, 

JP=LogF,    A"=LogF'',  ..•. 

Da  hiemach  mit  der  Quotienten-  oder  Verh  II  tnis  Sgl  ei- 
ch ung  (Proportion)  durchaus  gleichartiger  GrOssen 

FzF^'r^FirFa 

die  Cnte;rschiedsgleichang  ihrer  Logarithmen 

Log  F—Log  F'=Log  F,  —  Log  F, 

verbunden  ist;  so  kann  man  dieselbe  Erklärung  auch  durch  den 
Grün  die hrsatz  aussprechen: 

Wenn  zwei  Paar  durchweg  gleichartige  GrSssen 
proportional  sind,  so  sind  ihre  Logarithmen  gleich- 
unter  schieden.     (Vergi.  oben  Cap.  II.  prop.  1.) 

Neper  bemass  demnach  seine  Logarithmen  derge- 
stalt, dass  so  oft  zwei  Paar  Grössen  eine  Proportion  bildeB, 
die  ihnen  zugebiirigen  Logarithmen  (in  der  nemlicben  Ordnung 
von  einander  abgezogen)  gleiche  Unterschiede  geben. 

Wo  daher  Theilung  durch  eine  Grosse  stattfindet,  da 
muss  Abziehung  ihres  Logarithmen  eintreten. 

Da  in  einer  Proportion,  deren  Glieder  iosgesammt  gleichartig 
sind,  das  Product  der  Susseren  Gliederjenem  der  inneren  dann 
ßleicli  ist,    wenn    diese  Glieder  lauter  ZTahlen  sind;    so  erbSit 
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UD,    weon  man  diese  Be^nganrnn  liier  gelten  Vüast,   einerseits 
die  Prodnctenglelclittng  von  Zalilen 

ond  andererseits  die  Sammengleicliang  von  Logarithmen 

LogF  +  LogFa=LogF''  +LogFi . 

Neper  bemass  daher  seine  Logarithmen  auch  so^ 
dass  so  oft  irgeod  zwei  Paar  Zahlen«  mit  einander  multipllcirt, 
zwei  gleiche  Prodncte  geben,  auch  ihre  Logarithmen  paarweis 
addirt,  zwei  gleiche  Summen  geben. 

Wo  demnach  Multiplication  durch  eine  Zahl  statt  findet 
da  tritt  Addition  ihres  Logarithmen  ein« 

Da  sowohl  ni  jeder  Verhältnissgleichung,  als  anch  in  ieder 
rDterscbiedsgieichung,  jedwedes  der  zwei  Paar  Glieder  durcn  die 
drei  anderen  Destimmt  ist,  so  muss  nach  den  letzten  solchen 
Gleichungen  zu  jeder  Zahl  nur  ein  bestimmter  Logarithme  ge- 
hGreo.  Daher  müssen  zu  gleichen  Zahlen  auch  bleiche 
Loearithmen  gehdren.  Und  eben  so  gilt  dies  nothwendig 
anch  umgekehrt 

Suchen  wir  nun  die  allgemeinsten  Ausdrficke  der  Lo^rithmen 
▼ooieo  Ei^ebnissen  der  Multiplication,  Division,  Potenzirung  und 
Wnsihiehttng. 


l)  bt 


ibo 


p=a6 , 


p:a^=b:\ , 


Mist 


Logp  —  Logo = Log6 — Logl , 
Logp = Loga  +  Log6 — Logl ; 


blgüch 


Log(a6)=Loga  +  Log6  —  Log  1 
oder  symmetrisch 

Log(a^  —  1  Logl  =(Loga— Logl)  +  (Log6— Logl) . 
Ans  Letzterem  folgt 

Log(a6c) — Logl  =  (Logoi —Logl)  +  Logc^  Logl 

= (Loga^Logl)  +  (Logt — ^Logl)-|-Logc— Logl) , 
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Lüg{abcd) — LogI  =:  (LogoAc — Log!)  -f  (Logd  —  Logl) 

=(Loga— Logt)-f  (Logfr— Logl)  +  (Loge— Logl) 

+(Logd-'Logl); 

daher  allgemein 

Log(a6ci2...)— Logl=(Loga— Logl)-|-(Log6— Logl)-f(Logc— Logl) 

+  (JLogd — Logl)  +  .•.. 

und  hieraus  erglebt  sich  fiir  den  Logarithmeo  eines  Prodactes 
von  n  Factoren  der  Ausdruck 

Log(a6ci2...)  =Loga+Log6+Logc+Logd +....— (n-^l)Logl . 

2)  Für  den  Quotienten 

a 

gilt  die  Proportion 

aÜM»  Ist 

Log9 «—  Logl  =:Loga— Log6 , 
und  sonach 

Log9=Loga— Log6-f  Logl, 
oder  auch 

Log  7-  =:  Loga— Log6  -f  Logl ; 
wofür  man  jedoch  symmetrisch 

Log  j — Logl = (Lpga — Logl) — (Log6  —  Logl) 
setzen  kann. 

3)  Für  die  Potenz  a",  deren  Exponent  absolut  und  ganz 
Ist,  die  also  dem  n factorigen  Producte  aaa,.,,  gleichgilt,  ist 
sonach 

Log(o»)  —  Logl = n(Ltoga — Logl) 

und  hieraus 

Log(o**)=nLoga — (n-*l)  Logl . 
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4)    Zur  PoteoB  a***  mit  iMgativem  ganzen  Exponeoten,  die 
daher  z^-^lst,  fiüdft  man 

JLog(o-«)  -  Logl  ^  Log^—  Logl 

:sz(LogX  —  Logl) — (Loga"---Logl) 

oder 

Log(a-")— Log!  =-  -n(Loga  —Logl) ;  » 

Mglidb  glll  einerlei   BeetinnnuDgsweise«    ivte   auch  die  Potenz- 
«xpoftenten  alget>raiAch  beiBogen  sein  m^gen. 


5)    Zur  Wurzel  ^^^=^9   bei  der  also  aszr^  tat  und  m  po< 
Htiv  oder  negatiT  ganz  sein  kann,  findet  man 

Loga— Logl^Log(r^)  —  Logl 

=  i»(Logr— Logl), 


daher  ist 


nd 


m  LoCd  1 

LogV«=-^+(l--^)Logl. 


6)    Zur  Potenz  a"*»  welebe  der  Wurael  V«^  gleidigiit,  fin< 
det  man 


li0g(«*)  —  Logl=;LogVtt* — Logl 

Log(d*) — Logl  _  n  (Logg —  Legi) , 

m  "~  m  ' 


n 


l^g(«*) — I^og  1  =  ^  (Loga— Logl) . 

* 

Mithin    gilt    die  oben  erkannte  Bestimmungsweise   för  jeden 
nitioDaien  Exponenten. 

Ans   dien  diesen  Ausdrücken  erheilet  nun,     dass  in  ihnen 
dordiweg  der  Logl  ein  lästiger  Begleiter  ist 


132 

Am  bequemsten  fSr  das  logarithroiscbe  Redinen  ist  es»  mit 
Neper  der IMesseinheit  der  Wege  and  Geschwindigkeiten  die  Null 
zum  Logarithmen  zu  geben.  (Cap.  I.  Admonitio).  Allein  heut  zu 
Tage  pflegt  man  die  Messeinheit  von  Grössen  nicht  mehr  wie 
ehedem,  wo  man  alle  Grössen  möglichst  genau  durch  ganze  Zah- 
len darstellte,  durch  eine  dekadiscne  Einheit,  wie  Neper  durch 
10000000,  sondern  durch  die  Stamm-Einheit,  d.  i.  durch  1,  vor- 
zustellen;} weil  man  auch  die  wie  immer  gebrochenen  und  selbst 
irrationalen  Zahlen  zur  Darstellung  von  Grössen  benutzt.  Darum 
geben  wir  Inder  Neuzeit  der  Zahl  1  immer  die  0  zum  Logarithmen. 

Danach  leuchtet  ein,  dass  aus  den  zwei  so  eben  erwiesenen 
Sätzen  die  allbekannten  4  Hauptlehrsätze  fiber  die  Ausdrficke  der 
Logarithmen  von  Producten,  Quotienten,  Potenzen  und  Wurzeln 
ohne  Miifae  hergeteitet  werden  können.  Setzt  man  daher  die  Lo- 
garithmen als  schon  berechnet  voraus,  so  kann  man,  sestQtzt  auf 
obige  Erklärung  derselben,  das  in  den  Elementen  der  Algebra 
gewöhnlich  allein  in  Anwendung  kommende  und  von  jenen  Uaupt- 
lehrsätzen  geleitete  Rechnen  mit  Logarithmen  vollständig  ab- 
handeln. 


5. 

Andere  merkwürdige  Betrachtung  der  Neper'scheo 
Erklärung  der  Logarithmen. 

I.  Nimmt  man  bei  den  oben  nach  Neper  besehenen  zwei 
deichzeitieen  Bewegungen  einen  beliebigen  Zeitabschnitt  fi!r  die 
Einheit  der  Zeit  au  und  setzt,  dass  der  erstere  bewegliche 
Punkt  B  in  jeder  Zeiteinheit  den  Weg  k,  der  andere  Punkt  ^ 
aber  in  der  ersten  Zeiteinheit  den  Weg  x  durchlaufe,  und  nimmt 
man  an,  dass  (Taf.  lil.  Fig.  3.)  die  oeweglichen  Punkte  nach 
Verlauf  der  Zeit  t  beziehlich  in  M  und  f»,  nach  der  Zeit  /-f  1 
aber  in  N  und  v,  folglich,  wenn  dt  eine  unendlich  kleine  Zu- 
nahme der  Zeit  t  vorstellt,  zur  Zeit  t'{-dt  in  den  Punkten  M'  und 
fi'  sich  befinden ,  von  denen  jener  zwischen  M  und  N,  dieser  zwi- 
schen fi  und  V  liegt;  so  wird,  wenn  die  Abstände  AM  und  flo 
mit  X  und  y  bezeichnet  werden, 

• 

MM'=^dx  und  {i^'=i'^dy 

sein.  Gestattet  man  die  Annahme,  dass  die  kurzen  Wege  MN^k 
und  fiv  von  den  beweglichen  Punkten  mit  gleicher  Geschwindig- 
keit oder  gleichförmig  durchlaufen  werden,  lolglich,  dass  die  zu- 
rückgelegten Wege  den  zugehörigen  Zeiten  proportional  seien,  bo 
hat  man 
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ood  nach  don  Gesetze,  weleben  der  «weite  Punkt  bei  seiner  Be- 
^^W^g  gehorcht  (2.  Def.  Coroll.): 

fiv:f40>=cr)f:a(D. 
Setzt  man  noch   den  ursprflnglichen  Abstand  ao>=p;   so  erbSit 


also 

dx^=ikdt, 

y      9 

Theilt  man,   um  dt  zu  eliminiren,  jenen  Ausdruck   durch  diesen, 
so  hat  mau 

y  Q 


und  hieraus  folgt 


— dy     %    dx 
y         Q     ^ 


^nefcr  findet  man  diese  Gleichung,  wenn  man  erwägt,  dass 
bei  iwei  gleichlurmigen  Bewegungen  die  während  den  nemlichen 
^In  zurflckgelegten  Wege  einander  (direct)  proportional  sind, 
nemGch  dass 

oder 

dxx—dgzizk'.iiLV 

nch  verhält.    Denn    theilt  man  diese  Proportion  durch   die  das 
besetz  der  Bewegung  des  zweiten  Punktes  ausdrückende 

fiv:fi'Oi=:0]f:a<o 

oder 

so  wird 

y  9 

also 


134 

Indem  nun  Neper  dazu  noch  vermuge  seiner  Erklärung 

hogyssix 

setzt;  stellt  er  eigentlich  zwischen  den  zwei  zusanimengehorigen 
Veränderlichen  x,  y  nicht  nur  eine  Differentialgleichung  aufi 
sondern  er  integrirt  sie  auch,  indem  er  die  eine  Veränderliche 
X  als  eine  eigentliche  Function  der  anderen  «  definirt  und  nach- 
her eine  Tafel  der  zusammengehörigen  Wertbe  dieser  Veränder- 
lichen berechnet. 

Anmerkung.  Man  sieht  nebenbei  hieraus,  dass  Neper  nicht 
fem  davon  stand  die  Differentialrechnung  zu  entdecken. 

< 
II.  Betrachten  wir  auch  diese  Darstellung  vom  allgemeineren 
analytischen  Standpunkte,  weil  uns  dies  in  der  Fol^e  von  Nutzen 
sein  wird;  so  seien  zwei  stetie  verändetliche  Zahlen  a: ,  y  mit 
einander  von  einer  dritten  t  abnängig,  so  zwar,  dass,  1)  wenn 
die  Werthe  t,  tf  um  M,  AV  (algebraisch)  wachsen,  auch  Xy  x! 
um  AXf  Ja^  wachsen,  und  ^,  y  um  dy,  ^y'  wd  y-\-/1y,  9^+4^ 
anwachsen,  und  2)  dass,  wenn  Jt=^tl  ist,  einerseits  auch 
Jx = /ix'  und '  andererseits 

yj^y^  ttpL  also  auch  ^==4' 

y  y  y      y 

sei. 

Dann  ist  jedenfalls  ^x  proportional  zu  z/£,  in  Zeichen 

Jx  ::Jt; 

und  es  lässt  sich ,  wenigstens  für  genügend  kleine  Werthe  von  Jt 

und  ^y,  auch  --    zu  M  propqrtionai ,  d.  i. 

•/ 

y 

annehmen.    Danach  ist  auch 

vir::—     oder    z/a::-     =m, 

y  y 

und  sofort 

y     w» 

wenn  m  eine  coustante  Zahl  bezeichnet. 
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S«tzt  man  für  die  kleinsten  Zanahmen  zfx»  /ly  die  entspre- 
chenden Differentiale  dar,  dy\  so  erhält  man  —  wie  ol>en  —  die 
gieicbgestaltete  Differenzialgleichnng 

ab  deren  Integral  Neper's  Erklärung  die  deiebang 

Log^=j: 

hinstellt. 

Man  lege  die  Null  als  Logarithmen  der  Zahl  q  bei,^  man 
g«be  nemlich  :c=:0  zu  v=^  oder  mache  Logp  =  0.  Sei  noch 
J|=i|  nnd  Iimt7=0,  so  ist 

y        Q 

Da  DIU  auch 

ist,  80  findet  man 

Log  (y  + -^y) — Logy  ==-^-aJ  * 

Log(e+i^) -Logp = m^ 
l&ritei}r=0;  daher  ist  (gemäss  Art.  4.) 

Setzt  man  afbbSrzend  -^se,  so  ist  auch  lim£=0,    und  dafür 

oder 

j 

m  sriim  Log(l  -f  8)'  —  Logl . 

e=o 

Fflr  seine  eigenen  Logarithmen  nahm  Neper  die  Anfangs- 
geschwiodigkeiten  k  und  %  der  beweglichen  Punkte  B  voiAß  zwar 
gleich  gross,  jjedoch  entgegengesetzt,  also  A:=— x  an.  Danadi 
ist  bei  ihm,  weil  allgemein 
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oder 

111= A: 

Ut,  m  =  —  Q.  Den  anfiUiglichea  Abstand  00= p  nahm  Neper  zur 
Längeneinheit 9  setzte  ihn  also  =  10000000=  1(F,  so  dass  dem 
nach  für  ihn  m^s^-^lV  war. 

Folglich  ist  bei  Neper 

und  daf&r 

log.neperiamns  y=:x. 

Aendert  man   aber  dies  dem  neueren  Gebraache  gemfiss  ab, 
todinn  man  diese  Längeneinheit  ^  =  1  setzt,  so  ist  fit= — i. 


B. 

Byrg's  Erklärung  der  Logarithmen 
durch  Verknöpfung  einer  arithmetischen  und  geometrischen  Reibe. 

6. 

Byrg*)  gab  im  Jahre  1620  eine  Logarithmentafel  herws 
unter  dem  Titel: 

Arithmetifcbe  vnO  Geometrifcbe  Progress- Cabolen,  fambt 
0r&nbItcben  vnremcbt,  wxt  folcbe  n&^Ucb  in  aUerley  ^ecbnom 
gen  ^tt  gebrancben  nnö  verflanOen  n>eröen  fol.  (BeömcEt«  Jn  0er 
alten  etaöt  Prag,  bei  panl  Neffen,  Oet;  Jl^blicben  Universitet 
SucbOrucfet/  3m  ^abre  1630. 

Diese  auf  TVa  Bogen  in  Klein-Quart  gedruckte  Tafeln ,  zu  de- 
nen leider  der  ,»grandliche  Unterricht*'  fehlt,  sind  jetzt  schon 
äusserst  selten.**) 

Die  Benennung  ,, Logarithmus *'  gebraucht  Byrg  nicht. 

Wer  von  diesen  .zwei  Gelehrten,  Neper  und  Byrg,  frfiber 
die  Logarithmen  entdeckt  habe,   lässt  sich  nicht  mit  Sicherheit 


*)  Jobtt  Biirgi  oder  Justn«  B  jrg  wnnle  gebofen  Im  Jahre  ISSi 
■a  Lichteneteig,  einer  kleiaen  Stadt  in  der  Scbweis,  Kanten  St  CraUen 
an  der  Thnr;    und  starb  im  Jahre  1633  an  Caead. 

**)  Ich  benutzte  da«  in  der  Bibliothek  de«  k.  k.  Bombardier- Corpi 
befindliche,  gleichfalli  am  Prof.  Hantiehra  Nachlasi  heretanunciM'^ 
Exemplar. 
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CBtscheideii.     FOr    Bvrg  sprecbea   folgende  Nachricfaten  seioef 
Freunde  ond  Venraoaten. 

Ersteos  Sassert  sich  Kepler  (id  seiner  Tabnlae  Rudolphioae^ 
foL  Ulmae.  1627.  Saurias,  pag«  11.  colani.  1.  Praecepta.  Cap.  HI.) 
über  ihn  wie  folgt:  i 

....  boc  inqoam  si  expetis :  ecce  tibi  apices  logistices  anti^nae^ 
nn  praestant  hoc  long^  commodius:  qui  etiam  apices  logistici 
Josto  Byrgio  mnltis  annis  ante  editionem  N:eperianam« 
mm  praeivenint,  ad  hos  ipsissimos  logarithmos.  Etsi  nomo  cun« 
ctator  et  secretorum  suorum  custos,  foetum  in  partn 
destitaity   ooo  ad  usus  ptibiicos  edacavit 

Zwdtens  erzählt  Montferrier  (Dictionnalre  des  sciences 
utb^matiqaes.  4.  Paris«  1835.  tom«  1«,  pag.  342.)  in  seiner  Bio- 
|!nphie  Byrg's: 

Benjamin  Bramer  ....  daos  an  ouvrage  qui  a  poar  objet  la 
descripboQ  d'un  instrument  poor  la  perspective  et  le  \4yi  des 
plan«,  s*ezprinie  ainsi:  ^C'est  sur  ces  priocipes  qae  moa  eher. 
•eathfr^e  et  maitre  Jaste  Byrge  a  calcol^,  il  y  a  viogt  ans*' 
(cetoovrage  paraissait  k  Casf^el  en  1680*))  »»ane  belle  table  des 
prof;res8ioas ,  aveclears  dlifi^rences  de  10  en  10 ,  calculi^es  k 
9chifre8y  qa'il  a  %a6si  fait  imprimer  saos  texte  ä  Pragoe,  en 
1620;  de  sorte  que  rinventioo  des  logarithmes  n'est 
pas  de  Neper,  roais  a  4i6  fait  par  Jaste  Byrge  long- 
tcnpg  avant"**) 

l^ick  dieser  Aeusserung  Bramer's  hätte  demnach  Byrg 
*^  Lifarithnientafel  entiveder  im  Jahre  1602  oder  1610  be- 
reclmet,  jenachdem  Bramer  sein  Werk  im  Jahre  1622  oder  1630 
dmclea  lassen  hat.  Da  indessen  auch  Neper  seine  im  Jahre 
1614  keraosgegebene  Tafel  schon  einige  Jahre  früher  berechnet 
oabea  konnte;  so  lässt  sich  über  die  Priorität  der  Entdeckung  der 
Logarithmen  nicht  mit  Bestimmtheit  absprechen,  sondern  man 
njosg  mathroassen«  dass  Neper  and  Byrg  gleichzeitig,  jeder. für 
Bick»  anf  selbe  Terfallen  seien. 


7. 

Byrg  stellte  eine  arithmetische  und  geometrische  Reibe  der- 
i^tait  zosammen ,    dass  gleich?ielte  Glieder  von  beiden  zu  ein«* 


*)  Wahrtrheinlich  iit  die«  folgende«  Werk:  „Kurter  aber  deutlicher 
o^ht  vom  Gebranch  de«  Ton  Benj.  Bramer  erfandenen  Proportional- 
liiitniBieaceii ;  20  Seiten,  mit  einer  AbbiMong  de«  Instrumente«  auf  einem 
^tbm  Bügen.  S.  Ca««el.  1S22.*'  (Siehe  Ro  gg  Handb.  der  mathem. 
utcrtUr.  8.  Tübingen.  1830.  8.  419. 

,  ^)  Fvr  die  Cre«chichte  der  Lehre  ton  dett  Logarithmen  iräre  e« 
^«cbeaawerth,  da««  jemand,  dem  da«  angeführte  Werk  von  Bramer 
^S*Hi^  ist)  die  hieher  geborige  Stelle  wortgetreu,  «o  wie  eine  genaue 
^^e  de«  Jahraabl  de«  Drucke«  diese«  Werbe«  dnrcb  da«  Archiv  ver^ 
•nenUichcB    möchte. 


Tbeil  XV.  »O 


138 

ander  geUren,  und  erkUrte  dann  jede«  Glied  der  t 
Reibe  liir  den  Logarithmus  des  eben  so  vielten  Gliedes  der  geo- 
metrischen Reihe. 

In  derselben  Weise  verfuhren  auch  mehrere  Nachfolger  Ne- 
per's.  So  sagt  schon  Vlacq*)  (ein  Zeitgenosse  Neper's  und 
Briggs'): 

Logarithmi  sunt  quantitatum  Continus  proportionalium  comites 
aequidifferentes. 


Sp&ter  Caspar  Sehott  in  seinen  Cursus  Hatbematicos.  fol. 
HerbipoU,  Scbonwetter.   1661.  tib.  27.  pag.  589: 

Logarithmi  sunt  numeri  secondum  proportionem  arithmeticam 
quamcmque  coutinue  crescentes»  ant  decroscentes,  adjuncti  do- 
meris  ab  unitate  Inchoatis  et  secundom  proportionem  geometricaa 
continue  crescentibus. 

Diese  Erklärung  der  Logarithmen  geht  aus  jener  von  Neoer 
sehr  leicht  hervor,  wenn  man,  um  sich  eine  Vorstellong  von  den 
Gange  der  gleichzeitigen  Aenderong  der  Zahlen  und  iber  Lo^;«- 
rithmen  zu  verschaffen,  eine  grössere  Menge  von  LogarithneB 
um  gleiche  Unterschiede,  folglich  ihre  Zahlen  in  ffleicben  Vtr- 
hfiltnissen  nach  und  nach  wacnsen  lässt  Auf  diese  Weise  erhält 
man  eine  arithmetische  Reihe  von  Logarithmen, 

mTq,  •Ü'^^p  jE!^,  •••••Ell,«««* 

und    eine,   Glied  fflr  Glied  zugehörige  geometrische  Reihe  roo 
Zahlen 

so  dass 

Logyo=:ro,  Logyi=::r|,  «.••Logym^^By 

at 

Neper  selbst  bediente  sich  dieses  Vorganges,  um  die  Loga- 
rithmen zu  berechnen« 

Beide  Reihen  werden  recurrent,  jedes  Glied  aus  dem  frilhe- 
ren  berechnet ,  die  arithmetische  der  Logarithmen  durch  fortwäh* 
rende  Addition  des  beständigen  Unterschiedes,  die  geometriscbe 
der  Zahlen  durch  fortwährende  Multipiication  mit  dem  sich  gleich 
bleibenden  Quotienten. 

Da  zumeist  Rir .  bestimmte  Zahlen  die  zugehörigen  Loearitk 
men  zu  suchen  sind,  so  wird  fast  immer  eine  EinscbaltuDf 
einer  neuen  Reihe  zwischen  zwei  Gliedern  der  Hauptreihe  erfo^ 
derlich  sein.  Dann  ist  wieder  jedes  Glied  der  arithmetbcbca 
Schaltreihe  der  Logarithmus  des  eben  so  vielten  Gliedes  der  ge<K 
metrischen  Schaltreihe. 


•)    woV 
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Will  man  sonach  eioe  solche  Reihe  mit  alieo  ihren  einscbalt- 
baren  als  eine  einzige  stete  fortschreitende  Reihe  derselben  Art 
insehen;  so  muss  man  ausser  den  ganzzahligen  Stellenzeigern 
auch  noch  gebrochene«  ja  sogar,  da  manche  Zahl  strengstens 
}!eeommen  darch  keinerlei  solche  Einschaltung  vuliig  genau«  son* 
i§m  nur  immer  genauer  und  genauer ,  als  eine  fixe  Grenze  erreicht 
werden  kann«  auch  irrationale  Stellenzeiger  zulassen. 

Sei  demnach  n  ein  derartiger  allgemeiner  Stellenzeiger,  nem- 
licii  |M)8itiv  oder  negativ,  ganz,  gebrochen  oder  irrational;  so  ist, 
wenn  d  die  constante  Differenz  der  arithmetischen  Logarithmen- 
reibe, und  g  den  beständigen  Quotienten  der  geometrischen  Zah- 
leoreihe  vorstellt,  bekanntlich  ganz  allgemein 

OTn^i^^o  -{■  nd  9 

FOr  die  Theorie  kann  man,  am  nur  ganzzahlige  Stellenzeiger 
n  erhalten,  den  Unterschied  d  so  klein  und  den  Quotienten  g 
■dion  selbst  so  nahe  an  1  annehmen,  dass  jeder  Logarithme  so 
wie  jede  Zahl    zwischen    hinreichend    enge   Grenzen    zu  liegen 

konuDe. 

So  nahm  Neper*)  zum  Anfangsgliede  seiner  geometrischen 
Reihe 

yo=tOOOOOOO=:l(F, 

OB  lAehstfolgenden 

diter  zum  Quotienten 

fancr  zur  Differenz  seiner  arithmetischen  Reihe  if=:=l,  und  zu 
ikrem  Ansganicsgliede  x^sO.  Byrg**)  nahm  zum  Ausgangsgliede 
seiDer  geometrischen  Reihe 

yo= 100000000=10«, 

'sm  nächst  folgenden 

^1  ==100010000, 

daher  zum  Quotienten 

9=:i<)ooi=i4-]^; 


*)    Vergl.  Klögerg  math.  Wörterb«  111*  Art.  Logarithmof.  nam,  1 14, 
**)    Vergl.  ebenda  wu  106. 


10* 
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ferner  zur  Diferenz  seiner  arithmetischen  Reihe  cl3clO>   und  zo 
ihrem  Ausgaiigsgiiede  Xo'=^0. 

In  dieser  Weise  zei^liedert  Bonaventura  Cava  1er io  in  sei- 
ner Triffonometria.  4^.  ßononiae.  1643.  pag.  4.  coL  1.  num.  XXV. 
die  Erklkning  der  Logarithmen. 

Man  sieht  leicht  ein ,  dass  das  Verständniss  des  hier  erör- 
terten Begriffes  von  Logarithmen  durch  die  unausweichliche  Ein- 
schaltung in  den  Reihen  und  durch  die  gebrochenen  und  irratio- 
nalen Stellenzeiger  getrübt  wird. 


C. 

Keplers  Erklärung  des  Logarithmus  als  des  Ab- 
z&hlers  der  Vervielfachung   eines  Grundverhältnisses. 

8. 

Kepler  (in  den  Tabulae  Rudolphinae  Cap.  III.  pag.  ll.col.].) 
sieht  den  Logarithmus  als  Mass  einer  Proportion  oder  richtiger 
eines  Verhältnisses   au.    Denn  a.  a.  O.  Gndet  sich 

die  Marginalfrage : 
Elementum  logarithmorum  miuimum  quid? 

und  die  Textanwort: 
...  proportio«  ejusque  mensura,  Logarithmus  .... 

Eben  so  leitet  Nikolaus  Mercator  seine  Logarithmotecfanii 
London  1667  et  68,  pag.  L  mit  folgenden  Worten  ein: 

Logarithmus  composito  vocabulo  dicitnr  a  ratione  et 
nnmero,  quasi  rationum  numerus;  id  quod  plane  cum  re  coo- 
sentit.  Est  enim  Logarithmus  nihil  aliud,  quam  numerus  ra- 
tiuncularum,  contentarum  in  ratione,  quam  absolutus  qoisqoe  (seil, 
numerus)  ad  unitatem  obtinet. 

Diese  Erklärung  war  nebst  der  vorigen  lange  sehr  beliebL 
So  giebt  noch  Klügel  (Math.  Wörterb.  111.  8.  1808.  Art.  Loea- 
rithmus)  folgende  Erklärung: 

„Logarithmus  ist  die  Zahl,  welche  anzeigt,  das  wie  viel- 
fache ein  Verhältniss  in  Absicht  auf  ein  anderes  Grundverhält 
niss  ist,  wodurch  alle  Verhältnisse  gemessen  werden.  NemÜch 
wenn  das  Grundverhältniss  ist  a:b,  so  ist da^  i// fache  a"*:6". 

SO  wie  auf  der   anderen  Seite  ....  das  n  getheilte  a^:b^;    femer 

m     m 

noch  das  m fache  und  it getheilte  a":6"...     Die  Zahl   -~     ist   der 


m 


Logarithmus  des   Verhältnisses    a":6**  in  Beziehung  auf  das  a:b. 
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Aof  diese  Erldäniog  bezieht  sich  die  Bildong  des  Kunstwor- 
tes ,  welches  aus  dem  griechischen  Xoyuiv  dgi&aog  zusammengezo- 
gen ist,  Qod  einen  Verhältnisszähler  oaer  Verhältniss- 
■esser  beseichnet/' 

Eben  so  erklärt  Schmeisser  in  seinem  Lehrbuch  der  reinen 
Mathesis,  1.  Theil.  Berlin.  1817.  $.  41—44,  S.  61-67. 

Diese  Erklärung  der  Logarithmen  entspringt  jedoch  keiires- 
«egs  unmittelbar  aus  der  Neper'schen  (A),  sondern  erst  aus  der 
roD  ihr  abgeleiteten  (B) ,  welche  die  Glieder  einer  arithmetischen 
Reihe  Logarithmen  der  gleichstelligen  Glieder  einer  geometrischen 
neont;  zugleich  ist  sie  sehr  eingeschränkt.  Denn  in  einer  geome- 
trischen Reihe  ist  das  Verhältniss  jedes  Gliedes  yn  zum  Aus- 
£;iiig8gliede  yo  das  so  vielfache  Verhältniss  des  ersten  hinter  die- 
sem Ausgangsgliede  stehenden  Gliedes  yx  zum  Ausgangsgliede  yo 
jcjbst,  nemlicb  • 

Dazu  nimmt  man  aber  einschränkend  yiy=\  und  zur  arithmetischen 
Rdbe  die  der  Stellenzahlen  selbst,  nemlich 

U,  X,  iS,  Oj  «•••  it,  .... 

f 
oad  erklärt  danach 

n  =  Log(yn :  yo) 
od« 

n=Logya. 

Dieser  aisprunglich  nur  für  absolute  ganzzahlige  Stellenzeiger 
»gütige  Satz  wird  auch  auf  negative  und,  in  Folge  der  Interpola- 
tioo  10  beiden  zusammengehörigen  Reihen ,  auch  auf  gebrocnene 
vid  inatioiiale  Zahlen  ausgedehnt. 

Wenn  man  aber  —  wie  es  doch  sein  muss  —  von  diesen  Rei* 
ken  absieht,  so  macht  diese  Erklärung  der  Logarithmen,  als  Ab- 
zilller  oder  Exponenten  der  Vervielfachungen  eines  gewissen 
Gnindverhältnisses,  bei  einer  für  Anfänger  fasslich  und-  dennoch 
p^odlicb  sein  sollenden  Zergliederung  negativer,  gebrochener  und 
mationaler  solcher  Abzähler  sehr  bedeutende  Schwierigkeiten, 
ober  die  man  sich  freilich  bisher  mit  Leichtigkeit  hinweggesetzt 
bat  Desswegen  dürfte  dieselbe  entschieden  für  die  am  wenig- 
aten  geeignete  zu  erachten  und  darum  ganz  zu  verlassen  sein. 


9. 

Noch  benütze  ich  die  Gelegenheit,  die  eigentliche  ursprüng- 
Eche  Bedeutung  des  Wortes  „Logarithmus'*  hier  gründlicher  als 
bisher  gtfschehen  zu  erforschen.  Dass  die  von  Mercator  (lt)67), 
Gilbert  (1776),  Klügel  (1808),  Scbmeisser  (1817)  u.v.a. 
ugegebeoe,   und  gewöhnlich    beliebte,    als  if^i^^og  tmv  loymv. 
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Menge  der  VerhXItnisse,  keineswegs  die  richtige  sei,    ^ird  aas 
folgenden  Gründen  einleuchten. 

1.  Wer  fiher  die  genaue  etimologische  Bedeutung  dieses 
Wortes  vollen  Aufschluss  geben  kann,  ist  einzig  und  allein  Ne per, 
da  er  es  der  Erste  und  zwar  zum  ersten  Male  in  seinem  Origioal* 
werke  vom  Jahre  1614  auf  der  vierten  Seite  gehraucht  und  höchst 
wahrscheinlich  dessen  Schöpfer  ist.  Leider  analysirt  und  inter- 
pretirt  er  es  nicht  selbst. 

2.^  Nun  gebraucht,  aber  Ne per  nireends  diesen  Begriff  de« 
Logarithmen  als  Abzählers  von  Vielfachen  eines  Verhältnisses; 
ja  er  vermochte  gar  nicht  seinen  so  allgemeinen  Begriff  mit  die- 
sem eingeschränkten  zu  vertauschen;  und 

3.  aus  seinem  eigenen  Begriffe  kann  dieser  partikalfire  on- 
mittelbar  und  nicht  ohne  sichtlichen  £wang  hergeleitet  werdai. 

Uro  also  die  richtige  Bedeutung  aufzudecken,  muss  roao 
jene  Stellen  in  Nepers  Originalwerk  hervorheben,  welche  dir 
allgemeinsten  und  Grandeigenschaften  der  Logarithmen  bespre- 
chen.    Nun  giebt  er 

1.  in  der  Einleitung  zu  diesem  Werke  Aufschluss  über  Ad- 
lass  und  Zweck  der  Entdeckung  der  Logarithmen ,  den  ich  daber,i 
well  er  auch  sonst  lesenswertn  ist,  hier  wortgetreu  vollständig 
roittheile. 

Quum  nihil  sit  ...  mathematicae  praxi  tarn  molestum ,  quodque 
Logistas  (die  Rechner)  magis  remoretur,  ac  retardet,  quam  mag- 
norum  numerorum  miutiplicationes,  partitiones,  quadrataeqne  ae 
cubicae  (seil,  radicis)  extractiones,  qoae  praeter  prolixitatis  Me- 
dium, lubricis  etiam  erroribus  plurimum  sunt  obnoxiae:  coepi  igi* 
tur  animo  revolvere,  qua  arte  certa  et  expedita  posseni  dicta  in- 
pedimenta  amoliri.  Muttis  subinde  In  hunc  finem  perpensis,  noo- 
nutia  tandem  Inveni  praeclara  compendia  (Abktirzungen)  alibi  fo^ 
tasse  tractanda:  verum  inter  omnia  nullum  hoc  utilius,  quod  ona 
cum  multiplicationibus ,  partitionibus ,  et  radicum  extraqtionibos 
arduis  et  prolixis,  ipsos  etiam  numeros  multiplicandos ,  divi- 
dendosy  et  in  radices  resolvendos,  abopererejicit,  et  eonm 
loco  alles  substituit  numeros,  qui  illorum  munere  fun* 
gautur  per  solas  additiones«  subtractiones,  bipartitiones  et  tri- 
partitiones.  Quod  quidem  arcanum  cum  ....  sit,  quo  comroupius« 
eo  melius:  in  publicum  mathematicorum  usum  propalare  libuit 

Von  da  an  gebraucht  Neper  das  Wort  Logarithmus  erst  in 
Cap.  L  DeGn.  6.  pag.  4. 

2.  Neper  nennt  in  seiner  Logarithmorum  Canonis  Cod- 
s*tructio,  1619,  die  eigentlich  in  Rechnung  zu  bringenden  Zahlen 
nnmeri  naturales,  dagegen  ihre  Logarithmen  numeri  artificia- 
les.  (Vergl.  auch  Karsten  Lehrbe^riff  der  gesammten  Mathe 
matik.  8.  2.  Aufl.  II.  Tbl.  l.  Abth.  Greifswald.  1786.  S.  242). 

Nach  seiner  Ansicht  sind  demnach  Logarithmen  gew\ß^ 
kOnsIlich   geschaffene  Zahlen,    welche    als  leichter^  verwendbare 
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Sobsiltiiteii  (Stell-  uod  AmtoFertreter)  aoderer  in  manche  schme« 
rige  RedmnDgen  eigentlich  aufsanehmender  Zahlen  dienen. 

3.  Nun  bedeutet  in  dem  zusammengesetzten  Worte  Xoyccgid'it.og 
das  Grundwert  apiOiio;  Anzahl  oder  allgemeine  Zahl,  numerus,  oder 
aoeh  R ao g,  We rt  d  ,  wie homo  nullo  numero,  oder  Mass,  mensura, 
wie  in  6o<n>  d^i^f^og  des  Weges  Mass;  die  Bestimmsilbe  loy 
laoB  aber  entweder  von  6  loyog  oder  von  loyKStMog  herstammen. 
Die  nach  unserer  Erörterung  hier  passlichen  Bedeutungen  voo 
iofog  sind  aber  nur  Rechnung«  Anschlag,  Schätzung  oder 
Rücksicht  wie  in  kovov  Ixjeiv  uvog^  rationem  habere  alicujus  rei, 
Rücksieht  nehmen  auf  etwas,  keineswegs  aber  Proportion  oder 
VerbSltniss;  so  dass  lenes  Wort  eigentlich  dgi^iiog  tov  Xoyov 
Recbnungszahl,  Recnnungs-  oderSchätzungswerth  oder 
-Rang,  oder  agt^iiog  loyov  H%mv  rivog  iXlov  eine  auf  eine  ge- 
^\9»e  andere  (Zahl)  Rücksicht  oder  Bezug  nehmende  Zahl ,  Be- 
legs zahl  bedeutet  Das  Beiwort  XQyi0%i%og  war  zuNeper*s  Zeit 
«hr  ubUcliy  wie  man  aus  Kepler's  Tab.  Rudolphinae  in  den 
AosdrfickeD  numeri,  apices  logistici  ersieht;  es  oedeutet  zum 
Rechnen  gehörig  oder  dienlich;  daher  würde  die  zu  erfor- 
schende Benennung  eigentlich  aQi&^os  ito/»0nxoc,  numerus  logisti- 
cos,  zum  Rechnen  dienliche  (verwendbare)  Zahl  andeuten,  (^rgl. 
Fr.  W.  Riemer  griecb'. -  deutsches  WOrterb.  Lex.  8.  1825.  Jena; 
M.  J.  A.  E.  Schmidt  deutsch -griech.  Handworterb.  12.  L^pzig. 
Tanchnitz.  1832.  „Rücksicht^*;  J.  G.  Schneider  griech.-deutsches 
Worterb.  4.  3.  Aufl.  Leipzig,  1819;  Sehe II er,  lat- deutsches 
Leuooo  io  3  Bdn.,  2.  Aufl.  8.  Leipzig.  1788.,  IL  3998.). 

Kadi  dieser  Beweisführung  hatte  ich  daßlr,  dass  das  Wort 
l«7«ffi|w$  Im  Sinne  seines  Schopfers  mit  Recbnungszahl, 
Beiigszabl,  Rechnungs*  oder  Sch&tzungswerth  oder 
'fiasg  (einer  anderen  Zahl)  zu  verdeutschen  sei. 


D. 

Die  seit  Euler  üb'liche  ErkiSruns  der  Logarith- 
Ben  als  Exponenten  von  Potenzen  eines  bestimmten 
Potentiands. 


10. 

In  einem  sistematiscben  Lehrvortrage  der  Algebra  müssen  in 
der  Lehre  vom  Potenziren  zuerst  absolute  ganze  die  l  ubersten 
geode  Exponenten  und  darauf  die  absoluten  Exponenten  1  und  0, 
spater  die  negativen  aber  noch  immer  ganzen  Exponenten  erforscht 
werden.  Danach  erfolgt  der  erste  Rückschritt  vom  Potenzi- 
reo,  das  Radiciren,  nemlich  die  Rückbestimroung  des  sebrauch- 
tee  Potentiands.  Im  Verlauf  dieser  Untersuchung  wird  man  auf 
Potenzen  nach  gebrochenen  und  irrationalen  Exponenten  geleitet. 
Nachdem  man  so  den  Potenzexponenten  in  beiderlei  Aggregra- 
lionsbesiefanngen  und  von  jederlei  Zahlform  erhalten,  also  der 
veranderilche  Potenzexponent  stetig  von   —  x  bis  -f  od  wachsen 
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kann;  erfolgt  der  andere  Rückschritt  Tom  PotenEiren  auf  das 
zweite  Potenzirungselemeni,  den  Exponenten,  der  nun  den  Namen 
f^ogarithmus"  annimmt. 

Wenn  nemlich 

ist,  so  ist  X  der  Logarithmus  von^f  flir  die  Grandzahl  6,  in  Zeichen 

* 

^=log8f. 

Diesen  folgerechten  Gang  scheint  zuerst  Euler  (VoUstfindige 
Anleitung  zor  Algebra.  2  Thle.  8.  Petersburg.  1770;  herausgege- 
ben von  J.  Ph.  Grüsan.  8.  Berlin.  1796.  im  1.  Theil.  S-  219  und 
220.  S.  107.)  gezeichnet  zu  haben. 

Diese  Art  der  Logarithmen  ist  jedoch  nicht  bloss  ein^ 
schränkter  als  jene  Neper's  und  Byrg's,  weil  jedenfalls  ihr 
U^l=0  ist,  sondern  auch  schwieriger  im  Verständniss  von  An- 
fängern^ weil  vorerst  das  Potenziren  nach  gebrochenen  und  irra- 
tionalen Exponenten  gelehrt  worden. sein  mnss.  Indess  passt  sie 
allein  streng  in  aas  wissenschaftliche  Sistem  der  sieben 
Grundrechnungen  der  Algebra,  und  kann  daher  in  dieser  Lehre 
heut  zu  Tage  auch  blos  allein  aufrecht  erhalten  werden. 


IL 

Auf  diesen  Euler'schen  Begriff  des  Logarithmen  lassen  sich 
die  früher  erörterten  älteren  zurückleiten. 

L  Bei  Nener  wächst  der  Logarithme  x  mit  der  Hilfsyerän- 
derlichen  i  gleicnförmig ,  während  die  Zahl  y  in  gleichem  Verhält- 
nisse wächst.    Sei  nun  f3r 

«=0,    a?=aro,    y=yo» 
ür 

<=1,    «=a:i,    y=y,. 

Während  also  i  von  0  bis  1  am  1  wächst,  steigt 

X  von  x^  bis  X\  um  »Ti— ^Xq, 
und 

y  von  5fo  ^^  V\  ^^  ^^^  Verhältnisse  ^« 

Während  dagegen  überhaupt  t  von  0  bis  I  um  t  wächst,  steigt 

X  von  otq  bis  x  um  X'^Xq» 
und 
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y  voD  yo  b^  y  '>D  ^^^   Verhältnisse  ^  • 


Weil  aber  mit  gleichen  Zunahmen  von  t  auch  gleiche  Zuoah- 
laen  von  x  und  gleiche  Verhältnisse  von  y  verbunden  sind;  so 
muss  der  Zunahme  von  t  die  Zunahme  von  x  und  die  Zunahme 
der   Steigerungs-   (Vervielfachungs-)    Zahl   n   des    Verhältnisses 

'—  proportional  seiu^  nemlich 

yo     vyo/ 

und 

11— 0:l-0=<— 0:1— 0 

•der 

n:l  =  <:l. 
Daraus  folgt 

^1-^0  »0     Vyo/ 

Anstatt  der  vier  Constanten  ;ro»  Xi,  yo»  ^i  l&ssen  sich  andere 
«»Hkren«  Sei  0  der  Logarithme  von  q,  und  ß  der  Logarithme 
VM  6,  dann  ist  zunächst  rar  ^=0  und  y=^Q 


und  wenn  man  dadurch  die  frühere  Gleichung  theilt, 

X 


naehher  ist  f&r  x=:ß  und  y=6 


folglich^  wenn  man  nach  tt  potenzirt. 

Daher  ist  -g  der  Logarithme  von  —  für  die  Grundzahl  — 

r  If  V 
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Macht  man  wie  letzt  fiblich  ^^1  und  ß^l,    alao  Logl=0, 
und  Log6=1,  60  ist 


also 


b 
ar=:logy. 


2.  Bei  der  nach  Neper  und  Byrg  vorzunehmenden  Zosam* 
roenstellung  eioer  arithmetischen  uod  geometrischen  Reibe  gibt 
voo  den  zwei  hiefiir  giltigeo  Gleichungen  (aus  B) 

die  erste 


Sn — a:n 


n= 


daher  die  andere 


'«-'o 


y»=!fo9    ^ 


Hebt  die  arithmetische  Logarithmenreih^  mit  0,  die  geome- 
trische Logarithniandenreihe  aber  mit  9  an,  d.  h.  ist  Xo=0  und 
yQZ=2Q,  folglich  0=Log^;  so  ist 


'1. 


Gehort  dann   ß  als  Logarithme  zu  6>    ist    nemlich    asm^^ß    und 
yn=by  so  ist 

daher  ' 


=(i) 


»?^^*^^ 


Mithin  ist  -^  der  Logarithme  von    -    für   die   Grundzahl  — 

Macht  man  wie   üblich  ^r=1   und  /}=1,    also  Logl=0  und 
Log6  =  l,  80  ist 


I 


14T 

TtUo 

b 

3.    Nach  Kepler*s  Darstellung  der  Logarithmen  hat  man  (ip 
0  die  Gleichungen 

mithin  i«t  sogleich  nach  Euler  n  der  Logarithme  von  ^  fSrdle 
Grundzahl    —  • 

Gewöhnlich  macht  man  yo^^»  ^^^^  0:=Logl»  dann  ist 


aUo 


n=logf/i». 


12. 

Rickblick  auf  die  bisherigen  Erklärungen  des  Lo- 
garithmus. 

Ehrendenkmal  Nepers* 

Vergleicht  man  die  bisher  aufgestellten  ErklSihingen  der  Lo- 
garithmen, so  erkennt  man  leicht  folgende  Vorzüge  der  nach 
meiner  Weise  dargestellten  Neper'schen  Erklärung  vor  den 

übrigen. 

1.  Die  mit  einander  zu  Verbindenden  stetig  Veränderli- 
chen r,  X,  T,  d.  i.  die  HilCsveranderliche  T,  der  Logarithmus 
^>  and  der  Logarithmand  Y,  brauchen  nicht  eben  neue  Zahlen 
ZQ  sein,  sondern  sie  können  auch  un gemessene  stetise 
^Tussen  jeglicher  Art,  als:  Strecken,  Bogen,  Winkel,  FTä- 
chen,  Kurperräume,  Kräfte,  Gewichte,  Zeiten  u.  s.  w.  sein,  so 
dass  also  der  Logarithme  das  Schätznngsmass  oder  der  Rech- 
nuogswerth  des  Logarithmands  ist. 

Bringt  auch  diese  Allgemeinheit  keinen  erheblichen  Vortheil 
fir  die  zumeist  ausgebildete  und  beachtete  Anwendung  der  Lo- 
garithmen auf  das  Ausreebnen  gewisser  besonderer  Zahlen;  so 
Helbt  sie  eleichwohl  (tlr  die  allgemeine  Theorie  der  Logarithmen 
^Mkst  wiehtiff ,  wenn  man  diese  —  was  doch  auch  von  wissen- 
schaftlichem Werthe  ist  -*  sp^calativ  weiter  verfolgen  will. 
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2.  Neper's  Erklärung  iMsst  schon  (ür  sich  selbst  bei  dem 
Logarithmus^  wenn  er  als  Zahlwerth  einer  stetig  veränderlichen 
Grosse 9  oder  als. Zahl  im  weitesten  Sinne,  betrachtet  wird,  beide 
algebraische  Beziehungen,  die  negative  eben  so  wohl  als 
die  positive ,  und  jedwede  Zahl  form,  die  nuze ,  gebrochene 
und'  irrationale  (I)  zu;  während  alle  anderen  Erklärungen  diese 
unerlässliche  Eigenschaft  erst  mühsam  und.  Anfangern  nur  sehr 
schwer  fasslich ,  nachweisen  mfissen* 

3.  Dieselbe  Erklärung  lässt  bei  der  Zusamnienstellupg  der 
das  logarithmische  Sistem  bestimmenden  Hauptwerthe  des 
Logarithmands  und  Logarithmus  freie  Hand;  nach  ihr  kann  man 
die  Null  jeder  Grosse  als  Logarithme  zuweisen,  oder  man  kann 
das  Verhältniss  der  gleichzeitigen  kleinsten  Aenderungen  des  Lo- 
garithmands und  Logarithmus  beliebig  festsetzen. 

4.  Sie  enthält  —  was  ßir  die  Grandlehre  der  Differential- 
rechnung bedeutsam  ist  —  in  sich  auch  sogleich  den  Ausdruck 
des  Differentials  des  Logarithmen,  da  sie  eigentlich  das 
Integral  einer  Differentialgleichung  ausspricht. 

5.  Von  Neper's  Erklärung  ist  die  Byrg'ische  und  Vlacqi- 
sehe,  so  wie  von  dieser  die  Kepler'iscne  nur  eine  Specialität, 
blos  die  Euler'iscbe  hat  vor  ihr  den  Vorzug,  in  dem  sistemati- 
schen  Lehrgebäude  der  Algebra  den  Schluss  der  riickschreiten- 
den  Rechnungen  vom  Potenziren  zu  machen. 

Auf  solche  Weise  glaube  ich  denn,  durch  Zuruckleitung  der 
Neper'schen  Erklärung  des  Logarithmus  auf  ihre  eieentliche  rein 
analytische  Bedeutung,  die  Gründe  ihrer  Merkwürdigkeit  (num.  2.) 
dargelegt,  und  durch  die  Hervorhebung  ihrer  bisher  nicht  geahne- 
ten  Vollkommenheiten  und  Vorzüge  dem  genialen  Geiste  des 
Entdeckers  der  so  äusserst  nützlichen  Logarithmen  ein 
hoch  ehrendes  Denkmal  gestellt  zu  haben. 


E. 

Die  von  mir  selbst  erdachte  Erklärung  der  Loga- 
rithmen. 

13. 

Bei  einer  elementar -arithmetischen  Darstellung  der  Lehre  von 
den  Logarithmen,  vornehmlich  für  Schüler  höherer  Volks-  und 
Bürgerschulen,  und  überhaupt  für  jene  Praktiker,  welche  nicht 
die  Algebra  erlernen,  denen  aber  gleichwohl  die  Kenntniss  der 
Logaritbmen  für  ihre  vielerhand  Zifferrechnnngen  von  ungemeinem 
Nutzen  sein  kann,  bleiben  alle  bisher  gegebenen  Begriffe  vom 
Logarithmen  äusserst  schwer  zu  erfassen,  und  daher  solchen 
Rechnern  diese  so  höchst  nützliche  Lehre  unzugänglich.  Darum 
erlaube  ich  mir,   hier  einen  den  Zweck,   leichte  und  vollständige 
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Tentindlicbkeit^  besonders  wo  m  hur  auf  Anwendung  der  Logn 
ritfamen  im  Zifferrechnen  ankommt,  vollkommen  erreichenden  Be- 
l^riff  der  Logarithmen  öffentlich  mitzutbeilen ,  den  ich  bereits  in 
den  Jahren  1826—28  erdacht,  und  bei  Privat-Unterricbt  mit  dem 
t^^ten  Vortheil  benfitzt  habe,  und  den  auch  im  Jahre  1846  der 
damalige Gyronasial-Professor 9  Herr  Johann  Scholz  zu  Tamow, 
mit  mehreren  Freiwilligen  aus  seinen  Schillern  der  vierten  Gram- 
matikal-Klasse,  als  ganz  genügend^  erprobt  hat.^) 


U. 

Unentbehrlich  zum  wahren  Verständniss  dieser  ErkiSrung  der 
Logarithmen  ist  jedoch  folgende  einleitende  Erörterung. 

Die  Beschwerlichkeiten,  mit  denen  das  Rechnen  oberhalb 
des  Aggregirens  (Addirens  und  Subtrabirens)  zu  kämpfen  hat, 
varen  Äolass  zur  Er6ndung  desAuskunflsmittels,  anstatt  mit  den 
gegebenen  Zahlen  selbst  jene  beschwerlichen  Rechnungen  zu  f&h- 
rcQ,  lieher  mit  gewissen  Hitts zahlen  einfacher  und  leichter  zu 
rechnen,  die  man  Logarithmen  nannte  —  was  etwa  so  viel  als 
Beziehungs-  oder  Bezugszahl  heissen  mag  —  und  welche 
man  als  Stellvertreter  oder  Zeiger  derjenigen  Zahlen,  denen 
sie  xugeburen ,  ansehen  Icann. 

Noth wendig  muss  aber  hiezu  bedungen  werden,  dass  jede 
ZaUmr  einen  einzigen  ihr  ausschliesslich'  angeburigen  Logarith- 
njen  besitze  und  daher  auch  umgekehrt  jeder  Logaritbme  nur  einer 
enagm  Zahl  zugehore;  damit  Zahl  und  Zeiger  (Logarithmvs)  mit 
i^vOiger  Bestimmtheit  auf  einander  hinweisen. 

Man  will  demnach  zuvorderst  anstatt  jeder  in  Rechnung 
n  bringenden  Zahl  ihren  selbsteigenen  Stellvertreter  (Logaritb- 
oen)  nehmen,  sonach  mit  diesen  Stellvertretern  auf  eine  pass- 
liche lieqnemere  Weise  rechnen,  um  den  Stellvertreter  (Logarith« 
neo)  der  zu  suchenden  Zahl  zu  finden  und  endlich  wieder  zu 
diesem  die  angehSrige  Zahl  bestimmen,  die  dann  nothwendig  das 
veriangte  Recbnungsergebniss  sein  muss. 

RScksichtlicb  der  erwähnten  mit  den  Logarithmen  vorzuneh- 
mendeo  Rechnungen,  gibt  die  Wahrnehmung,  dass  mehrere  mit 
einander  zu  niultiplicirende  Zahlen  (Factoren)  in  jeglicher 
Ordnung  dasselbe  Froduct  liefern,  an  die  Hand,  dass  aucn  die 
mit  den  Stellvertretern  (Logarithmen)  der  Factoren  auszuführende 
Rechnung  die  Ordnung   dieser   Stellvertreter  (Logarithmen)    der 


*}  Ich  halte  ihm  in  diesem  aasserordeatlichen.  Unterrichte  eine 
Abschrift  meiner  vom  27.  J&imer  bis  22.  Mai  1846  verfaMten  Schrift 
oberlkwen,  welclie  gegenif artig  unter  dem  Titel:  ,.E^^mentarlehre  Ton 
den  Logarithmen ,  aof  einen  neuen  Teri tandlicheren  und  umfassenderen 
^^iff  dieser  Hilfsaahlen  gegründet*'  im  Verlane  der  hiesigen  Buch- 
^«ndlnng  J.  6.  Calve  (Inhaber  F.  Tampslcy)  erscheint. 


150 

Willkür  fiberlas«eii  müsse.  Von  den  zwei,  leichter  ale  die  Mql- 
tiplicatton  ausffibrbareo  >  Rechnungen  —  der  Addition  und  Sab- 
traction  •*-  gestattet  jedoch  nur  die  Addition  eine  solche  Frei- 
heit in  der  Anordnung  ihrer  Elemente  (Daten).  Mithin  muss  man 
folgende  Grundeigenschaft  von  den  Logarithmen  fordern; 

«,So  oft  mehrere  Zahlen  mit  einander  zu  multipliciren 
sind,  müssen  ihre  Logarithmen  addirt  werden. *' 

Danach  stelle  ich  nun  folgende  Erklärung  der  Logarith- 
men auf: 

Logarithmen  von  Zahlen  sind  gewisse  nach  diesen 
Zahlen  dergestalt  bemessene  Hilfszahlen,  dass  der 
Logarithmus  des  Productes  beliebig  vieler  und  was 
immer  für  welcher  Zahlen  die  Summe  der  Logarithmen 
dieser  Zahlen  (Factoren)  ist. 


15, 

In  lehrender  Form  ausgesprochen  verwandelt  sich  diese  Er- 
klärung in  folgenden  Grundlehrsatz: 

I.  Der  Lpgarithme  jedes  Productes  ist  die  Summe 
der  Logarithmen  seiner  Factoren. 

Log(a6c...  )=Loga  -f-  Log6  -f  Loge  -f  •— 

Daraus* folgen  nun  sogleich  auch  die  drei   weiteren    Haupt- 
lehrsätze  mit  Logarithmen ,  nemlich 

II.  Logg^=Loga  — Log6; 
denn 


also 


Log^  +  Log6=Loga 


und 


Log^  =:Loga — Log6 
III.  Log(a*)=fiLoga, 


weil 
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Log(tf") = Log(ma ) = Loga  +  Loga  -|-  Loga + 

=nLoga 

ist 

«         1 

IV.  LogVa  =  ~Loga, 


n 


ireil 


(Vfl)«=o, 


also' 


und 


nliOgV^ = Loga 


•         1 

LogVa  =-Loga 


n 

ist 

Ffir   den  Zifferrechner    genügt  es,   die  beiden  letzten  S&tze 
onr  ßir  absolute  ganze  Exponenten  n  zu  erweisen. 

Oeberdies  ersieht  roan  leicht,  dass 

Logl=0 

ist    Denn  es  ist 

also 

Logl  +  Loga = Loga , 

daher 

Logl=Loga  —  Loga=0. 

Cm  den  Zahlen  ihre  mit  dem  Namen  ,,  Logarithmen "  beleg- 
ten  Zeiger ,  der  obigen  Gnmdforderung  gemäss »  anzupassen,  rouss 
man  mit  ii^end  einer  ausgewählten  Zahl  einen  gewissen  Logarith- 
men verknüpfen.  Am  zusagendsten  findet  man  es  •  sich  (är  eine 
Zahl  zu  entscheiden,  der  man  den  Logarithmen  1. beilegt.  Diese 
Zahl  nun,  deren  Logarithme  1  ist,  wird  die  Grundzahl 
(basis)  der  nach  dieser  Annahme  bemessenen  und  ein  sogenann- 
tes Sistem  ausmachenden  Logarithmen  aller  anderen  Zahlen 
genannt 

Die  Herleituog  der  Vereleichungen  der  Logarithmen  aus  jenen 
der  Zahlen,    so  wie  die  Ueherzeugung  von   der  Möglichkeit,    zu 
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jeder  Zahl   ihren  Logarithmen  zu  berechneo,  grfindet  man  sofort 
auf  folgenden  leicht  zu  rechtfertigenden  Satz: 

„Hat  man  was  Immer  für  zwei  von  0  und  1  verschiedene  Zah- 
len, 80  föllt  jede  der  von  der  ersten  an  aufsteigenden  Potenzen 
der  einen  Zahl  oder  ihres  Umgekehrten  entweder  auf  eine  der 
von  der  nullten  aus  aufstei&renden  Potenzen  der  anderen,  oder 
zwischen  zwei  unmittelbar  nacn  einander  folgende  solche  Potenzen/' 

Ist  daher  a  irgend  eine  Zahl ,  deren  Lo^arithme  in  jenem  Si- 

steme  zu  suchen  ist,    dessen  Grundzahl  b  ist,  so  muss   die  mte 

t 
Potenz  entweder  von  a  oder  von    -*  zwischen  die  nte  nnd  n-l-lte 

a  ■ 

Potenz  von  b  fallen,  in  Zeichen 

a«=6"....6«+i  oder  T- j  =&• 6»+* 

sein. 

Dann  ist  entweder 

mLoga=:7i...7i  +  1  oder  ytt(-^Loga;=fi....R  +  I, 

also  entweder 

-  n      «+1       j        _  fi  n-fl 

Lioga=:-— ••• oder     Losa= — — • 

®       m        in  ^  m  m 

Man  erkennt  nun  leicht,   dass  man  sich   hier  auf  gebahntem  und 
bekanntem  Wege  befindet. 


16. 

Die  Hauptvort heile  meiner  Erklärung  der  Logarithmen 
bestehen ,  wie  nicht  zu  verkennen ,  darin ,  dass  zu  ihrem  Verstand- 
niss  schon  die  Kenntnisse  des  Potenzirens  und  Radicirens  nach 
absoluten  ganzen  Exponenten  hinreicht,  und  dass  aus  ihr  so- 
gleich ohne  beweis  einleuchtet,  dass  die  Loearithmen  von  bei- 
derlei (positiver  und  negativer)  algebraischer  Beziehung  und  von 
jeder  der  dreierlei  Zahlformen  sein  können.  Ein  Nebenvortheil 
derselben  ist  der,  dass  man  leicht  einsieht i  dass,  sobald  ein  W 
garithmisches  Sistem  der  GVuodforderung  genügt,  ein  anderes 
gleichfalls  genügendes  sich  ergibt,  wenn  man  sämmtliche  Loga* 
rithmen  des  ersteren  durch  einerlei  Zahl  multiplicirt  oder  dividirt 
Denn  ist 

Log(aic-...) =Loga-f  Log6  -f*  Loge  -f^ .... , 

so  ist  auch 

tnLog  (abc„„)  =  mLoga  -f-^nLogA  -f  mLogc-f  ..#.. 
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BeieidiDet  omd  dud  die  mmal  so  groBsen  Logattthmen  durdbt 
log,  setzt  man  nemlich  überhaupt 

mLogk=zlogk', 

flo  ist  auch 

log  (abc.J)=sloga  +  log6 + logc + 


•••«  p 


nithm  geuteen  auch  die  m  fachen  also  dem  zweiten  Systeme 
geborigen  Liogarithmen. 

Sind  die  Grundzahlen  dieser  Systeme  B,  b,  also 

.  LogB=l,  log6  =  l; 

10  ist 

iif  Log  J? = m  =:  Iog£ ,    mLog6  =  log6 = I , 
daher 

"='"«*  =  1:4*'     m=ü|B=^8*' 


Zweiter  Abichnitt 

Versncb  einer  naturgemässen  und  möglichst  leicht 
fasslichen  Herleitung  der  natürlichen  Logarithmen« 

% 

17; 

Einleitung. 

Die  Lehre  Ton  den  natürlichen  Logarithmen  hat  bisher  in 
des  Lehrbüchern  der  Algebra  oder  Analysis»  meines  Erachtens, 
veder  die  eebfihrende  Stelle  noch  die  ricntige  Behandlung  erhal- 
ten. Gew&bnlich  entirickelt  man  entweder  in  der,  die  Dtnerentiäl- 
fechoan^  einleitenden,  sogenannten  ^^Analysis  des  Endlichen"  oder 
in  der  Dilerentialrecbnnng  selbst  nach  Aufstellung  der  Taylor- 
^l^n  Reihe,  die  ReiheDsumme 

1 

oder  die  Grenze  der  Potenz  (l+u)*  för  die  unendliche  Abnahme 
der  Veräaderlicben  u,  qnd  sagt  daan,  »jene  Summe  oder  diese 
^eue,  d,  I.  die  bestimmte  jedoch  irrationale  Zahl  271828..... 

B«»d  X?.  11 


ISA 

4i%  man  aannei  durch  den  Buchstafcea  e  htstmhnti^.fkthnt  mao 
zur  Grundzahl  der  Bogenanntea  DatArlicboa  I JügtiritbieB ;** 
oder  man  äussert  sich  wohl  jgar,  ^«Neper  habe  sie  zur  Grund- 
zahl seiner  Logarithmen  aagea<»fliiDen.'^ 

Ist  es  einem  scharfsinnigen  Schfiler  erlaubt  seine  H^famnf; 
frei  zu  Süssem»  so  muss  er  wohl  fragen «  wie  doch  Meper  oder 
sonst  jemand  auf  diese  sonderbare  irr-ational^  Grundzahl  gera- 
then  sei.  Wie  muss  er  aber  erst  staunen ,  wenn  man  ihn  dag^en 
besclieldet,  Neper  ^abe  von  dem,  was  man  heut 'ZU  Tage  foga- 
rithmische  Grundzahl  nennt,  gar  nichts  gewusst?  Asderev- 
seits  hat  man  ihm  in  der  Algebra  begrei/üch  gemacht»  «dajss  es 
wohl  am  natOrfichsten  sei,  die  als  Gründzahl  des  allgemein  Qbli- 
chen  dekadischen  Ziffei^ystema  verwendete  Zahl  10  zur  Grund- 
zahl der  Logarithmen  zu  nehmen.  Deswegen  durfte  er  sicher 
fragen,  warum  man  nicht  lieber  die  dekadischen  Logarithmen 
natürliche   nennen  wolle. 

Eben  so  unhaltbar  ist  die  ErktSrung  der  natürFichen  Logarith- 
men als  jene,    deren  Modul  =1  ist,  wenn  man  den  Begriff  dm 
Moduls   nicht  fest  bestimmt;    wie  z.  B.  Pasquich   (Anfangsar. 
der  gesanimt.  fheoret.  Mathematik.  4..].  Bd.  Wien.  1812.  S.  162. 
6.  7ä)— 782)  in  folgender  Weise  irrig  getha«  hat  „FOr  jede  zwei 
Grundzahlen  bleibt   das  Verhältriiss   der   Logarithmen  einer    und 
derselben,  Zahl ,   G,   welche  diese  auch  werden  mlige,  bestflndig. 
Daher  sind  immer  zwei  Zahlen,  fi,  n;,  denkbar,  deren  Verhältnlss 
fi:fs  zu  einander  jenem  beständigen  Verbältuisse  gleich  ist;    der- 
gestalt,' dass,    wenn  M,  P  die  Xogarithmen  jener  Zahl  G  sind, 
allemal  M:P=zu,:n  sein  muss.  ^-    Diese  bestimmten  Zahlen  fi, 
ff  nun  heissen  die  Moduln  (!)  beider   logarithmischen  Systeme. 
—  Legt  man  sonach    e^n   logarithmiscbes  System   dergestalt  zu 
Grunde f  dass  sein  Modul  =1  sei;   während  der  Modul  jedes  an- 
deren iSystemes  irgend  einer  bestimmten  Zahl  m  gleich  selq  soll:  ' 
80  wird  jenes  das  natfirlidie  System,  und  dieses  ein  k^nst-  j 
liebes  genannt'*  —  -^   Nun   iMsst  sich    aber  jedes ^  Verhältniss  i 
dadurch ,   dass  man  seine  Glieder  durch  eines  aus  ihnen  theilt,  J 
so  umstalten,    dass  in  ihm  ein  Glied  =i  werde;    es  ist  nemlicb  J 

u:ff  =  1;  — =s  — :1. 

^  (1^       n 

Mithin  kSnnte  man  den  Modul  jede«  logaritbmischen  Systems  u 
1  machen»  folglich  jegliches  System  als  das  natürliche  mnstelleik 

Engländer  und  Franzosen  nennen  die  natürlichen  Legarithmeo 
„hyperbolische  oder  Nepersche*';  sogar  jetzt  noch,  wo  doch 
schon  erkannt  ist,  dass  auch  bei  der  Untersuchung  anderer  Linien, 
als  der  gleichaxigen  Hyperbel,  Logarrthsien  in  Anwendung  kom- 
men, und  alle  Arten  von  Logarithmen  durch  Flächeninhalt  nyper» 
bolischer  Sectoren  sich  darstellen  lassen  $   so  wie,   dass  Nepers 

Logarithmen    fticbt  die  Zahl  e,  sondern  ihr  Umgekebries  -  zur 

e 

Grundzahl  habe«.  (Ver^.  unten  Art  fö.>.    Wollte  man  dielenigen 
Logarithmen,  deren  ärundzahl  e  iet,    nach  ihren  fintdecaer  be- 


m 

iMiBfift/  M  iHlbMto  kdtfn  ni«  niirh  deiin  Sekweizer  Bytg  die  fiyf 
g  lachen  a«iiiieo. 

Will  man  oud  nicht  zu  dem  jederzeit  misslichen  Schaffet! 
Moer  iBeinaaien  seine  Zufluclit  nehmen;  so  bleibt  es  wohl  am 
goelbensteBi  die  aef  die  Urnndzahl  e  beziiglicheo  Logarittinien« 
wie  Sblich,  die  natflrUnben  zu»  nennen;  aber  nach  zneleich  ihre 
Ableitmig  so  naturgemäss  durchzufähren  >  dass  diese  Senennung 
passend  und  ungezwungen»  also  selbst  natürlich,  erscheine. 

Dabei  bleibt  e^  jedoch  im  Interesse  des  wissenschaftlichen 
Systems  der  Algebra  sowohl  als  der  Differentialrechnung  auch 
Doch  wueeeheBswerth^  ^as»  diese  Ableitiingi  die  schviieriff  zu  he- 
eruDdende  und  der  höheren  Analysis  unbedingt  zu  überlassende 
Lehre  von  den  con?ergenten  Reiben  umgebend»  bloss  elemen* 
tare  flilfsmittel  benütze. 

Das  Folgende  soll  ein  Versuch  •  einer  solchen  Elementariebre 
de?  natürlichen  Logarithmen  sein.  Diese  lässt  sich  zugleich  thells 
Aach  den  bereits  erdrterten  Terschiedenen  Begriffen  vom  Logarith- 
men richten ,  theils  aus  gewissen  Grenzverhätnissen ,  theils  end- 
fich  aas  der  Lehre  von  den  logaritbmischen  Proportionaltheilen 
schöpfen;  wona^  unsere  Untertheilungen  sich  richten  werden. 


Lehre    von   den   natürlichen  Logacithmen  ü^cb  Ne 
pers  Begriff  tom  Logarithmus. 

18. 

Modul« 

Nach  Neper*8  Erklärtmg  des  liOgarithmus  fandeo  ^it  in 
Art.  5.,  wenn  x  einen  Logarithmen,  y^  den  Logarithmaiid , '  dem 
^  ang^iert,  und  Jx,  ^y  ihre  besiiefaungsweisen  Zunahmen,  end- 
iidi  m  eine  gewisse  beständige  Gr&sse  aus  der  Gattung  der  a 
bezeidmet*  für  \\m/4x=^9  und  lim^^=0 

,.      ^x 

hm  -z —  =  m  - 

Dier  Qoetient  des  Zewachses  des  Logartthmes  durch-  den 
^erkältnissmftsmen  Zuwachs  des  Logarithmands  strebt  demnach« 
bei  uaeridlidier  Terringerung  des  einen  und  anderen  Zuwachses^ 
ohne  £nde  einer  fest  stehenden  Grenze  m  zu. 

Diese  Grenze  m  nun ,  nach  der  sich  nothwetidig  das  betreffende 
logarithmische  System  selbst  niedificirti  pflegt  man  den  Modul 
dieses  Logarithmensystems  ze  nennen. 

\V 
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Neper  setzt,  ausgebend  von  dem  Logaiithmand  «f=p,  dem 
er  die  Null,  als  Logarithmeo  beilegt,  i^y= — ^Xy  daber  ist  der 
Modul  des  Neper'schen  Logarithmensystems  tit= — p. 

Fuhrt  man  für  Ax  und  Ay  ihre  nrsprünglicben  Bedeatun|eii 
(j:  +  zfar)— a:  oder  Log(y+^y)  — Logy  und  Ä  +  //y) — y  in  obige 
Crrenzgleiehung  ein,   so  lässt  sieb  ibr  aucb  die  Form 

i;^Log(y+^y)--Logy_  m 
ertbeilen     Setzt  man  nocb  y=^  und  Jy-s^ri,  so  ist  aodi 


lim 


Log(p-f^)— Logp      m 


^0        .(^  +  ^)  — ?  P. 

oder  wegen  Log^=0 

,.^Log(5^-M)^m 


19. 

Einfubruhig  und  Recbtfertigung  der  Benennung: 
i^natüjriicbe  Logaritbroen/* 

Gewiss  ist  es  sehr  angemessen, 

1.  die  Null  der  Zahl  1  zum  Logarithmen  zu  geben, 
also  9=1  zu  wählen 9  weil  dadurch  in  den  allgemeinen  Aosdrö- 
eken  der  Logarithmen  von  Producten,  Quotienten,  Potenzen  und 
Wurzeln,  und  sonach  in  allem  Reebnen  mit  Logarithmen  die  be- 
deutendste Vereinfachung  eintritt,   (vergl.  Art.  4.); 

2.  die  Logarithmen  mit  den  Logarithmanden  zo- 
gleich  wachsen  zu  lassen,  folglich  dx  und  /ly  gleichstimmii? 
und  dadurch  den  Modul  m  positiv  zu  machen,  nicht  aber  die 
einen  wachsen  und  die  anderen  abnehmen  zu  lassen,  also  Jx  xaA 
Jy  entgegengesetzt  und  dadurch  den  Modul  negativ  zu  machen; 
denn  im  ersten  Falle  werden  die  Logarithmen  der  zumeist  in 
Rechnung  kommenden  ganzen  Zahlen  positiv,  im  anderen  aber 
wid  ernatürlicb  negativ ; 

3.  diese  gleichstimmigen  und  gleichzeitigen  Aendernngeo 
/Ix  9  Ay  der  Logarithmen  x  und  der  Logarithmande  y  am  llr- 
Sprunge  beider,  wo  nemlich  der  Logarithme  NuU  und  der  Loga« 
nthmand  =:^  ist,  einander  gleich,  Ax^=zjy^  anzunehmen  oimI 
dadurch  den  Modul 

,.      Ax 
m  =  nm-;j— -=o 


1Ö7 

10  maclMDj  folgiich,  nacbdein  man  (vermöge  1.)  oereito  ^=1  ge« 
irihlt  hat,  den  Modal  in  1  zu  vervi^an^elo. 

DeDgemis«  ist  es  auch  sanz  passend,  das  so  vorgerichtete 
Logtfithmensystem ,  in  welchem  die  Null  der  Logarithme  von 
ßu  ofid  der  Modul  gleich  Eins  ist  und  die  Logarithmen  mit  den 
Looritbrnanden  zugleich  wachsen  oder  abnehmen,  das  natür- 
liAe  and  jeden  in  selbes  gehörigen  Logarithmen  ehien  natürli- 
chfD  (oaturalis)  zu  nennen.  Diesem  entgegen  nennt  man  jedes 
andere  System ,  so  wie  jeden  in  dasselbe  gehörigen  Logarithmen 
küDstlicb  (artiflcialis).  Einen  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet 
naa  eotweder  durch  loe.  nat.  oder  gewohnlich  nur  ganz  kurz  durch 
l,  eineD  kfiostlicheo  wberhaupt  durch  log.  artif. 


20. 

Mugtichkeit  derBerechnu^ng  des  Logarithmen  einer 
bestimmten  Zahl  in  Bezug  auf  einen  festgestellten 
Hodol,  and  umgekehrt  der  Zahl  zu  einem  gegebenen 
Logarithmen. 

Seien  naeh  Art.  4.  mehrere  in  durchaus  gleichem  Verhältnisse 
bttschreitende  Zahlen 

yo  yi  y«  ys y«  yn+i 

oni  die  «ngehorigen  um   gleiche  Unterschiede    fortschreitenden 


SCq  Xi  ^  X^  •*•••  Xn  ^n-fi 


9ti  ferner  die  Ausgangszahl  ^q=^,  der  ihr  zuständige  Ausgangs- 
jjprithme  ao==0 ;  endlich  sei  der  Unterschied  yi— yo=^yo==^' 
•wi^tdas  sich  gleich  bleiben  ie  Verbältniss  der  Logaritbmande 

od  nach  Art.  5.   II.  der  durchweg  gleiche  Unterschied  der  Lo- 
leo 


Xt  — a^o = ^Xq  =  m :=:  j/i  -  -  . 

■  yo  Q 

^hin  hat  man,  weil  die  aufgestellte  Reihe  der  Zahlen  (Logarith- 
'^^^)  9  geometrisch,  die  der  entsprechenden  Logarithmen  x 
wer  arithinetisch  ist. 
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Sei  nim  y  eine  gewisse  Zahl,  9  ihr  Loearitliiiie,  «eiUtt  -Mt« 
der  ausnahfiisweise  y  mit  einer  der  berechnetet!  ZaMeii>  yn,  foi 
Heh  ÜB  tnit  dem  Logarithmen  aPn  zusammen;  od^  es  liegt  samt 
y  zwischen  yn  nnd  yn^j ,  folglieh  auch  x  zwlsoheii  stn  md  x^^ 
was  wir  kurz  durch 

yssi^tt.M.yiifi  and  x^Xn-^xi^^x 

attdeuten  wollen. 

In  jenem  Ausnahmebne  Ist 

und  wenn  man  den  Ausdruck  Fon  —  aus  einer  dieser  Gleicbunp 
jn  die  andere  substituirt,  erfolgt 

In  den  gewohnlichen  Fällen  aber  bestimmen  wir  einmal  m 
den  einschränkenden  Grenzausdrücken 


,=,(i+jY_..(HSf' 


in  umgekehrter  Ordnung  den  Quotlenteo 

und  setzen   diese  Grenzwerthe  in  die  gleichstelligeD  Einsci 
kungsgrenzen 

Logyc=:d;s=m.  n  ^  «....ifi(ft -f  1)     » 
erhalten  daher  den  Logarithmen 

Logy=m(y  J-l)n.,..in(y  J-l)  (n  +1); 

nachmalen  bestimmen  wir  aus  diesen  Greuzausdrückeo  von 
In  umgekehrter  Ordnung  den  Quotienten 


im 


ttd  selseo  iän  in  dum  ei^ichvielteD  EinachräiikuDgsgreDzen  von  y, 
MÜtn  demnach  den  LogarkhmaBd. 

Soll  die  Bereclnang   der  Loearithmen  möglichst  genau  wo- 
Behehen,  so  mosa  daa  Intervair  der  lirsprirDglichen  einengenden 

GrniBen  ?on  Logy,    d.  i.  m  — ,    hinreichend   klein,     daher    aach 

ficboD  die  Differenz  17  recfal  klein^  niithih  imendlich  abnehmend, 
finf=0,  angenommen  werden.  Dann  musa  aber  für  jeden  endli- 
tkeo  Werth  Ton  Logy  die  Zahl 

oDfiodlieh  wachsen  oder  iimn=aD  sein.  PChrt  man  diese  uner- 
reidibaren  Grenzen  in  obige  AnsdrOcke  von  Logy  imd  y  ein,  so 
fadef  man  die  äussersten  Utenzwerthe 


Logy=m.rm  fy  ^— ijn, 
y  =  ^.ilmfH?^^MLy, 


' « 


BcMMket  mair  daa  CmgdFelirte  von  i»  mit  o,  also  -=«,  «o  wird 

1  * 

ifrfiDM=0D=g- offenbar  iimcu=0,  daher  ist  auch 

Logy  =:m.  lirii  A?Z 

01=0  (0 

F8r  nalUrlicb»  lüOMrilkmen    ist  o^::!  uaA  m=:fsst, 
Utr  hat  man  die  eiwdhriftnkeMdte  fircnaausdricU 


^  Von  dea  hier  gefnndenen  äquivalenteD  Tier  Grenxgleichangeo 
i*t  AeniBtdi  jede  dai  Integral  der  im  l.  Abochn.  Art.  6.  aafgiMUUUB 
wichoB  Differensengleiehnng 

V      m 
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nnd  die  äussersteo  Grenzwerthe; 


CD 


ly = Um  ( Vy— *J  )"=  I  im  ^-—  y 

11=00  fty:=0 

3^=üm  f  l+'i^y=lim(l+iöly)" 


In  den  jetzt  gebräuchlichen  Logarithmensystemen 
man  dorchweg  der  Zahl  |   *•    ^^  ••   '    '         '^^         •^-*    ^    - 
man  setzt  p  =  l,  dadurch  wird 


legt  man  dorchweg  der  Zahl  1  die  Null  als  Logarithmen  bei»  d.  i. 
=  1,  d         ■         ■ 


Logy =iii(yy— 1)  n ....  m  ( Vy— 1)  (n  + 1) , 


^     V  ^  fii(»  +  1)/        \   ■    m«  / 
und  y^llstSndig 


-1 


Logy=w.lim(Vy— 1)«  ==:  m .  lim  ^ t 


»=»2('+T^)'=i:0+-'^)-- 


,r 


2L 

Vereleichung  der  Logarithmen  (vod  einerlei  Zahl 
in  verschiedenen  logarithmiscben  Systemen, 

Gehören  zur  selben  Zahl  y  in  zwei  logarithmischen  Systemeo, 
deren  Moduln  m  und  mf  sind,  (Be  Logaritnmen  x  und  x',  dJe  wir 
durch  Logy  und  loey  unterscheiden  wollen;  so  hat  man  nach 
ArtS.,  insofern  die  Aenderuag  J^y  der  sich  gleichbleibenden  Zahl  y 
auf^fär  die  nemliche  angenommen  werden  darf 3  sowohl 


als  auch 


—  '=^—Ax  und  Logy=a:, 

y        m  njr  » 


—  ^=z—,dx  und  iogt/=jr'. 


^J 
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oolort  ist 

m  m 

abo  anch,   wenn  man  siimmirt,  -^=-74-  Const.     Sind  ouo   die 

Lc^ritimea  x  untt  af  bei  der  Bemliohen  ZahL  ^ccsy  zuglerch  Null, 
«0  i$t  CoDst  =0»  daher 


oder 


d.h.  io  zwei  loearithmischen  Systemen^  welche  beide 
derselben  Zahl  die  Null  ab  Logarifhme  beilegen«  stnd'die  fio* 
girithmen  von  einerlei  Zahl  den  Moduln  dieser  Systeme 
proportionirt. 

Diese  Proportionalitftt.  bestätigt  auch  die  in  Art  20.  gefundene 
Gfeichiing 

Logy=iii|.lim^^^- . 

Demi  ist  io  versehledenen  Systemen  Null  der  Logarithme  dersel- 
^eo  Zahl  ^y  so  muss  fSr  einerlei  Zahl  ^  die  angedeutete. Gr'en^^ 
dieselbe  sein,  danach  ist  Logy  proportional  mit  m. 

kt  nun  das  eine  System  das  natürliche,  also  m'  =  l,  und  das 
«idere  ein  kflnstliches,  in  welchem  auch  Log  1=0  und  der  Modul 
"  ist,  so  übergebt  die  vorletzte  Gleichung  in 


log.artif.y 

tn  *f 


m 

I 

ud  hieraus  folgt 

lo^^/akrtif.^=rm.|^ 


, » 


t    t 


Mese Gleichunj^^  dten^h  zum  Uehergang  von  kitiH^tlichen 
LogjirltViiie'n  auf  d?b  nätdrlicheti,  und  umgdcehrt. 

Es  genügt  demnach  fär  jede  Zahl  y  vorerst  ihren  natürlichen 
I^ogaiithmen  nach  den  Art.  20.  aufsestellten  Grenzausdrücken 
oder  nach  dem  zwischen  ^\k  beide  fallenden,  folglich  genäherten, 
Ansdrocke 

l»=(Vy-i)». 


162 


WO  ==  „geoShert  gleich''  bedeuten  soll,    za  bereofanen.    Diese 

femäss  bat  man  aus  der  vorliesenden  Zabl  y  eine  sehr  hol 
l^urzel  zu  zieheo  und  ihren  Ueuerschuss  über  die  I  mit  de 
'Wurzelexponenten  zu  muUipliciren  Das  Product  wird  den  nati 
liehen  Logarithmen  von  y  desto  genauer  ausdrücken,  je  *gru8£ 
der  Wurzelexponent  ist.  Am  bequemsten  rechnet  mau  >  wenn  m 
ßr  n  eine  Potenz  von  2  annehmend  sehr  oft  nach  einandcF  i 
sweite  Wurzel  zieht  —  Erlfioteningen  und  Beispiele  findet  m 
in  Galtet  Tables  de  Logarithmes.  pag.  11  «--IS. 

Will  man  jedoch  ii|it  dem  natürlichen  Logarithmensystei 
eines  vergleichen«  in  welchem  der  Zahl  q  die  Null  als  Logarithi 
zugeschrieben  wird,  so  wird  man  mit  Bedicksichtigung  des  Art.^ 
in  dem  Ausdrucke 

ly:::lim  (Vy—  I)n 
y  tu  ^  v^rwandeluy  wonach  er  in  . 


1 

^ 

Übergeht.    Dadurch  umstaltet  sich  die  dortige  Gleichung 

)  I 

4 

n 

Logy = mlim(i/  ^  —  1) » 
hl  die  aügeuteluste  Verglelehong 

der  man  dadurch ,  dass  man  y  mit  ^  vertauscht,  auch  die  FoJ 

1y=-rLogey 


zuweisen  kann.  i 

Diesen  Vergleichungeu  zufolge  erhSIt  man  für  Neper's  l^^l 
gajBithmen,    bei  denen»   vermöge   Art  4.  und  5.»  mxs — qm 
Q=.\(y  ist»  die  Yergleichungen  mit  den  natürlichen  L 
garithmen 


log.nep.y  t=—  l(Flog.nat  j^  i 
log.nat. y  r=— |^Iog.nep..i|rlO' 


163 

Aas  der  eraten  Gleichung  folgt  auch 

log.nat ]^  =  --  igr ^<«»ep-*^ 
ood  hierin  liegt  folgender  Satz: 


&iiDeid»t  Bau  Ton  dm  Neper*(schen  Logarithmen  laid  von 
den  Zahlen»  zo  denen  sie  gehören ^  7  DeciraMeteUen  ab»  oder 
ilsst  man  in  der  Neper'schen  Logarithmentafel  sowohl  die  Zab- 
iei  als  aneh  Ihre  Legaritbmen  ZehnrnfHioiitel  sfthlen»  und  nimmt 
man neeh  Ae  Logarifhmea  negativ»  so  übergehen  sie  in  natOrliche. 

WjirdB  man»  wie  es  am  anggsmessenstten  wäre,  in  Neper's 
Canon  (Tafel)  die  ganzzahligen  Logarithmen  und  Logarithmande 
als  Zehnmilliontel  lesen»  folglich  ^=il(F:  10^=1  und  mr=_^=-.] 
Mtzeo,  so  wäre  jeder  s#lcqe  Meper  sehe  iLoaarithme  Log.nep.y 
^—Uf,  nemlich  aer  Mtgegengesetzt  beziehliche  natürliche  Loga- 
ridinie  des  nemlichen  Logarithmands. 


22. 
Grenzzabl  e. 


Der  in  Art  18.  eefimdene  Ausdruck  des  Moduls  verwandelt 
Mhin  jedem  logarithmisc^n  Systeme,  welches  ^=1  setzt»   in 


md  gibt  sofort  auch  (Art  4) 

m =runLog(l  +  ij)^ =Loglim(I  +  i^)v . 

Da  nun  m  eine  fixe  Grenzzahl  ist»  und  zufolsd  der  im  Art.  20. 
gepflogenen  Untersuchung  jeder  reelle  Logaritnme  x  nur  einer 
gewissen  Zahl  «r  angeboren  kann«  so  moss  auch 

1 

Iim(l-Fi7)^ 

V5=o 

eine  bestimmte  Grenzzahl  sein»  welche»  weil  die  Grenze  der 
Veränderlichen  ti  eine  besondere  Zahl  ist»  gleichfalls  eine  be- 
sondere Zahl  sein  muss  und  einem  herrschenden  Gebrauche  zu- 
Mge  mit  e  bezeichnel  werden  soll»  so  dass  wir 

i_ 
lim(l-fi7)^=e 

1^=0 

•etsea.    Dadurch  wird 
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fit^Loge, 

folglich  kommt  in  jedem  logarithmiscben  Systeme»  wo 
Logl=p  ist,  der  Modul  m  mit  dem  Logarithmen  der 
Grenzzahi  e  überein. 

Insbesondere  ist  im  natürlichen  Logarithroensysteme  fii=l, 
daher  l«=l,  d.  h.  der  natürliche  Logarithme  der  Grenz- 
zahl  e  ist  gleich  1. 

Zur  näherungsweiseo  Berechnang  dieser  Grenzzahl  e 
dienen  daher  die  in  Art  20.  im  natürlich^i  Systeme  fär  den  Lo- 
garithmahd  y  aufgestellten  einschränkenden  Grenzausdrücke,  wenn 
man  daselbst  jf^=e  und  lys=l€=l  setzt.    Dasacb  wkd 


•=0+;rit)"  0+0" 


Sucht  man  vorläufig  nur  mindestens  die  zwei  engsten  ganz- 
zahligen  Grenzen  (Schranken)  fiir  die  fragliche  Grenzzahi  e,  so 
setze  man  allmälich 


n=l,  2,3,  4,5, 


dann  Ist 


e>l-5,  17,  1-9,  2-07,  ..... 


aber 


<4,  34,  31.  3-05,  2-9, ; 

mithin  liegt  e  zwischen  2  und  3. 

Für  hohe  Zahlen  n  ist  die  Verschiedenheit  der  Potentiande 
dieser  Grenzpotenzen  etwas  unbequem,  deshalb  umsetzen  wir  in 
der  untern  urenze  n  in  n — 1,  wodurch  wir  denselben  Potentiand 
wie  in  der  oberen  und  sohin 

•=o+r'-('+.-r' 

erbalten.     Das  Verhältniss  dieser  Grenzen  ist  ==  (^'l~~)       ^^^ 

2  '•!. 

nahe  =5:1  +  —  • 
n 

VV^enn  demnach  n  auch  schon  sehr  gross  ist,  so  beträgt  die 
Fehlergrenze  doch  immer  noch  wenigstens  —  des  unteren  Grenz- 

wertbes  von  e,  und  da  dfeser  selbst  wieder  mindestens  2  ist,  so 

4 
ßfllt  diese  Fehlergrenze  nicht  unter  —• 
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WSUt  man  &  B.  fis=  lOOa,  sa  ist 

«==  (iooi)><»<>-i....  (rooi)»ö«>f » 

«od  die  Feblergrenze  geriiigsteiis  O'tKM.  In  der  That  findet  jnaa 
■it  Hilfe  der  dekaduicfaen  Logarithmen  0=:2'7143....2*7196»  ako^ 
die  Fehlererense  =0*0056,  «o  dass  man  hoebstens  e==:ä'7l.... 
setien  dai£ 

Wenngleich  die  hier  gezeigte  Berechnuogsweiae  der  Grenz- 
zaU  e  ein  sehr  ungenauea  £rgebniss  liefert ,  so  genagt  doch 
schon  der  von  uns  gegebene  Nachweis  der  Möglichkeit  einer 
beliebig  an  Terschär^nden ,  wenn  anch  änsserst  schwer  und  ledig- 
lieh  in  der  Einbildnng  attsfOhrbaren  Bereehnmig  derselben,  weil 
der  wirkliche  Zifferbetrag  dieser  Zahl  fast  nie  in  den  Zifferrech- 
mgen  der  Analysis  .verwendet  wird. 

Fuhrt  man  die  Grenzzahl  e  in  die  im^  Ait.  20.  fiir  1^  gefun- 
dene allgeineine  Grenzgleichung  statt  y  ein,  so  erhält  man  den 
sehr  folgenreichen  Grenzausdruck 

lim  =  1 . 


23. 

Grondzahl    eines    logarithmischen    Svstemes    und 
Bereehnung  derselben  aus  dessen  Modul. 

Was  man  heut  zu  Tage  ,,Grundzahl  eines  Logarithmensystems'' 
nennt,  kann  in  einem  Systeme ,  wo  man  die  Null  einer  anderen 
Zahl  als  der  1  zuweist,  wie  im  Neper'schen  Systeme,  streng 
eenomraen  gar  nicht  vorkommen.  Denn  will  man  allgemein  jene 
2ahl  6  die  Grundzahl  eines  Logarithmensystemes  nen« 
Bep,  deren  Logarithmus  eine  bestimmte  ausgezeichnete  Zahl 
^  ifit,  so  hat  man  nach  Art  IL  i. 


f=# 


ivelche  Gleichung  mit  der,  den  gegenwärtigen  oder  Euler'schen 
Begriff  vom  Logarithmus   begründenden 

y=zb* 

>war  äholich  geformt  ist,  aber  in  sie  doch  nnr  übergehen  kann, 
^enn  man  entweder  sämmtliche  Logarithmen  x  des  Systemes 
darch  ß  and  gesammte  Logarithmande  y  durch  q  dividirt,  oder 
9^1  und  ß^^l  wählt;  dann  aber  hat  man  beide  Male  ein  and^ea 
^garithmiaches  System  als  das  eigentlich  betrachtete. 
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6=l(F.«-*~«»oi=10'(i-."^  +  Jj|  ...) 

=9999999-00000005 

die  Grandzahl  detf  N^eper*schen  Logarithmensyeitemes. 

Id  seinem  logarithmiscben  Canoo  dagegen   ertheilto  Neper, 
indem  er  i/=/fyo=:l  wählte,  der  Zahl 

^=9g99999=l(r-~  l=:p — 1 

den  Logarithmen  x=^l,  also  *M  nach  der  ersten  der  obigen  Gtei- 
ehnngen  die  Grundzahl  des  Neper'schen  Logarithmen- 
Canons 

6=9-1=9999999. 

Karsten  hingegen  behauptet,  sie  sei  =0*9999999.  (Klflg^l  a. 
a.  O.  S.  537.,  Z.  7.  u.  S.  539.,  Z.  2.  ▼.  vu). 

Neper  erinnert  aber  iu  seinen  Schriften  zweimal  (ebeodas. 
S.  537.,  Z.  4— <7  und  8*^10),  der  Logarithme  seiner  ersten  Pro- 
portlonszahi   9999999  =  ^  -  1    falle   zwischen  1    und   1-0000001 

=  l-h~~«  daher  man  denselben 

^  1 


=  1-00000005  =  1  +  - 

Q 


setzen  mag. 


Nimmt  man  daher,  nachdem  man  zur  Abkürzung   —  =  e   ge- 


setzt hat. 


und 


y=,-l,    1  =  1-1  =  1-. 


ar  =  l  +  -=:l+£; 


so  findet  man 


6  4- 

-=(l  — «)!  +  '. 


Q 
oder  wenn  man  (3r  einen  Augenblick 


n=T-r-  =1— €  +  «•  —  «•.... 

l  +£ 


setzt: 
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foli;lich  ist 


6=e—l +  «—15««....=!;:  9999999-0000001. 
Setzt  man  dagegen 


:r=l+?  =  H-^ 


md  fit  einen  Augenblick 


1+2 


Mttt 


^       /i      V        ■  .  mCm — l)  « 


folglich 


«         £« 


6=^-1  +  2^—  2' •=  9996999-00000Ö05... 


Dieselben  Ereiimisse  fand  Kästner  und  Klfiirel  (a.  a.  O 

S.  540.). 

Wurde  man  (vergl.  Art.  21.)  in  Neper 's  System  die  ganzzah- 
ligen  Logarithmen  und  Logaritnmande  als  Zehnmilliontel  lesen, 
roiffticb  ^^1  und  m=--^=: — l  setzen;  so  wäre  die  Grund- 
zahl des  auf  diese  Weise  abgeänderten  Neper'schen  Lo- 

garitbmensystems  =e~^  =  — >    nemlich    das  Umgekehrte    der 
(inindzahl  e  der  natiirlicfaen  Logarithmen. 


Thcil  W  Pi 
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•24. 

Berechnung  des  Moduls  eineslogarithiiiischenSystemejs 
aus  dessen  Grundzahl,  oder  allgemeiner  aus  den  fest- 
gesetzten Logarithmen  zweier  Zahlen. 

Neper  hatte  seine  Logarithmen  vornehmlich  bloss  fiSr  seine 
astronomisch-  oder  sphärisch -trigonometrischen  Rechnungen  aas- 
gedacht ;  sohald  er  aber  diese  wichtige  Entdeckung  seinem  Freunde 
fieinrich  Briggs  mitgetheilt  hatte,  rieth  dieser,  um  selbe  für 
die  gewöhnliche  dekadische  Zifferrechnung  mit  Zahlen  nutzbar 
einzurichten,  die  Logarithmen  dergestalt  zu  bemessen,  dass  die 
dem  dekadischen  Ziffersysteme  zu  Grunde  liegende  Zahl  10  den 
Logarithmen  1,  und  die  Zahl  1  den  Logarithmen  0  erhalte. 

Hier  hatte  man  demnach  die  umgekehrte  Aufgabe  der 
▼origen,  nemlich  aus  der  für  ein  neu  zu  schaffendes  Logaiitbmen- 
system  gegebenen  Grundzahl  6=10,  oder  noch  all&emeiner,  aos 
zwei  Zahlen  und  deren  Logarithmen,  von  denen  jedoch  einer  NsU 
ist,  des  logarithmischen  Systemes  Modul  m  zu  berechnen. 

Zu  ihrer  Losung  dienen  am  besten  die  in  Art.  20.  ßir  Logjf 
aufgestellten  AusdrucKe,  in  denen  Loko=0  ist,  weil  in  ihnen 
der  Modul  i»  als  Factor  vorkommt  Wegen  der  Complicirtbeit 
seines  Mitiactors  und  der  Einfachheit  des  Products  bleibt  es  je- 
doch rathsamer,  dieses  Moduls  Umgekehrtes,  —  »  auszudrficken« 
Für  selbes  findet  man 

I      ^Vj-l)n     (vS--l)(«+l) 

^  "*  ,  Logy«  Logy 

und 


(if) 

,       liui.(v'^— l;n      lim.^^ 

1         nxscti        O  a)=0         ^ 


'^     I 


m  Logy  Log,y 

Ist  nun  die  Grandzahl  6  gegeben,  so  setze  man  y=b  und 
Itogy  =z  Log  b=i  q;  dadurch  wird 

1       i*nb      ,.         1    »* 


und 


1         1  "-t-16  1     n  A 


ßX-1 

i-=^.llm.(v--l)«=^  lim.W . 

m       Q    i|=cao       ^1*      fo—0         w 
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In  der  Neoseit  setzt  man  durchweg  die  dem  Logarithmi^rf 
Nall  entsprechende  Zahl  ^=1 ,  daher  hat  niati  tifef  die  einfacheren 
Ausdrucke 


ond 


1  n  A{0 1 

-^= Hm.  ( Vft— «)«  =liffl. 


Vfir  das  dekadische  Loearitbmensystem  ist  ftsrlO,  da- 
her findet  man,  mittels  vielfacn  wiederholter  zweitgradiger  Wnr^ 
zelziebang  ans  10^. wie  €allet  a.  a.  O.  zeigt,  den  Modul  dieses 
Systems 

m=  0-4342944819.... 

Im  natflrilchen  Logarithmensyteme    ist  def   Satzung 

gemäss  m=l,  und  gefunden  ward  6=e=2*71...^  daher  gibt  die 

letzte  Gleichung  wieder  den  bereits  (Art.  22«)  erhaltenen  Grenze 

^ 1 

tts^rnek  Hm =1. 

Den  Zusammenhang  zwischen  Grundzahl  undModul 
iBJe^licheiD  Logaritbmensysteme,  welches  Log  1=0 setzte 
rerotf  man  am  einfachsten  durch  Vermittelung  der  natürlichen 
liOganthmen  aufzustellen.  Benutzt  mafi  nemlicb  die  in  Artv  21, 
erwiesene  logaritbmiscbe  Cmwandelungsgleichung 

log.artif.  y = m.l^  > 

indem  man  ^  =  A  setzt ,  so  erfolgt 

ab  allgemeinef  Ausspruch  des  fraglichen  Zusamioenhahges.  Mo-* 
dul  und  natürlicner  Logarithme  der  Grundzahl  sind 
nerolicb  in  jedwedem  logaritbmiscben  Systeme  Umge-« 
kehrte  von  einander.  Und  danach  können,  wenn  einmal  die 
Mtürllcheo  Logarithmen  berechnet  und  intabulirt  sind»  Modul  und 
tiniodaabl  leicht  aus  einander  gerechnet  Werden. 

Denselben  Satz  liefert  auch  die  (In  Art.  23.)  entwickelte  Glei- 
1 

chuog  6=6"*,  wenn  man  in  ihr  die  natürlichen  Logarithmen  bei- 
der Seiten  nimmt;  da  sie  16  =  —  gibt 


u* 
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Lehre  von  den  na  türlicheo  Logarithmen  n&cb  Byrg's 
Begriff  vom    Logarithmus    und   nach   Neper*s  Berech- 

nungsvveise  der  Logarithmen. 

25. 

Bei  dem  (in  ß.  Art.  6.  erörterten)  Zusammenhalten  der  gleich- 
stelligen  Glieder  einer  geometrischen  Reibe  von  Logarithmanden  y 
mit  einer  arithmetischen  Reihe  von  Logarithmen  x  hatten  die 
gleichzeitigen  Schöpfer  dieser  Anschauungsweise  der  Logarithmen, 
Neper  und  Byrg,  nebst  den  Ausgangsgliedern  ^o=^^  ^°^ 
aro=0  beider  Reihen  noch  ihr  gleichzeitiges  Fortschreiten 
nach  einem  bestimmten  Gesetze  in  Zusammenhang  zu  bringen. 
Hierbei  scheinen  sie  von  Betrachtungen  folgender  Art  geleitet 
worden  zu  sein. 

In  !einer  arithmetischen  Reihe  bleibt  sich  die  absolute 
(unverglichen  genommene)  Zu-  oder  Abnahme  derselben  ^on  Glied 
zu  Glied,  durchweg  gleich^  in  einer  geometrischen  jedoch  nur 
ihre  v  er  hältniss  massige  Zu-  oder  Abnahme,  d.i.  das  Verhält- 
niss  der  absoluten  Zu  -  oder  Abnahme  zum  jedesmaligen  voraus- 
gehenden Gliede.  Ist  nemlich  d  der  stete  Unterschied  der  arith- 
metischen Reihe,  so  «inl^   ^^^^^  von  Glied  zu  Glied  um  d,  wenn  d 

negativ   '**'    Wenn  dagegen    in    einer    geometrischen   Reihe    der 

stete  Quotient  q  und  irgend  ein  Glied  y  ist,  so  ist  das  folgende 
=  ifyi  daher,  da  wo  9>  1,  ist  die  absolute  Zunahme  :=gy — y  und 

die  verhältnissmässige  z=z^ — s^  =  ^  — 1,  oder  dort,  wo  ^  <  1,  ist 
die  absolute  Abnahme  =y  —  qg  und  die  verhältroässige  =- — ^ 
=1— ^.    Mithin  bleibt  in  einer  |Vjj|^pjgj^ "  geometrischen  Reihe  die 

verhältnissmässige  Abnahme  ^®'   Glieder   so  wie   der  Quotient  q 

durchgehends  sich  gleich.  Bios  wo  das  vorausgehende  Glied  y=l 
ist,  kommt  die  verhältnissmässige  Aenderuog  der  Glieder  mit  der 
absoluten  selbst  uberein. 

Damit  aber  einerseits  in  der  arithmetischen  Reihe  der  Loga- 
rithmen X  jeder  vorgelegte  Logarithme,  und  andererseits  in  der 
geometrischen  Reihe  der  Zahlen  g  jede  vorgelebte  Zahl,  auf  einen 
möglichst  geringen  Fehler  vorkomme,  muss  dieser  Fehler,  nem- 
lich in  jener  arithmischen  Logarithmen -Reihe  das  absolute  Inter- 
vall d,  in  dieser  geometrischen  Logarithmanden-  oder  Zahlen-  Reihe 
das  verhältnissmässige  Intervall,  q — 1,  der  benachbarten  Glieder, 
möglichst  klein,  und  jedenfalls  bei  der  Grundanlage  beider  ein- 
ander zugesellten  Reihen  entschieden  festgestellt  werden.  Dadurch 
wird  aber  auch  das  Verhältniss  beider  dieser  Intervalle   oder  Zu- 
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oahmeo  der  Reihenglieder,  d:(g — 1),  weiches  mit  //i  bezeichnet 
(?erden  taose,  festgestellt;  und  man  erklärt  sonach  tn  als  das 
Grenzvertiältniss  der  unendlich  sich  verringernden  In- 
tervalle oder  Aenderungen,  d  und  7  —  1,  der  Glieder  in  der 
arithmetischen  Reihe  der  Logarithmen  und  in  der  geo- 
metrischen der  Zahlen;   nemitch   für  \\md=zO  und  \im{g—i) 

=0  wird  iit= lim -^  gesetzt.    Dieses  >  die  Art  oder  das  System 

der  Logarithmen  bestimmende  ^  Grenzverhältniss ,  m,  pflegt  man 
den  Modal  des  logarithraischen  Systemes  zu  nennen. 

Neper  Hess  (vergl.  Art.  5.)  die  arithmetische  Reihe  seiner 
Logaritlimen  steigen  und  mit  dem  Gliederuaare  0,  k  anheben,  also 
die  absolote  Zanahme  der  Glieder  d=zk  positiv  sein;  dagegen 
iiess  er,  geleitet  von  seinen  sphärisch -astronomischen  Rechnungen, 
die  geometrische  Reihe  der  zugehörigen  Zahlen  sinken,   und  mit 

dem  Gliederpaare  ^,  ^  — x  anfangen,  also  den  Quotienten  ^=  —-- 

=1 nnd  die  relative  Zunahme  der  Glieder  g — 1  = 

t= D^ativ  sein.     Er  setzte  daher  überhaupt  den  logarithmi- 

seilen  Modul  m= r-=  — A::— .      Insbesondere   nahm  er    (nach 

^— l  Q 

Alt  7.) 

Ä=l,  p=10000000,  «=1=Ä% 

m 

-  =  00000001 
Q 

aod 

7»= — p  --  —  lOOOOOOO. 

Byrg  dagegen  Weas  für  die  gewöhnlichen  Zifferrechnuiitfeo  in 
ganzen  Zahlen  beide  verbundenen  Reihen,  folglich  die  Logarithmen 
und  Logarithmande,  mit  einander  wachsen,  also  in  seiner  arithme- 
tischen Logarithmen  -  Reihe  (vergl.  Art.  7.)  ebenfalls  die  Anfangs- 
elied^r  0,  i  und  die  absolute  Zunahme  der  Glieder  d=ik  posinv, 
aagegen  in  seiner  geometrischen  Logarithmanden  -  Reihe  cfie  An- 

fangsglieder  q,  g+n,   folglich  den  Quotienten  9=   - — =l-f  * 

und   sofort    die    verhältoissmässige  Zunahme   der    Glieder    g --1 

=-^ ' — ^=:—  auch  positiv  sein.    Er  setzte  demnach  überhaupt 

d  X 

den  logaritfamischen   Modul  m=-^l  =:Ar:-*  Insbesondere  nahm 

er  (laut  Art  7.) 
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j^  =  10,  e=  100000000,  x=:  10000; 

also 

<=:;0'000L  und  m  =  100000. 
9 


26. 

Spätere    Matbematiker    erkannten  jedoch  bald 

1.  dass  es  rathsamer  sei,  voi>  dem  damaKgen  Gebrattche»  blot 
mit  sanzen  Zahlen  zu  rechnen  und  demp^mä««  akht  aar  die  Lo* 
garimmande,  sondern  auch  die  Logarilhnen  in  ^anaen  ZaUen 
darzustellen,  sanz  ahzugehen  und  sonach  Loganthmaade  und 
Logarithmen    durch  Deciroalbrflche  auszudrücken,  und 

2.  dass  die  logarith mischen  Rechnungen  sich  ungemein  veretth 
fachen,  wenn  man  die  Mull  als  Logarithmus  nicht  mehr  eiocr 
höheren  dekadischen  Einheit  q,  sondern  der  Stammeinbeit  —  der 
Eins  —*  zuschreibt»  also  analog  ^'  =  1  macht. 

Dazu  bedurfte  es  demnach  nur  sämmtliche  geometrisch  ge* 
reihten  Zahlen  durch  diese  dekadische  Einheit  q  zu  theilen 
Hiebei  blieb  der  Quotient  o  dieser'  geometrichen  Reihe  ungeäi- 
dert,  weil  sein  Dividend  und  Divisor  durch  einerlei  Zahl  getbdh 
wurden,  daher  q'^=^q.  Sonach  blieb  auch  die  verhSitnissmSssigt 
Zunahme  der  Glieder  dieser  geometrischen  Zahlenreihe  ungestori. 

In  Bezug  auf  die  Logarithmen  ersahen  sie,'dass  es  angemessener 
seij  den  in  denZifferrechoungen  gewöhnlich  vorkommenden  ganzenZah- 
len  positive  Logarithmen  zuzuweisen,  folglich  nicht  allein  die  geo- 
metrische Loearithmanden- Reihe,  sondern  auch  die  arithmetisch« 
Logarithmen  -^eihe  steigen  zu  lassen,  sonach  in  jener  den  Qaotienten 
o'>l  und  in  dieser  die  Differenz  df  positiv  zu  machen.  Zugleich 
Denutzten  sie  den  von  Neper  (vergl.  Art.  1,  Cap.  1.  Def.  6)  he^ 
stammenden  Gedanken,  die  absolute  Zunahme  d*  der  arithmetiscli 

gereihten   Logarithmen    der   verhältnissmMssigen    Zunahme    q*^\ 
er  geometrisch  gereihten  Logarithmande  gleich  zu  machen,  als« 
fj'szf*  — 1  zu  se&en,  folglich  den  Modul  oieses  ahgeänderten  Lo 

garitbmeosyatems  m'='  -73^=1  zu  wählen.  Weil  aber  q' — 1=7—1 

und  wegen  m= r  also  at— l:;;—  ist»  se  hatte  man  aueh  d*^-r» 

q  —  1  ^  m  » 

d.  i.  man  musste  zunächst  die  Zunahme  d  der  Logarithmen,  foh^ 

lieh»  weil  das  Ausgai^sglied  ihrer  arithmetivcben  Reihe  Null  ist, 

sämmtliche  Logarithmen  durch  den  Modul  m  theHen. 

Diese  neue,  dem  Modul  m'  =  l  entsprechende,  Art  von  Lo- 
garithmen ergab  sich  demnach  aus  Nepev^s  Logarithmentafel, 
indem  man  alle  Zahlen  durch  p  =  lO''  und  alle  Logarithmen  durch 
m^s^^lO^  dividirte,  folglich  blos  von  den  Zahlen  und  Loga- 
rithmen 7  Decimalstellen  abschnitt  (oder  beide  als  Zehnmilliootei 
las)  und  noch  die  Logarithmen  mit  entgegengci<etztem  Vorzercben 
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ikm.  Aofl  Byrg's  LoearitbmeDtafel  ergab  sie  sich,  indem  man 
ie  Zahleo  dorch  p=10®  ond  die  Liogarithmen  durch  m=:10^ 
teilte,  folglich  nur  von  den  Zahlen  8^  von  den  Logarithmen  aber 
Decimaktelleo  abacbnitt  (oder  jene  als  Hundertmilliontei  and  diese 
ts  Hnodeittaiisendtel  -las). 

ksofern  nun  dieses  abgeänderte  Logarithmensystem  den  hier 
\s  oaturgemilss  nadieewiesenen  Anforderungen  (vergL  noch  Art. 
9.)  feni&te,  und  beide  Entdecker  den  Logarithmen,  wenn  man 
ios  die  ZuleifelieiteD  Ihrer  ganzzafalig  dargestellten  Logarithmande 
od  Logarithmen  und  höchstens  noch  das  algebraische  Be- 
iefanogszeichen  der  letzteren  abändert,  in  ihren  Logarithmen- 
itelo  dieses  logarithmische  System  aufgestellt  haben;  erkannten 
Be  Hatbematiker  es  für  passend,  diese  Logarithmen  na tfir liehe 
to  oeonen. 

Im  Datflriichen  Logarithmensysteme  ist  demnach  der  Modul 
»=liin^^=l  fiir  lim<2=lim(9~l)=0,  und,  wie  man  gegen- 
wärtig zu  schreiben  pflegt,  ist  log.nat.l  oder  11=0. 


27. 

Fiir  die  Berechnung  des  Logarithmus  x  einer  bestimmten  Zahl 
S[  Oll  einen  festgestellten  Modul  m  hat  man  demnacb  in  einer 
abrieben  Weise  wie  in  Art.  20.  die  Gleichungen: 

XM=^JCo+nd=nd,    ar»+i ^Xq  +  («+  l)d.=  (w  +  l)rf; 

Jf« =yo^* = ^V"»        yn+i  =^0  7"+*  =  ^V"^  * ; 
d 

Eliroinirt  mau  nun   hier  d  und  g  so  wie  dort  —  >  so  fmdet  man 

leicht  auch  die  daselbst  aufgestellten  Gleichungen ,  sohtn  auch  die 
aifsie  gegründeten  in  den  Art.  21 — 24  durchgeführten  Lehren; 
weshalb  wir  nns  der  Wiederlulttng  derselben  hier  enthalten. 

Pur  die  Grundzahl  des  Byrg*ischen  Logarithmen- 
ijfitemi  setzt  man  in  Art.  23.  die  Zah!  ^=10^  und  den  Modul 
«=10^;  danach  findet  man 

6=l0».e<>'««»* 

—  lTr\l  -r  j^6  •"  1010  T  JQ16  T   iQxo  •••  / 

=  100001000-0060000166... 


wie 
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Zur BerechauDS  der  Grundzahl  b  der  Byrg'iseheD  Lo 
ga ri't hm enla/*«!  benutzt  man  die  aus  Art  \\,  1.  und  'i.  so  wi 
auch  aus  Art.  23.  folgende  Gleicsung 

indem  man  auf  den   von  mir  (in  Art.  23.)  gerechtfertgten  Begrif; 
der  logarithmiscben  Grundzahl  eingehend  j3=l  wäht* 

Setzt  man  nemlich  nach  Byrg's  Annafamen  (Art.  25.) 
also  j 


und 


2i=:J  +  *  =10001 
Q  9\ 


Xi  =rf=A=tO, 


I 

4 


so  ist 


1  1  4.fC  |0  91 

=  1000Q0999-0550012.... 


C. 

I 

Aufbau    der  Lehre    von   den  natürlichen  Logarithmen 
über   einem  gewissen  Grenzverhältnisse  una  auf  dem  \ 
gewohnlichen  Begriffe  vom  Logarithmus.  | 

\ 

I 

28. 

Wenn  y  eine  beliebige,  n  eine  absolute  ganze  Zahl  vorstellt, 
so  ist  bekanntlich 

^«--l=(y-l)(y«-» +  y»-« +y«-»+ .. +y  +  J)» 
daher  der  Quotient  oder  das  Verhältniss 


^^rr=3^"~*  +y«-a  + +3^+1. 


*)  Um  über  die  Betrage  dieser  Liixiiszahlen,  die  man  IVeper's  ood 
Byrg*8  logarithmische  Grundzahlen  nennt,  kuni  ond  sicher  absprechen  za 
können,  habe  ich  mir  erlaubt  ausnahmsweise  hier  und  in  Art.  24.  die 
convergenten  Reihen  anzuwenden. 
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Wfirde  man  nan  die  willbflhrlicbe  Zahl  y  geradehin  =  1  setzen, 
$0  niuchte  jener  Quotient  die  unbestimmte  Form  k-     annehmen  , 

diese  PotenzeDSurarae  aber»  weii  n  gliedertg,  in  die  Summe  von  n 
Einsen  also  in  n  selbst  übergehen.  Man  muss  daher  diesen  Po- 
tentiand  «  als  eine  der  Grenze  1  unablässig  zustrebende  veräo- 
deriiche  Zahl  ansehen,  wonach  auch  alle  ihre  natürlichen  Poten- 
zen derselben  Grenze  1  zustreben,  und  die  ngliederiige  Poten- 
zeDsurame  der  Grenze  n  ohne  Ende  näher  rückt.  Dac^rch  wird 
nan  berechtiget,  diese  Grenze  der  Potenzensumme  als  Grenze 
jeoes  Quotienten  anzusehen,  folglich  zu  setzen 


^tz:^-^ 


lim« — ^=n. 


sich  nähern,    so  muss 


Soll^  die  Zahl  y  ihrer  Grenze  1  stetig. sm 
«ie  wenigstens  in  den  späteren  Stadien,  ebenso  wie  Ihre  Grenze 
reell  und  positiv,  dabei  jedoch  entweder  kleiner  oder  er5sser  als 
diese  Grenze  sein ,  folglich  entweder  im  Wachsen  oder  im .  Ab- 
nehmen dieser  Grenze  zustreben ;  es  ist  nemlichy  ^lundlim9=l, 

Hotur  wir    im  Zusammenhange    limiy=l  schreiben  wollen. 

Danach  ist  in  der  obigen  Potenzeusumme  jeder  Summand,  als 
PotcDi  von  y,  so  wie  diese  positiv  und  dort  grosser  hier-  kleiner 
%k  1,  und  strebt  der  gemeinsamen  Grenze  i  zu,  folglich 

> 

lim(y»-*+y»^«+...+y«+y+l)=a 

< 

ud 

lim« — y=a. 

29. 
B«ieichneii   wir  den   Unterschied  zfrischen  «  und  I'  mit  '.r, 
oemlich  y-^lsj:,  so  istfiir  ys=]  dieser  Unterschied  ar  =  0,     und 
die  letzte  Grenzvergleichung 

uni-l-S ?=  n  für  lim«  =0. 

^         <  < 

Unterscheidet   man,  zur    genauen    Erforschung   der  Verfflei- 
chungszeichen,  ob  x  positiv  oder  negativ  sei,  so  hat  man  zunädis^ 

^venD  X  positiv,  also  lim^r^O  ist. 
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i =»*' 

daher  weno  mao  beideraeita  des  VerslaichiiiigBsaicIieiia   mit  der 
poaitiFen  Zahl  x  maitiplicirt  und  1  addirt, 

und  weno  man  beiderseite  die  nte  Wursel  aus  dieaen  zwei  die 
]  übersteigenden  positiven  Zahlen  sieht , 

endlich,  wean  man  noch  beide  eben  solche  Zahlen  nach  dem  po- 
sitiven Exponenten-  potenzirt, 

X 

(l+ar)'=(l+.i«a:)^- 

■ 

ist  dagegen  x  negativ,  also  limd;^0,  so  hat  man 

oder,  weil  Dividend  nnd  Tbeiler  negativ  sind,  nach  Verinderung 
ihrer  Vorzeichen, 

l-(l-|-a;)''  = 
^^ < 

Mnltiplicirt  man  nun  zu  beiden  Seiten  des  Vergleicbungszeichens 
mit  der  positiven  Zahl  —  jr«  so  wird 


daher»  wenn  man  beiderseits  (1-f  a;}"  and  nx  addirt,  Ist 

folglich,  wenn  man  von  beiden  verj|;Uchenen  Zahkn  Uwe  Unteekshi- 
ten  nimmt,  das  heisst,  durch  beide  die  1  theilt',  muss  aas  Un- 
gleichheitszeichen  umgewendet  werden,  und  es  erfolgt 

1     = 1^_ 

l+na:>(l+ar)" 

o<kr 
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Krbebt   man    nan    beide    positive*  Zahlen  zur   Potenz    des    posi- 
tiven Exponenten   ,  so  wird 

-1-=  ^ 

Sonach  ist  im  Zusammenhange «  für 

limor^Oy 
< 

1>  J. 

Iim(l  +j.)'=lim  (1  +  nar)»* 

< 

Hieraus  erhellet  nun,  dass  beide  diese  Potenzen,  von  denen 
dieer^tenur  von  :v,  die  andere  nur  von  tue  abhängt,  bei  gleich- 
uitiger  anendlicher  Abnahme  dieser  Veränderlichen  x  und  nx, 
einer  und  derselben  Grenze  zustreben  müssen^  oder,  iienn 
man  diese  Veränderlichen  durch  eine  neue  mit  ihnen  zugleich  un- 
eDdlicb  abnehmende  Veränderüclie  o  vorstellt,  dass  die  Potenz 
1 

(l+o)**  einer  gewissen  Grenze  ohne  Ende  sich  nähern  muss. 

1 
Diese  Grenzzahl  buin,  well  die  In  der  Fotenz  (l  *f  id)^  einzig 
yorkoamende  Veränderliche  od  in  ihrem  äussersten  Gren&wertlw 
m  Null  flbergeht,  lediglich  eine  völlig  bestimmte  oder  besondere 
2ali(sein.  Einem  allgemeinen  Gebrauche  gemäss  pflegt  man  sie 
darch  den  Buchstaben  e  ol  besMchnen;  also 

i 
lim(l+0D)«=e 

OOSSQ 


20  selBeo. 


30. 


9 

Erforschen  wir  nunraehl^  oh  diese  Grenze  e  bei   unendlicher 

1 
Abnahme  von  »  von  der  Potenz  (l  +  m)*^  im  Wachsen  oder  Ab- 
oefamen  angestrebt  werde. 

Wey  mx  mit  x  glefehzettig  positiv  ist  und  unendlich  abnimmt, 
60  moss,  TermogQ  der  zulefct  aufgestellten  Qctncvergleiehung,  die 

Potenz  (l+a)^,  wenn  o»  von  nx  auf  seinen  nten  Theil,  x^  ab- 
"-»»t.  flir  f^l%  Werthe  von  .,  ruc  und  ».  ^^^^.  und  -o- 

mit  muss  diese  ^tJJ^jJJ^  auch  fortbecrtehen,  wenn  die'  jeweilige 
Abnahme  der  Veränderlichen   w    auf  Ihren  nten  Theil  sich  fort- 
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während  wiederholt,  also  a>  allmählig  auf  njr,  x^  '^'*  ^*  -^f  a.sj 
herabsinkt. 

Weil  jedoch  x  beiiehiff  klein  und  n  beiiehig  gross  angeoc 
werden  kann,  so  müssen  die  hinreichend  klein  gewählten  Gii« 
.jeder  anderen  Reihe  von  Werthen  der  Veränderlichen  o»  zwischi 
je  zwei  Glieder  jener  abnehmenden  geometrischen  Reihe  fallei 
folglich  muss  auch  filr  die  neue  Reihe,  also  überhaupt,  wie  aoj 
immer  das  Gesetz  der  unendlichen  Abnahme  von  o»  lanten  niut 

die  Potenz  (l+w)"»  fjr  P0  8i«>7®     Werthe   von     co   ohne   Ei 
^    '     '      *     negative 

abnehmend  ^^^  Grenzzahl  e  zustreben,  nemlich  lur 

lim  0=  0 
< 

ist 

i< 
lim(l +»)«==  f. 

Daraus  folgt  sogleich ,  das  für  jeden  J^gatirai  ^^"^^   ^'*" 
die  Potenz 

1 


(1  +  »)«^« 


sein  muss. 


Setzt  man  daher  einmal  co  =  —  und  ein  andermal  o  =  —  —rv 

n  «t' 

wobei  ft  absolut  und  ganz  sein  soll,  so  ist 
ubd 


also 


('+i-)-<'<(Hir. 
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1 

iDsbesondere  findet  raan  für  tt=:l,  dass  die  fragliche  Grenz- 
zaU  zwischen  den  ganzen  Zahlen  2  und  4  liegt.  Wie  man  diese 
eiDschräDkenden  Grenzausdrucke  zur  wirklichen  Berechnung  von 
f  verwenden  kunne,  ist  in  Art.  22.  gewiesen  worden. 


31. 
Aus  der  ohigen  allgemeinen  Grenzvergleichung 

L<  > 

lim  (14-10^=6  furlim«i=0, 

>  < 

foI|>t  für  positive  cd,  der  Ordnung  nach, 

dagegen  ftir  negative  od,  wo  — <a  positiv  ist, 


(1 


1 1  =1  1  -<»'=/l\-<B 


'S  >  >         Q) 

mithiD  ist 

^ I  >  ^ 

lim =  1  färiimiö=0. 

»      ^  < 

Eine  Bestätigung  dieser  wichtigen   Grenzvergleichung  finden 
*ir  an  der  in  Art.  29.  erwieseneu  und  ihr  eigentlich  zu  Grunde 

Hebenden  ' 

lim  (1+-^)"— ^—»   fHr  Um«  =  0. 

0«oo  dividirt  man  durch  n,  setzt  na;=m,  also  n=— ,  so  verwan- 
•Idt  sie  sich  in 

lim(l  +  ;r)*   I      ,  ,S 

CD  CD  ^       < 

lim  ia=^0 
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»2. 

Sei    in  Bezuff  auf  eine  beliebige  von  0  and  1  verschiedene 

absolute  Gnindzanl  6  der  Logaritbme   der  zwischen  2  und  4  ent 

haltenen  absoluten  Grenzzahl  e,  oder  —  wie  wir  ihn  kurz  nennen 

wollen  — der  6-Logarithme  von  e,    die  Zahl  m;    in  Zeichen 
h 

loee=m,  also  6*"  =  e.    FOhrt  man  diesen  Ausdruck  von  e  in  die 

zuletzt  gefundene  Greozgleichung 

lim  ?:!z±=i 

0        » 


ein,  und  theilt  sie  durch  m,  so  wird 

lim =r  — . 

etfrsQ         mOO  fif 

Setzt  man  noch  abkürzend  iniD=(,  also  auch  lifflc=0,  so  er- 
folgt 

hm =  -=-y-, 

'^^     '         "•     löge 

eine  bemerkenswerthe  Grenzgldcfaung. 

Kehrt  man  ihre  beiden  Theile  um«  so  ist 


limTrrr=m  =  log«. 


Da  i  eine  unendlich  abnehmende  Zahl  ist,  so  ist 

lim  (60=Ä®=1, 
«=o 

also  darf  6'=l-f-i}  geeretzt  werden,  wo  auch  limi}=^0  ist     Dano 
ist  e=log(I-f-i7) ,  und  für  diese  AasdrAcke  fibergeht  die  Gleichung  in 

b 
der  man,  weil  log  1=0  ist,  auch  die  Form 


7=0         (l  +  ^)-l  * 


ertheilen  kann. 

Zu  jedem  Logarithmensystem  ist  demnach  das  Verhfiltniss  der 
geringsten  Aeoderungen  der  kleinsten  Logarithmen  zu  den  entspre- 
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cbendeD  Aendeningen  ibrer,  der  Zahi  1  beoachbartesten,  Zablen  ein 
bestimmtes,  tn,  welches  der  Modul  dieses  logarithmischeD  Sy- 
Steines  genaoot  wird  und  mit  dem,  io  dieseoi  Systeme  vorkommeo- 
deq,  LogaritbmeQ  der  GreossabI  6=271 ...  ubereinAlIt. 

Da  nun  der  Logarithme  der  Grundzahl  in  jeglichem  Systeme 

=!  ist,  so  sieht  mao  sich  durch  den  Ausdruck  löge  des  loga- 
rithmischeo  Moduls  aufgefordert,  sich  ein  Logarithmensystem  zu 
denken,  dessen  Grundzahl  die  gefundene  Grenzzahl  e  ist;  was 
mogltcb  bleibt,  weil  e  absolut  und   Ton  0  und  1  verschieden  ist 


e 


Durch  den  Uebergang  von  b  auf  e  wird  Ioge=l,  daher   obige 
GreDzgleichung 

iim!kä±4=:!ii=:m=i. 

In  dem  Systeme  dieser  e-Logarithmen  sind  daher  die 
gerinesten  Aendeningen  der  kleinsten  Logarithmen  den  entspre- 
oiendeD  Aenderungen  ihrer,  der  Zahl  1  benachbartesten,  Zablen 
gleich,  oder  der  Modul  ist^l. 

Insofern  nun  die  Analysis  selbst  auf  dem  Wege  einer  ganz 
ungekünstelten  Erforschung  von  naturgemäss  zur  Frage  sich  auf- 
werfeoden  Grenzverhältnissen  zu  der  mit  e  bezeichneten  Grenzzahl, 
ond  danach  zu  den  auf  die  Grundzahl  e  beziehlichen  Logarithmen 
sdcxtet  wird;  und  insofern  diesen  die  in  Art.  19.  au&ezählten 
^eascbaften  zukommen:  sieht  man  sich  ohne  Zweifel  berech- 
tiget, diese  e -Logarithmen  natürliche  zu  nennen. 


33. 

Bezeichnet  man  nun  diese  natürlichen  Logarithmen  blos  mit 
dem  einfachen  Buchstaben  1^  so  findet. man  aus  der  obigen  Glei- 
eh\ins;6^=ze  die  bekannte  mlAszl.  Ferner  wenn  w  der  6 -Lo- 
garithme von  y  ist,  also  b*^=iy  ist,  hat  man  auch 


oder 

h 
logy=mly. 


m 


Daraus  folgt  auch  e=y*  und  sonach,  mit  Bezug  auf  Art.  31, 


—  ml 

€"=3f*    ,  oder,  wenn  man  —  «=-  setzt. 
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L       n  l     X 

6^stf««=Vy  und  «=-•-:• 
Briogt  man  diese  Ausdrücke  iu  die  Grenzvergleicbtiiig 

lim =1,  limo^O 


und  setzt  noch 


so  wird 


,— hm(vy-l)«=l. 

I 

wobei    das  nnißfo  Vergleii^hungsaeicben  gilt,  wenn»:^  — =  -3 

positiv  .  . 
negativ  ^^' 

'Nimmt  man,  wie  üblich,  6>1,  also  m=:l0ge  positiv,  lern« 
für  y  eine  Absolutsahl  über  1,  daher  auch  logy  positiv  an,  m 
kommt  letztere  Bedingung  darauf  zurück,  dass  n  ^»ativ  ^^** 

Ffir  diesen  Fall,  wo  6  und  y>l  ist,  findet  man  dennDacb  all 

9 

gemein,  wenn  man  mit  der  positiven  Zahl  log^  die  Vergieichons 
multiplicirt,  i 

< 
logy  =:f?ilim(V^—  l)«y 

1> 

für  lim— =0,  oder  f^r  limn=4:x  ; 

daher  .insbesondere    für  naturliche  Logarithmen,  d.  t.  für  b^( 
wi  =  1 ,  und  y  >  1 , 

<  «  1  > 

|y=lim(Vy— D«,  lim-=:0. 

<  < 
Anders  dargestellt  ist 

\y  =  {\  — ;r'\it....(i.  y— l)n. 


i 
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wenn  man  Demlich  n  erst  negativ,  dann  positiv  setzt.    Dabei  ist 

n 

das  VerhSitniss  der  oberen  Grenze  zur  untern  =Vy* 
Setzt  man  zur  Vereinfachung  der  Rechnung 


so  ist 


Da  noch 


V3r=:l+ii,  und  (Vy— l.ji=)mf=  Y; 


^r-^r^"^' 


Y  Yu* 


ist,  so  ibdet  maa  um  so  mehr 
and  die  Fehlergrenze  ^^uV. 


Ü. 

Ableitung  der  Lehre  von  den  natürlichen  Logarithmen 
oadb  dem   dermalen  gebräuchlichen  Begriffe    der 

Logarithmen« 

34. 

I.  Für  eine  festgesetzte  Grundzahl  6  sei  a:  der  Logarithme 

einer  Zahl  ff,  in  Zeichen  logy  =  ar,  so  Ist  (verroOge  Art.  10)  6^=^. 

Zugleich  ist  aber  auch  nach  dem  Begriffe  vom  Wurzelziehen 
(lUdiciren) 

i  h,  radicirt  man  eine  Zahl  y  nach  ihrem  Logarithmen 

«:=logyy   oder  geivChnlicher  ausgesprochen,  zieht  man 
anseinerZahly  diejenige  Wurzel,  aeren  Exponent  ihr 

9 

Logarithme  jr^^logy  ist,  so  erhält   man    die  Grundzahl 
K  auf  die  sich  jener  Logarithme  bezieht. 

II.  kt  die  geviählte  absolute  Grundzahl  6  -^  wie  es  sein 
mnsg  -^  von  0  und  1  verschieden »  so  gibt  es  zu  jeder  Absolut- 
zahl  jf  eineii  reellen  Logarithmen  x.    Denn  der  Ausnahmsfall  y=zl 
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Ist  bekaontlich  durch  x—0  erledigt»  weil  b^:=:i  bt.  In  jedem 
anderen  eigenUich  zu  erforscbendeo  Falle«  wo  y^l  Ut«  sei  der  in 

Frage  gestellte  Loffaritbme  überhaupt  ein  rationaler  ^uf  die  re- 
gelmSssige  Form  (von  ganzzahligem  Nenner  und  Zähler)  zu- 
rückgeführter Bruch,  nemlicb  x^  —  f  fio  soll  b^=sb^  =y    sdn. 

Dann  muss  6r.=yn;  nemlich  einer  Potenz  der  Grundzahl  6  eine 
Potenz  des  Logarithmands  y  gleich  sein. 

Potenzirt  man  aber  sowohl  'die  logarithmische  Grundzahl  6 
nach  allen  algebraisch  aufsteigend  geordneten  negativen  und  j»o- 
sitiven  ganzzabtigen  Exponenten  von  —^  bis  -foo,  den  Logantb- 
roand  y  aber  nach  allen  absoluten  ganzzahligen  E^onenten  von 

0  bis  00  f  so  muss ,  wenn  6  ^  I   ist ,    die    erstere   Potenzenreihe, 

vorwArtii 

ruckwärs  E^^^^^^^f  ^o^i  Unendlichkleinen  an  bis  ins  Unendlich- 
grosse aufsteigen,  die  andere  Potenzreihe    aber ,  wenn  y^^     ist 

von  1  an  unendlich  rk«ehmen  ^'^^'^^  muss  jede  Potenz  der  letz- 
teren Art,  wie  y",  entweder  mit  einer  Potenz  der  er^teren  Art 
wie  yPy  übereinfallen,  oder  wenigstens  zwischen  zwei  benachbarten 
solchen  Potenzen,  wie  yv  und  yi*+^  liegen.  Im  ersteren  freilich 
seltenen  Falle  ist 


folglich 


y^:szbP,  alsoy=6"> 


>ogy=5; 


im  anderen  und  gewöhnlichsten  Falle  ist 


daher 


und  sonach 


y  —  ö^  b    " 


logy  =  2  ^ 


•  •  •  • 


ffi  n 

wobei  die  Fehlergrenze  —  durch  allmäliche   und  unendliche  Ver* 

grösserung  des  Exponenten  n  nach  und  nach  immer  kleiner  ge- 
macht unä  dem  Verschwinden  beliebig  nahe  gebracht  werden  kano, 
mithin  der  geforderte  Logarithme,  selbst  wenn  er  brratiooal  wäre, 
mit  jeder  gewünschten  Schärfe  genähert  sich  bestimmen  iässt. 
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36. 


Da  allgemein  logy=;ry  und  insbesondere  log  1=0  ist;  so 
nni,  weil  In  der  mit  der  ersteren  Gteiehung  in  den  Begrifen  un 
zertreonlich  verbundenen  b*^=y  bei  stetiger  Veränderune  des  Ea^- 
ponenten  x  auch  die  Potenz  y  jstetig  sich  ändert,  folglTch  umge- 
kehrt eine  stetige  Aenderung  dieses  Logarithmandf  y  nothwendig 
jenen  Logarithmus  x  auch  wieder  stetig  abändern  muss,  bei  der 
anaolhorlichen  Annäherung  des  Logarithmands  y  an  die  Grenze  1 
der  Logarithmus  x  der  Grenze  0  zustreben  oder  unendlich  abneh. 
men.    Es  ist  nemlich,  für  ümy=:l«  limd;=0  oder,  kürzer  darge. 

stellt.  Hm  log^=0,  und  mit  liückblick  auf)  Art.  34.  I.  ist  6=:lim(«'), 

bei   noch  ^  — ]=i7,  also  y=l -f-ij,  so    ist  limy=:l    gleich- 
geltend  mit  lim  17=0,  uod  es  übergeht  der  letzte  AusdvMk  in 

1 

Eine  Bestätigunc  dieses  Ausdruckes  liefert  auch  die   be« 

boote  Gleichung  log6:=;:l,    der  wir  die  Form  }Xm{Sogy^=^x)^=^\ 

ertheilen  kennen. 

Denn  setzen  wir  y=ib(t'i'ß)y  so  Icami  xaB\ogyt=l+4x  ee^ 
^etzt  werde«,  wofern  mit  Iimj3=?0  auch    lima=0  verbunden  Ist« 

Duo  ist 


alM 


6t+«  =  Ä(l  +  /J), 


6«  =  1  +  /J 


uimI 


1 
6=(I  +  /J)«, 

oüer 

vollständig 

&  = 

=  liin(l+ft 

I 

«  fiir  lima— 0- 

=  lim/7. 

36. 

Erforeicben  wir  noch,  in  welcher  Vergleicfaung,  wenn  x  und  y — 1 
eiostimmig  sind,  die  Grundzahl  b  mit  1  stehe. 

Bekanntlich    geh5rt,    wenn   die  Grundzahl   r<]er   Potentiand) 
Kl   ist,   zu    einem    positiven  Logarithmen  (Exponenten)  x  ein 

13' 
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Logarithmand  (eioe  Potenz) ^^t;  dagegen  zn  einem  negativen 
Logarithmen  x  ein  Logarithmand  yy  1 ;  folglich  muss  umgekehrt 
zu  einem  Logarithmand  ly^l»  fär  den  also  der  Cnterachied  jf— 1 

negativ  '**'  ""^  *"  ®"'®'"  negativen  I^og»"**»«»«»  *  jedenfalls  eine 
Grundzahl  6>1  gehören. 


37. 

Vermöge  Art.  34.  1.  ISsst  sich  zu  einem  jeden  reellen  absolu- 
ten Logarithmand  y^h  oder  zu  jedem  positiven  oder  negativen 

Unterschiede  17  =y  —  1  dieses  Logarithmands  ff  von  1,  und  zu 
jeglichem  ihm  beigelegten  positiven  oder  negativen  Loearithmeo 
X  die  entsprechende  logarithmische  Grundzahl  6,  als  die  einem 
segebenen  Radicand  (y)  und  Wurzelexponenten  {x)  zugehörige 
yf\me\  (b),  mit  vollkommener  Bestimmtheit  berechnen.  Unter 
diesen  Annahmen  filr  y  oder  ftir  y  — 1  =  17  und  för  x  ist  aber  die 
bemerkenswertheste  gewiss  die,  wo  man  diesen  Logarithmen 
:r  jenem  Unterschiede  17  vuUig  (in  Grösse  und  Beziehung)  gleich, 
x^flzsy — 19  voraussetzt  und  beide  mit  einander  unendlich 
abnehmen,  limj;s=0,  limi7=0,  lim(^ — i)=0,  sein  lässt. 

Für  diese  ausgezeichneten  Bedingungen  müssen  die  in  Art.  35. 
aufgestellten  allgemeinen  Grenzausdrficke  der  Grundzahl  b  noth- 
wendig  eine  ganz  absonderliche  logarithmische  Grundzahl 
darbieten^  die  wir  mit  e  bezeichnen  wollen,  wonach  wir  erhalten 

if=lim(y»-l)=Um(l  +  i7)^. 

Von  dieser  Grundzahl  lässt  uns  der  Art  36.,  weil  der  Unter- 
schied y — 1=17  mit  dem  ihm  gleichen  Logarithmen  x  auch  gleich- 
stimm'ig  ist,  sogleich  erkennen,  dass  sie  grrisser  als  Eins  sein 


muss. 


38. 


Erforschen  wir  sofort  den  Zusammenhang  dieser  ausgezeich- 
neten logarithmischen  Grundzahl  e  mit  jeder  anderen  0.  Für 
di^se  bietet  der  Art.  35.  die  allgemeinen  Grenzausdrflcke 

i  1 

6=lim(y')=:lim(l  +1^)* 

zu 
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Umy=l,  liiu;r=0,  l\mi]=0. 


Daher  ist  auch,  wenn  man  beiderseits  nach  -=*~^potenzirt. 


lim(ftv)=lira(yi^-l  )=lim(I  +iy)v , 
folglich  nach  obigem  Grenzausdrucke  von  e, 

jr 

lim(6^)=:e. 


Hiernach  ist  nun 


oder  wegen 


lim— =  löge. 


^=log(y=I+iy) 


ucb 


üml2£f=|im!2Sy-M)==,*g,. 

Diese  Gleichung  hätte  sich  auch  geftinden,  wenn  man  von 
obim  Ausdrücken  ^der  Grundzahl  e  die  auf  die  Grundzahl  b  be- 
zieofichen  Logarithmen   genommen   hätte.     Sie    lässt   sich,   weil 

log  1=0  ist,  auch  so  darstellen:' 

^1      y— 1     •      ^0      (l+ij)  — 1  " 

'  lim' 

Aus  der  Gleichung  lim  (6^)=: 6     ^  =e,     und    noch    leichter 

2         limS 

aj» ihrer nothwendigen Folge 6 =lim#^=£  '»  erhellet,  dass  die 
Grnodzahl  6,  also  auch  der  gesanimte  Charakter  eines  jeden  lo- 
guitbmischen  Systems  lediglich  von  dem  vDilig  bestimmten  und 

dem  löge  gleichenden  Grenzverhältnisse  —    den    kleinsten    Loga- 

rithmeD,  Xj  zu  den  geringsten  Unterschieden»  «=^-^1»  der  Lo- 
Rorithmande  «  von  1  abhänge.  Deswef^en  wira  dieses  Grenzver- 
häitniss  der  Modul  des  becrefienden,  der  Grundzahl  b  zugehvri- 
geo  iogarithmischen  Systems  genannt.     Wir  bezeichnen  es  mit 

m  lind  haben  demnach  ifi=ilim—  oder 


190 


und 


1 


Für  die  auf  die   Grundzahl  e  bezlehlichen   Logariilinien  \A 
ar=i7,  also  der  Modul  m=r:L 


39. 


iDsofero  nun  die  genauere  ErforschuDg  der  Logarithmen  gam 
einfach  und  naturgemäss  auf  die  ausgezeichnete  logarithmi($clN 
Grundzahl  e  hinleitet«  und  insofern  bei  diesem  logarithmisdNi 
Systeme  das  zur  Betrachtung  sich  aufdrängende  mit  dem  Nama 
,,logarithmischer  Modul''  belegte  Grenzverbältniss  in  d^  Gleick* 
heitsverhältniss  oder  in  1  fibergeht,  ist  es  angemessen,  deiU 
Logarithmen  natürliche,  alle  anderen  dagegen  kfinstliche  u 
nennen,  erstere  durch  log.nat.  oder  nur  durch  I,  letztere  aber  al 
gemein  durch  log.artif.  zu  bezeichnen. 

Um  zu  erfahren,  wie  man  von  den  einen  Logarithmen  aa( 
die  anderen  fibergeben  könne,  sei  t^e  frOher 


Setzt  man  hierin 


b 
logjfs:^,  also  yssö'. 


i 

6=«*, 


so  ist 


£_ 

folglich 

•ogy  ~  log.  nat.  y=:  ^  =- .  logy , 
und  sofoH  allgemein 

log .  nat .  y = ^jgjj- .  log.  artif.  y , 

daher  umgekehrt 

log.  artif.y  =  modul.X  log.nat.  y. 
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40. 


Sebeo  wir  nun  nach,   wie  bei  unendlicher  Abnalime  von  ni 

i 

die  Potenz  (l  -{- 17)^  ihrer  Grenze  e  sich  nähert,  ob  wachsend  oder 

abnehmend. 

Allgemein  ist 

0  +  1)=!  +  '»  +  ?. 

also  sicher 

Erhebt  man  beiderseits  deB  Cngieichheitszeichens  zur  Potenz   -  , 

,  -    1   positiv   .  ^ 

so  mass»  wenn  i|^  also  auch  -  neeativ  *®*» 

seiiL 

Wenn  demnach  der  Werth  der  ^esathren  ^^^^  ^  fortwährend 

aof  seine  Halbscheid  herabsinkt,    so  rouss   die  Potenz    (l-fi^)^ 

Schritt  mr  Schritt  l\^^^n'  ^^^^  "^^°  ^^^^  ^°  J^^^  beliebigen 
Werthe  von  17  ausgehen  kann»  und  durch  fortgesetzte  Halbirune 
desselben  endlich  unter  je^e  angenommene  noch  so  kleine  Zahl 
berabkonunen  inuss;  ao  rauss  auch  f&r  jederlei  Almahme  von  17 

die  betrachtete  Potenz  *,nk^°»   folglich  wird  sie  bei  unendlicher 

Abnahme  von  iy  ihrer  Grenze  e  ohne  Ende  abnehmend    ®''^^    "^' 

> 
bera.    Es  ist  demnach  für  lim  1^  =  0  entschieden 

< 

1> 
lira(l  +  ly)^  c=  e. 

< 

Wie  man  von  hier  aus  In  dieser  Lehre  weiter  vorschreiten 
tenne,  ISsst  sich  aus  den  Artikeln  30.,  31.  und  33.  unschwer  er- 
sehen, weswegen  wir  uns  mit  den  bisherigen' Andeutungen  be- 
gnügen dürfen. 
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Aufstellung  der  Lehre  von  den  natOrlichen  Logarith- 
men aus  jener  von  den  sogenannten    logarithmischen 
Proportionaltheilen    bei  Zugrundlegiing  des  gewöhn- 
lichen Begriffs  vom  Logarithmus.  . 

Elementare  Ableitungen  des  Hauptlehrsatzes  von 
den  logarithmischen  Proportionaltheilen. 

Erste  Ableitung.  Sei  a  irgend  eine  Zahl,  a  eine  Zugabe 
zu  ihr,  durch  die  sie  auf  a-f  a  gebracht  wird,  nebstbei  sei  n 
eine  absolute  ganze  Zahl,  so  ist 

(a+a)»=;a"  +»a»--*«-|'-4ö»^*a*, 

wenn  man  diese  Potenz  auch  nicht  nach  dem  binomischen  Lehr- 
satze in  seiner  einfachsten  Fassung,  sondern  blos  als  Product  von 
n  binomischen  Factoren,  deren  jeder  a-^'a  ist,  durch  geregelte 
MultipUcation  entwickelt,  und  aus  allen  Gliedern  vom  oten  jaii 
<l"~^a^  als  Factor  heraushebt  und  den  dazu  gehörigen  zusammen- 
gesetzten Factor  durch  A  vorstellt 

Die  Zugabe  a  sei  nun  im  Vergleich  mit  der.  Zahl  a  selbst 

nur  sehr  klein,  nemlich  das  Verhältniss  —  sei   ein  kleiner  Theil 

a 

ron  Eins,  und  zwar  so  klein,  dass  man  für  eine  erste  AnnSherung 
wenigstens    seine    zweite   Potenz  f— J     vemachlftssigen,    oder 

Limf -J  =0  annehmen  darf;  zugleich  sei  auch  die  ganze  Abso- 
lutzahl n  nur  mSssig  gross,  Dividirt  man  sonach  beide  Theile  der 
Gleichung  durch  ä^^a.a^^^,  so  ist  vollständig 


und  für  genügend  kleine  Verhältnisse  -  zureichend  genähert 


Nimmt  man  nunmehr   hiervon    in   Bezug  auf  eine    beliebige 
Grundzahl  die  Logarithmen,  so  ist 

log  (a  +  na)  —  loga  =  w  [log(i  |- «)  —  loga]. 
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Die  Zugaben  a  zu  jeder  beliebigen  Zahl  a  IcSnnen  daher  im 
Verbiitnies  tu  dieser  jederaeit  so  Icfein  gewählt  werden«  dass  zu 
jedem  —  mindestens  massig  grossen  —  VielfiBu;hen  einer  jeden 
solchen  Zugabe  in  der  Zahl  hSchst  nahe  das  Ebensovielfache  der 
ZoDahme  des  der  Zahl  zugehörigen  Logarithmen  gehurt  Mithin 
missen  die  genügend  Icleinen  Zunahmen  dert  Zahlen 
(Lofrarithmande)  den  zugehörigen  Zunahmen  ihrer  Lo- 
garithmen ganz  nahe  proportional  sein. 

Sind  nemliich  a,  a'  irgend  zwei  verhältnissmässig  nur  geringe 
Zooahmen  der  Zahl  a,  so  verhält  sich  sehr  nahe 

ff    ■  log(a  +  tt)'— logg 
af      log(a  -|-a') — loga ' 

Zweite  Ableitung.  Seien  a,  t^  zwei  Zunahmen  der  Zahl 
i«  durch  die  sie  auf  a-^a  und  a+a*  gelangt ,  so  ist  das  Product 

(a-Hr)(a -f  o') =a* -f  Ott  +  ^v«^  +  <M^  > 
nnd  wenn  man  durch  a.a  dividirt: 

o  +  «   a  +  «^      g  +  g-f  </      «    g' 
g  g  g  '  a   g 

Nmi  seien  die  Zunahmen  o,  o'  im  Verhältniss  zur  Ursprung- 
Mm  ZaM  a,  nemlich  die  Verhältnisse—»—«  so  klein, dass,  wäh- 

reod  das  Verhältniss  —  dieser  Zunahmen  unter  sich  ein  endliches 

a 

tttdie  zweiten  Potenzen  l—j  »  (—j  jene  Verhältnisse  unerheb- 

Hch  klein  seien  und  deehalb  für  eine  erste  Näherung  vernachläs- 
*igt  werden  dürfen,  oder  dass 

Lim(?Y=0  undLim(^Y=0 

gesetzt  werden  k9nne.    Dann  lässt  sich,  weil— •—=(  —  )  -—ist, 

g   g      \g/      tt 

aoch  das  Product  —  •  —  vernachlässigen  oder  Lim  |  -  .  —  1=0    se- 

g    g  ^  \a   aj 

tiCD.    Unter   diesen  Bedingungen    ist   demnach    in   zureichender 
Annäherung 

*g+a+a'_ig  +  a    g-fg' 


'  9 

a 


Qod  in  jedem  logarithmiscben  Systeme 

log  (g  +  g  +  «0— loga=^llog(g  +  «)  -  logg]  +  [loga] . 
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Die  Zanahmen  (t,  af  zu  jeder  beliebigCD  ZM  a  koonen  dem- 
nach 101  Verhältnif»  za  dieser  jedesmui  ao  kleio  sewäblt  werden, 
daes  der  Summe  jeglicher  Zanahmen  jeder  beliebigen  Zahl  auch 
wieder  die  Summe  der  Ihnen  entsprechenden  Zunahmen 
ihrer  zugehOrii;en  Logarithmen  entspricht  Mithin  gibt  es  zu 
jederZahi  so  gerIngeZunahmen  derselben«  dass  ihnen 
die  Zunahmen  ihresLogarithmus  höchst  nahe  proper 
tiooal  seien.*) 

Sind  nemlich  Oj  af  was  immer  für  zwei  yerhältnissmässig  ge- 
ringe Zunahmen  der  Zahl  a,  so  yerhiit  sich  höchst  nahe 

a  j_  log  (g  +  g)  --'  logg 
o' "~  log  (g  +  o') — logg 

und  zwar  um  so  genauer,  je  kleiner  diese  Zunahmen  sind. 


42. 

Diese  erwiesene  Proportionalität  der  Zunahme  des  Logarith- 
men zur  hinreichend  kleinen  Zunahme  a  des  Logarithmands  a 
kann  nun  bekanntlich  einfacher  auch  durch 

[log(g  -f  «)  —  logg] : :  a 

ausgedruckt  werden.    Verwandelt  man  den  hier  vorfindigen  Unter- 
schied, so  (Urf  man  schreiben 

log-^::«, 

oder  auch 

•og(l+j)::^ 

weil  g  beständig  und  a  allein  veränderlich  vorausgesetzt  ist. 

*)  Diese«  einfache  und  leicht  anwendbare  Kennzeichen  der  directeo 
Proportionalität  t  dessen  ich  mich  bereits  in  mehreren  AnfsätEen  im 
Archiv  mit  vielem  Vortheil  bedieate,  hatte  bereits  Dr.  J.  J.  Jde  üi 
seinen  „A^fangsrriinden  der  reinen  Mathematik^S  1.  ThL  Arithro.,  Berlin 
1803,  $.  187,  §A  115,  mitgetheilt  und  im  2.  Bde.  auf  die  Geometrie 
angewandt,  und  deeh  haben  meines  Wissens  blos  Prof.  W.  A.  Ferste- 
mann  in  seinem  ,yLehrb.  d.  Geometrie^S  2  Thle.,  Danzig,  1827  oDd 
Prof.  J.  knar,  in  seinen  „Anfangsgränden  der  reinen  Mathematilc'S  2 
Thle.,  Gräi,  1829,  selbes  benätzt.  Die  Schriftsteller  über  Mechanilr  und 
Physik,  wo  sich  mittels  dieses  Kennzeichens  so  Tiele  Proportionalitäten 
aufs  einleuchtendste  erweisen  lauen,  schefaien  et  bisher  noch  Tomehm 
TÖliir  ignorirt  zu  haben«  —  Audi  in  den  ••  g.  exacten  Wissenschaften 
acheint  also  hochstena  noch  Autorität  über  angewöhnte  Manieren  ob- 
siegen zu  können;  darum  möge  zur  Anempfemung  dieses  Satzes  noch 
erwähnt  werden ,  dass  —  wie  ich  schon  anderswo  angeführt  habe  — 
bereits  Lia  Place  in  der  Vorrede  zu  aeiner  Möcaniqoe  celeate  I79d  des- 
selben gedacht  hat. 
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Schreibt  man  sohtn   noch  abkürzend  -=n,  so  bleibt,  bei  der 

a 

los(l  -f-  17) 

hier  bestehenden  Proportionalität^  das  Verbal tniss unge- 
achtet der  Aeoderung  von  i}  unverändert  und  mas  sonacti  hier  durch 
die  unveraoderlidhe  Zahl  vi  vorgestellt  werden ,  so  dass  mit 
Rucksicht  auf  die  bedungene  unendliche  Abnahme  von  i^  und  auf 
Hie  logarithmische  Grundzahl  6,  vollständig 

b 

tfi    Dafür  kann  man  wegen  Iogl:sr0  auch  schreiben: 


,l„log(l  +  i??-logl^ 

v^o     (*  +  ^)  - 1 


oBd  eelaogt  demnach  wieder  zu  dem  ersten  in  Art.  32.  ausge- 
ftpro<»eiiea  Lehrsätze. 

Schreibt  maa  die  vorletzte  Gleichung  in  der  Form 


lo*g.riim(l+i?)^1=m 


-V=0 

oder 

1 

ood  erwägt,  dass  6  and  m  bestimmte  Zahlen  sind;  so  ersieht  man, 

dasa  die  Potenz  (1  -|-  tif  bei  unendlicher  Abnahme  von  17  einer 
besHmniten  Grenze  zustrebt«  welche«  weil  diese  Potenz  weder  6 
noch  m  in  sich  fahrt,  sondern  Tedigiich  die  an  der  Sussersten 
Grenze  verseh windende  Veränderliche  ij  enthält,  nothwendig  eine 
besondere  Zahl  sein  muss,  die  wir  dem  Gebrauche  der  mel* 
sten  Anderen  folgend,  durch  e  bezeichnen  wollen. 

Sonach  setaen  wir 

1 
Km(l+^)^=:e 


«*des  Ist 

Und  so  sehen  wir  uns  denn   wieder  auf  dem  durch  unseren 
früheren  Artikel  (22-24,  29-- 33)  hereits  gebahnten  Wege. 
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43. 

Scblussbemerkungen. 

Ich  schmeichle  mir  demnach  durch  die  That  erwieseo  zn  ha- 
ben, dass  die  Lehre  von  den  natflrlichen  Logarithmen,  ohne  Zu- 
hilfenahme der  9  einer  zu  weitwendigen  Erörterung  bedflrfenden, 
convergirenden  unendlichen  Reihen,  sogar  —  wie  die  in  Z>.  und  £.  zer- 
gliederten Verfahren  darthun-*  höchst  ungezwungen  und  einfach  ab- 
gehandelt, und  sofort  unbedenklich  in  die  niedere  Algebra  auf- 
genommen werden  kOnne.  Elementare,  diese  Reihen  gleichfalls 
ausschliessende.  Methoden  der  wirklichen  Berechnuns  natfirlicher 
und  künstlicher  Logarithmen  der  Zahlen  mittels  Hilfstafeln,  welche 
diese  Lehre  beschliessen  müssen,  darf  ich  wohl  hier  übergehen, 
da  sie  ohnehin  schon  von  mehreren  Schriftstellern  gelehrt  worden 
sind.  Die  bequemsten  darunter  scheinen  mir  die  von  Thibaut 
in  seinem  „Grundriss  der  allgem.  Arithm.  o.  Analysis'S  Gottingen, 
1809  und  1830,  mitgetheilten  zu  sein. 

Dadurch  habe  ich  zugleich  das  Versprechen  erfllllt,  welches 
ich  in  meiner  jüngst  verunentlichteo ,  von  der  kOn.  bohm.  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  Prag  der  Ehre  der  Aufnahme  in 
ihre  Sammlung  von  Abbandlungen  (V.  Folge.  Band  6)  gütigst  ge- 
würdigten, grosseren  Monographie,  betitelt:  „Versuch  einer  richti- 
Sen  Lehre  von  der  Realitöt  der  vorgeblich  imaginären  Grossen 
er  Algebra,  oder  einer  Grundlehre  von  der  Ablenkung  algeb. 
Grossenbezeichnungen'S  4.  1860.  Prag«  (Calve),  6.  57,  mte,  ge- 
geben habe.  Und  sonach  dürften  beide  diese  Abnandlungen  Ken- 
nern genugsam  verständlich  zeigen,  wie  zur  —  noch  immer  sehr 
notb  thuenden  —  streng  wissenschaftlichen  Vervollständigunjg  und 
folgerechten  Richtung  der  späteren  Partien  der  Algebra,  nach  den 
7  Urundrechnungen  und  ihrer  Anwendung  auf  die  erst-  und  zweit- 
gradigen Gleichungen,  nach  einander  die  Lehren  von  den  natflr- 
Uchen  Logarithmen,  von  der  Ablenkung  der  algebraischeo 
Grössenbeziehungen,  vom  Potenziren  nach  imaginären  (ablenkend 
beziehlichen)  Exponenten  und  von  den  damit  engstens  zusammen- 
hängenden, fole:lich  nur  allein  in  die  Algebra  gehörigen  s.  e.  co- 
niometrischen  Functionen  abgehandelt,  und  schliesslich  auf  die, 
ihrer  bedürfende,  Lehre  von  den  allgemeinen  huheren  Gleichun- 
gen angewendet  werden  können. 

Nebstbei  wird  eine  solche  elementare  Darstellung  jer  Lehre 
von  den  natürlichen  Logarithmen  auch  von  einer  systematischen 
Grundlage  der  Differentialrechnung  geheischt,  damit  man  die  Her- 
leitung der  Differentialverhältnisse  ezponentieller  logarithmischer 
und  goniometrischer  Functionen,  ohne  Hilfe  der  convergirenden 
Reihen  und  der  Geometrie,  durchzufahren  und  sofort  zur  fintwick* 
lung  der  Functionen  in  convergente  Reihen  nach  dem  Taylorschen 
Lehrsatze  überzugehen  vermöge. 
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IV. 

Ha«  lllalfattiflche  ProMem.  Beweis 
der  iSteinerschen  ConstnicUon* 

Von  dem 

Herrn  Oberlehrer  A.  Quid  de 

am  Gymnaaiura  sn  Herford. 


Ke  folgenden  Untersuchungen  ivurden  veranlasst  durch  die 
m  Adams  im  Jahre  1846  herausgegebene  kleine  Schrift  über  das 
Malfattisehe  Problem.  Die  Analysis,  welche  Adams  zu  der  ele- 
gaoteo  CoDstniction t von  Jakob  Steiner  gibt,  befriedigte  mich 
nickt,  well  sie  nicht  rein  planiraetrisch  war,  sondern  auf  eineGlei- 
cbong  zweiten  Grades  sich  stGtzte.  Die  folgende  Analysis  hält 
sieh  in  rein  geometrischen  Betrachtungen  und  ist,  wenn  die  vor- 
bereitenden Sätze  einmal  bekannt  sind,  zugleich  sehr  einfach  und 
ubersfektlich. 


Ohne  den  Ort  der  Punkte  weiter  zu  erörtern,  von  welchen 
sn  zwei  Kreise  Tangenten  mit  bestimmter  Summe  oder  Differenz 
Rehen,  welcher  Ort  ein  Kegelschnitt  ist,  leuchtet  doch  so  viel 
aof  den  ersten  Blick  ein ,  dass  die  Tangenten ,  die  von  den  Punk- 
tea  der  gemeinschaftlichen  inneren  oder  gemeinschaftlichen  äus- 
seren Tangenten  an  die  Kreise  gehen,  stets  eine  bestimmte  Summe 
oder  Differenz  haben ,  nämlich  das  zwischen  den  Berflhrungspunk- 
ten  liegende  Stflck  derselben.  Dass  dieser  Satz  auch  umgelcehrt 
gilt,  dass  also,  wenn  die  Summe  oder  Differenz  der  von  einem 
rookte  an  zwei  Kreise  gehenden  Tangenten  der  Länge  der  von 
den  Berfihmngspunkten  begrenzten  inneren  oder  äusseren  gemein- 
scbaftlichen  Tangente  der  Kreise  gleich  ist,  dieser  Punkt  auf  einer 
inoeren  oder  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangente  der  Kreise  lie- 
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geD  muBs,  iSsst  sich  leicht  zeigen.  Es  sei  JU  fTaf.  III.  Fig.  4.) 
eiD  solcher  Punkt,  dass  JUB—mA^PQ,  and  es  liege  M  nicht 
anf  PQ;  seien  D  und  C  die  Schnittpunkte  von  BM  und  AM  mit 
PQ,  80  DB=:DP,  CA=:CQ;  MB=:DB-DM,  MA^CA+MC; 
es  soll  MB-^MA^PQ,  also  DB—DM-^CA^MC—PQ,  oder 
DP-DM-CQ'-MC=PQ  oder  DC^PQ^DM-MC=iPQ  oder 
DC=DJII+MC  sein,  was  nicht  moelich  ist,  wenn  JKf  nicht  auf 
PQ  liegt. 

Man  habe  nun  drei  Kreise  l,  2,  3,  mit  drei  gemeinschaftli- 
chen Tangenten  (Taf.  lil.  Fig.  6.; ,  die  durch  einen  Punkt  P  gehen ; 
A,B  seien  die  Berührungspunkte  des  ersten,  C,D  des  zweiten, 
E,F  des  dritten.  Es  seien  femer  die  gemeinschaftlichen  Tangen- 
ten innere  wie  in  der  Figur.    Mtm  bat  dann 

PA  +  PF-AF,    PD^PE=DE; 

folglich,  da  PFz=zPE, 

PA--PD=AF-DE; 


da  aber 


so  ist 


PA^  PD^PB-  PC=BC\ 


AF'-DE^BC. 


Construirt  man  nun  für  die  Kreise  3  und  1  die  zweite  innere  ge- 
meinschaßliche  Tangente  FiA^,  ebenso  für  3  und  2  die  2te  Ei  Vi, 
welche  sich  in  P|  schneiden,   so  hat  man 

und  da 

AiEi^AF,    DiEi=DE, 
aUo  auch 

A,Fi-D,E^=BC, 

SO  i8t  auch 


d.  h.  P|  'muss  wieder  auf  einer  der  inneren  gemeinscbaftlictien 
Tangenten  der  Kreise  1  und  2  liegen»  dieses  Mal  zwischen  d^o 
beiden  Berührungspunkten.  Diese  kann  nicht  wieder  die  erste 
BC  sein,  wenn  sich  nicht  die  Kreise  1  und  2  selbst  berühren. 

Denn    man  «nenne  (Taf.  IV.  Fig.  6.)    iS   und  R   die  Durch- 
Schnittspunkte    von  FA  und  FiAi,   und  von  ED  mit  EiDi,  und 
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betrachte  diese  vier  TaMeoteti.  Wire  nun  PPi,  die  Diagonale 
des  Vieredw  RPSPt ,  £e  gemeioBcbaftlicIie  Tangente  d^r  Kreise 
]  ond  2  mit  den  Berüliningspnnlcten  B  and  C,  so  wäre 


PB^l(PP^+P8+P^S),PC^^(PPt+PR  +  PiiD 


mi 


PS^P^S=PiFi  +  SF'--SFi-^PFs=;PiFi'^PF:=zPiEt-PE 
z=iP^Ei^REi^R£+PR=zP,R  +  RP; 

also 

PB=PC. 

Es  lässt  sieb  aber  die  obige  Schi uss weise  nicht  auf  jede  Art 
fSemeiDschaftlicher  Tangenten  anwenden.  Hätte  man  z.  B.  statt 
des  Kreises  3  (Taf.  fU.  Fig.  5.)  den  Kreis  4  mit  den  Berubrungs- 
puokteo  Cr  und  £1,  so  bätte  man 

PG  +  PD-DG,  PA^PH:=rHA; 

und  wollte  man  non  PG^=PH  yerschwinden  machen,  so  erhielte 

nao 

PD  +  PA=DG+AH, 

welches  keine  Beziehnng  zwischen  den  Längen  der  von  den  Be- 
ruhno^spunkten  begrenzten  gemeinschaftlichen  Tangenten  BCy 
AB,  DG  ergibt  Eine  solche  findet  überhaupt  nur  statt  für  ent- 
nieder  drei  innere  oder  eine  innere  und  zwei  äussere  gemein- 
sehaftliclie  Tangenten ,  wie  die  Betrachtung  einer  Figur  mit  Leich- 
%keit  lehrt    Somit  hätten  wir  also  folgenden 

Lehrsatz  J.  Wenn  drei  innere  gemeioscbaftlicbe 
Tangenten  dreier  Kreise  oder  eine  innere  mit  zwei 
'Qsseren     einen    gemeinschaftlichen    Durchschnitts- 

r[QDkt  haben,  so  haben  die  drei  anderen  gemeinschaft- 
icheo  Tansrenten   derselben  Art   ebenfalls  einen  ge- 
neiDschaftlichen    Durch  sehn  ittspunkt 

Id  dem  besonderen  Falle,  dass  zwei  solche  Tangenten  eine 
gerade  Linie  bilden,  ist  der  Berührungspunkt  als  ihr  Durchschnitts- 
ponkt  zu  betrachten.  Z.  B.  Taf.  IV.  Fig.  7.  Die  äusseren  Tangen- 
ten der  Kreise  1  und  3,  2  und  3  fallen  in  die  Gerade  Cr£f  zusam- 
men. Wenn  nun  die  anderen  äusseren  Tangenten  dieser  Kreise  GB, 
Bp  sich  auf  der  inneren  der  Kreise  1  und  2  in  P  schneiden,  so 
^ird  die  andere  innere  von  1  und  2  durch  den  Berührungspunkt 
r* gehen;   denn 

FA^FC^i  KB^DE^PB^PD^PL-^PiazziLni, 

voraus  nach  dem  Obigen  die  Behauptung  sich  ergibt. 


200 

Wir  sprecben  den  biennit  erwiesenen  Sat2  in  Rücksiclit  anf 
unsere  Autgabe  vorzugsweise  fBr  den  folgenden  besonderen  Fall 
aus: 

Lehrsatz^,  Wenn  die  Susseren  gemeinschaftlicben 
Tangenten  (Taf.  IV.  Fig. 7.)  des  iten  und  3ten,  2ten  und 
3ten  dreier  Kreise,  JSK  und  DE,  sieb  auf  der  inneren 
des  Iten  und  2ten  £tf  scbneiden,  in  P,  während  die 
anderen  Susseren  AF^  CF  eine  gerade  Linie  bilden, 
so  geht  die  andere  innere  durch  den  Berührungspunkt 
F  aes  3ten  Kreises. 


Wenn  (Tat.  IV.  Fig. 8.)  4  durch  denselben  Punkt  gehende  Ge- 
rade (Strahlen)  von  zwei  geraden  Linien  geschnitten  werden,  die 
erste  in  A  una  Ai ,  die  zweite  in  B  und  ii ,  die  dritte  in  C  und 
Ci,  die  vierte  in  D  und  Di,  so  sind  die  aus  den  Abschnitten 
entsprechend    gebildeten    anharmonischen  VerbSltnisse   einander 

gleich.  Ein  solches  an  harmonisches  VerhSitniss  ist  bekanntlich 
as  Verhältiüss  von  zwei  Verhältnissen.  Die  Glieder  des  einen 
sind  zwei  von  demselben  Punkte  ausgehende  Abschnitte,  die  des 
anderen  erhält  man,  wenn  man  den  Auseangspunkt  in  jenen  mit 
dem  noch  übrigen  vierten  Punkte  vertauscnt.  Die  Figur  ist  leicht 
zu  entwerfen.    Es  wäre  demnach 

AB  DB^A^Bi  DxBt 
AC  DC^  AiCi'DiCg 

oder 

AB  CB^A^B^   CiB^      AC    B£_A^    B^Ci 
AD '  CD  -"  A^D^ ' 6\Z>i '     AD'  BD"  A^D^  ' B^Di ' 

Der  Beweis  ist  leicht  zu  fuhren ,   wenn  wir  ihn  nicht  als  bekannl 
voraussetzen  wollen.    Nehmen  wir  z.  B.  die  erste  Gleichung. 

ASAB_AB 

ASAC^AC 

wegen  der  gleichen  Hohe;  eben  so 

ASDB      DB       ASAiBi      A^B^    dSD^Bt      D^B^ 
ASDC  ~  DC     ASAiCi  "^  AiCi'  ASD^(\  "*  D^C^ 

Wegen  der  gleichen  Winkel  an  der  3pltze  verhalten  sich  aber 

AS  AB        SA.  SB        SAC    _  SA.  SC       SDB  _  SD .  SB 
ASAiBi  -  SA^.SB^  •     SAtCi "^  SA^.SCt '    SD^B^  — SD1.SB1' 

SDC'__  SD. SC, 
SS^i^^  SDt.SCt' 


201 


fdgiicb 


SAB    SAjBi      SA. SB   SA^.SBi      SB,SBt 
SA  C'  SAi  C,  -  SA.SC'  SAt.SCi ""  SC'  ÄC, 


uiu) 


SDB ,  SDi  Bi      SD.  SB .  SD^ . SB^      SB\  SB^ 
SDC  SD^Ct  ~  SD.SC   SD^  .SQ  ""  SC  SCi  ' 

woraus  die  Behauptung  sich   ergibt. 

Ob  die  Linien  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzten  Sel- 
ten Ton  5  gezogen  sind^  ist  ganz  gleichgültig.-^  Offenbar  kommt 
ea  Dicbt  darauf  an,  dass  die  Strahlen  SA  und  SAi,  SB  und  SBi 
a.  s.  w.  in  derselben  geraden  Linie  zusammenliegen;  die  Strah- 
ienbuschel  können  auch  eine  getrennte  Lage  haben  5  wenn*  sie  sich 
oor  zusammenlegen  lassen  ^  wenn  also  nur  die  entsprechenden 
Strahlen  gleiche  Winkel  mit  einander  bilden.  —  Wenden  wir  nun 
diesen  Satz  auf  4  Tangenten  eines  Kreises  an.  Es  seien  (Taf.  V« 
Flg.  9.)  B  und  E  die  Berührungspunkte  zweier  von  A  ausgehen- 
deo  Tangenten  eines  Kreises  um  M;  eine  dritte  schneide  AB  in 
C,  AE  in  Gy  eine  vierte  AB  in  />,  AE  in  F;  ziehe  MA,  MB, 
MC,  MD,   MG,    MF,    ME.      Winkel     CMD=ACM-ADM 

=  |.4CG— |j/>F;  Winkel  GMF  =  ^AFD—^AGC.    Es  ist 

aber 


also  auch 


ACG  +  AGC^ADF+AFD, 


l  ACG—  \ ADF=  \aFD-^\ AGC, 


d<io 


CMD  =  GMF. 


Fcmci 


FMA  =  ~  DAF  +  \  DFA+ADF:s:^(P  +  \aDF, 

<o  dass  FMA  =:  dem  Winkel,  den  die  Verlängerung  von  SM 
H^r  M  hinaus  mit  MD  bildet.  Endlich  AME—AMB  oder  auch 
der  Winkel,  den  die  Verlängerung  von  EM  mit  AM  =  dem,  den 
die  Veri&Qgerung  von  BM  mit  AM  bildet.  Die  beiden  Strahlen- 
Band  \v.  14 
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bdschel  MCDBA  und  MGFAE  lassen  sich  also  in  einen  einngeii 
zusammenlegeo ,  dass  AfC  anf  MG,  MD  anf  MF,  MB  auf  die 
Verlängerung  von  MA  und  MA  aiif  die  Verlftngerung  von  ME 
fällt.  Daher  hat  man  zwischen  den  Abschnitten  aer  von  A  aus- 
gehenden Tangenten  folgende  Beziehung: 

GE  ÄE_CA    RA 
UF'  AF  —  Cb'BD' 

oder,  da  AB^=zAEx 

GE.AF.CD^GF.CA.BD. 

Beschreibt  man  nun  einen  Kreis,  der  DF,  und  AD  in  C,  und 
einen  aweiten,  der  CG,  und  ^G  in  F  berührt,  mit  den  Mittel- 
punkten N  und  P,  so  ist 

Pfi_FG      NC      CD 
ME"  EG'    MB -BD' 

und  dies  in  obige  Gleichung  eingesetzt: 

AF.ME.rfC^AC.PF.MB, 
oder  da  MB=  ME : 

AF.NC^AC.PF,    AFiFP-ACiCN; 

woraus  sich  ergibt«  dass  Winkel  PAFznNAC*    Also 

Lehrsatz  3.  Wenn  vier  gerade  Linien  1,  2,  3,  4 
einenKreis  beriihren  und  man  beschreibt  zwei  Kreise, 
deren  einer  die  Tangente  1  im  Durchschnittspunkte 
mit  3,  und  Tangente  4,  der  andere  2  im  Durchtschnitts- 
punkte  mit  4,  und  Tangente  3  berahrt,  so  bildet  di« 
vom  Durchschnittspunkte  der  Tangenten  1  und  2  nach 
dem  Mittelpunkte  des  ersten  gezogene  Linie  mit  der 
Tangente  1  denselben  Winkel,  wie  die  nach  dem  Mit- 
telpunkte des  zweiten  gezogene  mit  der  Tangente  2. 


Nach  !diesen   Vorbereitungen  schreiten  wir  zur  HalfattiscbeD 
Aufgabe  selbst.    Sie  beisst: 

In  ein  Dreieck  drei  Kreise  zu  beschreiben,  welche  ein- 
ander und  einzelö  je  zwei  Seiten  des  Dreiecks 

berühren. 


Wir  nennen  im  Folgenden  die  vorkommenden  Kreise  mit  ihren 
Mittelpunkten. 
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Man  denke  sidi  in  das  Dreieck  ABC  drei  Kteise  beschrie 
hm  a,  ßfY,  von  dcDen  «  die  Seiten  AB  und  AC*  ß  die  Seiten 
BA  uid  BC,  r  <Ue  Seiten  CA,  CB  berührt  und  die  imUebrigen 
8«  besehsffen  seien,  dass  drei  ihrer  geraeinschafUichen  inneren 
Tangeoten  sich  in  einem  Punkte^  P  schneiden.  Die  der  Kreise 
ß  nsd  y  schneide  ferner  die  Seite  BC  in  ki,  die  der  Kreise  y 
und  u  schneide  JC  in  If,  die  der  Kreise  o  und  ß  schneide  AB 
io  jii|.  Man  beschreibe  drei  Kreise,  welche  je  zwei  der  3  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  ?on  a,  ß,  v,  und  je  eine  Seitp  des 
Dreiecks  berühren«  und  zwar  jedesmal  die  Seite«  welche  von  dem 
Kreise,  an  welchem  jene  zu  gleicher  Zeit  Tangenten  sind,  nicht 
berührt  wird;  also  einen  Kreis  a,  welcher  Pt^f  Pin^  und  BC, 
einen  6,  welcher  Pnii,  Pky  und  AC,  einen  e,  welcher  Pki,  Pli 
and  AB  berfihrt  Eis  haben  daiin  die  Kreise  o  und  b  die  Linie 
As],  b  nnd  e  die  Pki,  e  und  a  die  Pl^  zur  gemeinschaftlichen 
inseren  Tangente.  Da  demnach  drei  innere  geroeinschaläiche  Tan- 
genten dieser  Kreise  a^  b,  c  sich  in  demselben  Punkte,  in  P 
«ehntiden ,  so  werden  auch  die  zweiten  inneren  gemeinschaftlichen 
Tiagenteo  (nach  Lehrsatz  1.)  einen  gemeinsamen  Dnrcbschnitts- 
ponft  haben.  Er  heisse  S*  Betrachtet  man  die  Kreise  a,  b  und 
7f  80  zeigt  sich ,  dass  zwei  äussere  und  eine  innere  gemeinschaft- 
KcSie  Tangente  P  zum  gemeinsamen  Durchscbnittspunkte  ha- 
ben, nämlich  die  äussere  von  a  und  /,  die  Veriängerqog  von  i^» 
die  assi«re  von  b  nnd  /,  Pk^,  die  innere  ton  a  und  b,  Pmi.  Es 
werden  also  auch  die  anderen  äusseren  und  die  andere  innere  sich 
Ib  demselben  Punkte  schneiden.  Die  zweite  äussere  von  o  und  y 
ist  BCf  von  b  und  y,  AC,  so  dass  also  die  zweite  innere  von  a 
und  6  durch  C  gehen ,  SC  sein  niuss.  Auf  gleiche  Art  ergibt 
sieb,  dass  die  zweite  innere  gemeinschaftliche  Tangente  von  6 
ood  c,  SA ,  von  c  und  a ,   SB  sein  muss. 

Es  haben  aber  die  ursprunglichen  Kreise  noch  drei  andere 
iooere  gemeinschaftliche  Tangenten ,  welche  sich  ebenfalls  in  dem- 
selben Punkte  schneiden  mfissen.  Dieser  Punkt  heisse  P^  und  es 
sei,  der  obigen  Bezeichnung  entsprechend ,  k  der  Punkt,  in  wel^ 
rbem  BC  von  der  an  ß  und  /,  /  wo  AC  vun  der  an  y  und  a,  m 
wo  AB  von  der  an  a  und  ß  getroffen  wird.  Man  coiistruire  wie- 
<ier  drei  Kreise,  Oi  berührt  von  BC,  Pim  und  P^/;  6|  berührt  von 
-^C,  P^m  und  Pxk\  Ci  berührt  von  AB,  P^k  und  P^L  Durch 
Anwendung  derselben  Schlüsse  auf  diese  drei  Kreise,  wie  oben 
ftol  a,  b,  c,  ergibt  sich,  dass.  da  ihre  ersten  inneren  gemeinschaft- 
Ücbea  Tangenten  in  */\  zusammenlaufen ,  ihre  zweiten  ebenfalls  in 
Einem  Punkte  zusammenLanfen  müssen,  den  wir  jS^  nennen;  und 
dass  diese  zweiten  SiA,  SiB,  5|C  sein  müssen. 

Femer:  a  hat  mit  /  die  gemeinschaftliche  äussere  Tangente 
Pfi;  mit  ß,  Pmi',  die  eine  innere  von  y  und  ß,  Pk^  geht  eben- 
falls durch  P;  die  anderen  äusseren  von  annAy,  a  und  ß  fallen  in 
die  Gerade  ^C zusammen;  also  muss  (nach  Lehrsatz  2)  die  zweite 
innere  von  ß  nnd  /,  Pik,  durch  den  Berührungspunkt  von  a  mit 
BC  gehen ;  k  muss  der  Berührungspunkt  von  a  mit  BC  sein. 
Hiernach  ist  es  leicht  zu  zeigen ,  dass  ki  der  Berührungspunkt 
von  tfi  mit  BC  sein  muss,  so  wie  /  von  b,  /j  von  6i  mit  AC,  m 
▼on  c,  mi  von  Ci  mit  AB. 

14* 
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Eine  Anwenclung  des  Lehrsatzes  3  aaf  den  Kreis  ß  z.  B.,  mit 
den  Kreisen  C|  nnd  a,  wo  Bmi,  Bk,  Pik,  Pm  vier  TanffeDtes 
von  ß  sind,  Cx  die  Kmi  in  nii,  ausserdem  Pxk\  a  die  Bfc'in  k, 
ausserdem  Pmi  beröhrt,  zeigt  man  sogleich ,  dass  ^aBk^-CiBmi 
oder  SBC=SxBA,    Ebenso  SCB-SiCA,  SAC^S^AB, 

Wären  nun  die  ersten  Kreise  a,  ßy  y  ^o  genommen,  dass 
SCA  =  \aCB,  SBCr=^ABC\  SAC=^CAB, 

so  würden  SC  und  S^Cy  SB  und  SiB,  SA  und  StA,  S  und  5, 
zusammenfallen  und  damit  auch  die  Kreise  a  und  Oi ,  6  und  bi, 
c  und  Ct.  Es  fiele  dann^  aber  auch  Pli  mit  Pj/  zusammen,  ab 
zweite  mnere  gemeinschaftliche  Tangente  der  vereinigten  Kreise 
a  und  Ol  mit  den  vereinigten  h  und  6i,  deren  erste  SC,  ferner 
PAt]  mit  Pik,  PiHi  mit  /^m,  P  mit  P|.  Somit  wären  die  beides 
inneren  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kreise  or  und  ß,  der 
Kreise  cc  und  y,  der  Kreise  ß  und  y  jedesmal  in  eine  zusamroes- 

fefallen;  die  Kreise  würden  einander  berühren.  Hiermit  sind  wir 
ei  der  Striner*schen  Auflösung  unserer  Aufgabe  angelangt*  Hal- 
bire die  Winkel  des  Dreiecks ,  beschreibe  in  die  dadurch  entstan- 
denen Dreiecke  (SAB,  SBC,  SCA,  wenn  SA,  SB,  SC  die  die  WId- 
kel  halbirenden  sind)  Kreise«  constrnire  ihre  inneren  gemeinschaft- 
lichen Tangenten;  diese  werden  die  gemeinschaf):)ichen  Tangen- 
ten der  gesuchten  Kreise  sein. 
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V. 

Discnasion   einer   Curve   der   dritten 
Ordnung  und  Dreitheilnnfir  des  ITin- 
kels  mit  Hftife  dieser  Cnrve. 

Von  dem 

Herrn   Dr.  J.  R«  Boy  man, 

f  Gyranaciallehrer  za  Cobicnz. 


1. 

Bexeichnen  bei  der  Annahme  eines  reclitwinkligen  Coordina- 
^-Systems  a  und  6  zwei  constante  Geraden,  die  wir  Parame- 
ter oenoen  wollen,   so  drfickt  die  Gleichung 

{x — ä)x^  +  (^ + a)y* = 2Äary 

^ne  Linie  der  dritten  Ordnung  aus,  wie  man  sogleich  ersiebt, 
^enn  man  diese  Gleicbane  nach  der  Veränderlichen  a:  ordnet, 
wodurch  man  nämlich  erhält: 

ar'— aar*— 26j:y  +  xy^  +  ay^  =0 . 

Ware  von  den  beiden  Coostanten  die  eine  6=0,  so  gäbe  die  re- 
^tirende  Gleichung 

ar*—  aar*  +  j?y*  +  ay^  =■  0 

immer  noch  eine  Curve  der  dritten  Ordnung,  und  die  Form  die- 
ser Gleichung  zeigt,  dass  die  durch  dieselbe  dargestellte  Curve 
tv  Abscissenaxe  symmetrisch  liegt,  also  durch  dieselbe  in  zwei 
fODgfoente  Zweige  getheilt  wird.  •—  Wäre  dagegen  a=0,  so  er- 
hielte 
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die  Gleicbune  eines  Kreises  (bezogen  auf  einen  Punkt  der  Peri- 
pherie). —  Wären  endlich  beide  Oonstanten  gleich  Null,  so  er- 
gäbe sich: 

die  Gleichung  eines  Punktes ,  des  Anfangspunktes  der  Coordinateo. 


2. 


Geben  wir  zur  allgemeinen  Gleichung  zurück,  um  zunScbst 
die  Gestalt  der  durch  dieselbe  ausgedrückten  Curve  (Taf.5.Flg.lO.) 
kennen  zu  lernen.* 

Setzt  man  zu  dem  Ende  07=0«  so  ergiebt  sich  y=0,  d.  b. 
die  Curve  geht  durch  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten.  Dies  war  schon  a  priori  daraus  ersichtlich,  dass  in 
der  obigen  Gleichung  kein  constantes  Glied  enthalten  ist. 

Setzt  man  x=-a^  so  erhält  man  y=0  und  y^=^b,  d.  b.  die 
Curv^e  schneidet  die  Abscissenaxe  in  einem  Punktet 
in  der  Entfernung  a  vom  Coordinaten-Anfang,  und  die 
auf  die  Abscissenaxe  in  H  errichtete  Senkrechte  in 
in  einem  Punkte  E  in  dem  Abstände  b  von  diest* t  Axe. 

Die  in  der  Gleichung  vorkommende  Coustante  a  ist  also  vom 
Anfange  der  Coordinateo  an  auf  der  Abscissenaxe,  die  Constante 
b  dagegen  auf  einer  in  der  Entfernung  a  vom  Coordinaten-AnfaDg 
zur  Oroinatenaxe  parallelen  Geraden,  und  zwar  von  der  Abscissen- 
axe an  genommen.  Die  Gerade  a  Ist  der  Hauptparameter,  die 
Qerade  o  der  Nebenparameter  der  Gurve. 

Setzt  man  x=  —  a,  so  ergibt  sich  yrz-j-»  d.  h.  die  in  der 

Entfernung  — a  vom  Anfang  der  Coordinaten  zur  Ab- 
scissenaxe errichtete  Senkrechte  begegnet  der  Curve 
nur    in    einem    einzigen    Punkte  Xr,    dessen   Ordinate 


3. 

Setzt  man  x=6,  so  findet  man  y^b  und  y=^^-jrT —     ^'  ^ 

die  in  der  Entfernung  OB^=zb  vom  Coordiuaten-Anfang 
zur  Ordinatenaxc  parallel  gezogene  Gerade  schneidet 
die  Curve  in  zwei  Punkten  n  und  D;  fOr  diesen  ist  die 
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Ordioate  gleich  der  AbaoEsse,  für  jenen  i«4  ilie  Ordi- 
nate  der  vierten  Proportionale  zu  der  Summe  beider 
Parameter,  ihrer  Uifierenz  und  dem  Nebenparameter 
^leieb. 

Setzt  man  a:  =  — b,    so   ergibt   »ich  y=Ä  und  y=   j, > 

d.  h.  aach  die  in  der  Entfernung  03t=^ — b  vom  Coordina- 
ten-Anfang^  zur  Ordinatenaze  parallel  gezogene  Ge- 
rade schneidet  die  Curve  in  zwei  Punicten  J  und  iV; 
aach  hier  ist  fflr  diesen  die  Ordinate  gleich  der  Ab- 
icisse,  während  fflr  jenen  die  Ordinate  der  rierten 
Proportionale  zu  der  Differenz  beider  Parameter, 
ihrer  Summe  und  dem  Nebenparameter  gleich  ist. 

HaB  wird  bemerken ,  dass  die  Ordinaten  der  Punkte  L  und 
Et  deren  Abscissen  dem  Uauptparameter  gleich,  aber  einander 
entgegengesetzt  sind,  sich  wie  die  Quadrate  des  Haupt-  und 
NcoeDparameters^  und  dass  die  Ordinaten  der  Punkte  /  und  JS, 
deren  Abscissen.  dem  Nebenparameter  gleich,  jedoch  auch  einan- 
der entoegengesetzt  sind«  sich  wie  die  Quadrate  der  Summe  und 
der  Diferenz  beider  Parameter  verhalten. 

Setzt  man  x=J:Od,  so  ersieht  man  aus  der  in  Beziehung  auf 
I  u^elGs'teD  Gleichung 

m 

dtig jf  aJsdann  imaginär  ist;  auch  erkennt  man,  dass  y  sso  lange 
inagiaär  sein  wird,  als 

Ht:  die  Abscissen  der  Curve  sind  also  immer  kleiner 
*U  die  Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate 
der  beiden  Parameter. 


4. 


Setzt  man  y==0,  so  «rgibt  sich  a;==0  und  x=^a:  die 
Carve  schneidet  also  die  Abscissenaxe  ausser  im  An- 
f^Bgapankt  der  Coordinaten  noch  in  einem  zweiten, 
^Qi  der  positiven  Seite  der  Ordinatenaxe  gelegenen 
Punkte  H;  die  Abscisse  dieses  Punktes  ist  dem 
Raaptparamcter  gleich. 

Setzt  man  y=b,  so  folgt  x^^a,  .t=6,  a?= — 6,  d.  h.  die 
Carve  wird  aureh  eine  in'  dem  Abstände  b  zur  Abscis- 
senaxe parallel    gezogene  Gerade    in  drei  Punkten  £ 
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jD,  N  geschnitten,  von  welchen  der  erste  den  Haupt- 
parameter, die  beiden  andern  (der  eine  auf  der  positi- 
ven, der  andere  auf  der  negativen  Seite  der  Ordinaten- 
axe)  den  Nebenparameter  zur  Abscisse  haben. 

Setzt  man  y^^db"»  ^o  erc^ibt  sich: 

Da  in  dieser  Gleichung  eines  ungeraden  Grades  das  letzte  Glied 
positiv  ist,  so  hat  dieselbe  eine  negative  reelle  Wurzel;  die 
neiden  andern  Wur^seln  der  Gleichung  werden  für 

wo  +  6  dem  Werthe  +«,  und  — b  dem  Werthe  — n  entspricht, 
imaginär;  (ür  kleinere  Werthe  von  7i  sind  beide,  wie  man  aus 
dem  doppelten  Zeichen  Wechsel  ersieht,  bestündig  positiv  und 
reell;  die  Curve  hat  demnach  nur  einen  Zweig  mit  po- 
sitiven Ordinaten  und  negativen  Abscissen,  und 
ebenso  unr  einen  Zweig  mit  negativen  Abscissen  und 
zugleich  negativen  Ordinaten. 

Setzt  man  endlich  ^  =  db^9  so  ergibt  sich  0:= — a,  d«  h.  die 
Curve  erstreckt  sich  sowohl  auf  der  positiven  als  auch 
auf  der  negativen  Seite  der  Abscissenaxe,  aber  nur 
auf  der  negativen  Seite  der  Ordinatenaxe  ins  Uneud- 
liebe.  Während  aber  die  Ordinaten  in's  Unendliche 
wachsen,  nähern  sich  die  Abscissen  einer  endlichen 
Gränze,    welche  dem  Hauptparameter  gleich  ist. 


5. 

-  ^  Man  lege  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  eine  be- 
liebige die  Curve  schneidende  gerade  Linie  OA,  welche  den 
Nebenparameter  HE  oder  dessen  Verlängerun«;  in  dem  Punkte  C 
begegne.  Die  Gleichung  einer  solchen  durch  den  Coordinaten- 
Anfang  gehenden  Geraden  ist  bekanntlich 

Daher  ist  CH^^yM,  und  da  EC—EH-^CH,  so  ist 

EC^b-^ya.  1) 

Seien  ferner  iti  und  v^  die  Ordinaten  des  Durchschnittspuoktes  A 
der  Geraden  OA  mit  der  Curve,  und  sei  E  mit  A  verbkmden. 
80  ist 

£;^^%^(a:i-«)«+(yi-6)*. 

Ans  den  beiden  Gleichungen,  der  Curve  und  der  Geraden,  in  Be- 
ziehung auf  diesen  Durchscbnittspunkt.  nämlich : 
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a:,»--o.Ti  V-2Äar,yi  +a:iyi*  +  fl|f|*=0, 

(iiidet  man  aber  für  die  Coordinateii  a'i  und  j^i  des  Durchschnitt«- 
punktea  A  folgende  Wertbis: 

_  a  +  2ör — oy*  oH- 26y* -"fly* 

Sabstitairt  man  diese  in  den  obigen  Wnrzelauetlnick  von  EA,  »o 
ergibt  sich  nach  Ausziehung  der  Wurzel  und  einigen  nuthigen 
Keductionen : 

EA=zb — ya.  2) 

Au«  (I)  und  (2)  folst  nun,  dass  EA=EC,  d.  b.  in  Worten: 
Jede  beliebige  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten  gelegte  gerade  Linie  schneidet  den  Nebenpara- 
Dieter  oder  dessen  Verlängerung  und  die  Curve  in 
zwei  Punkten,  welche  von  dem  Endpunkte  E  dieses 
Parameter«  gleich  weit  entfernt  sind;  —  diese  drei 
Punkte  bilden  also  immer  ein  gleichschenkliges  Drei- 
eck, dessen  Scheitel  der  Punkt  E  ist. 

Diese  Eigenschaft  der  Curve,  auf  welche  wir  später  noch  zu- 
raddcommen  werden,  gibt  uns  zunächst  ein  leichtes  Mittel  an  die 
Hand,  dieselbe  durch  eine  Reihe  von  Punkten  zu  construiren, 
und  (iimach  hat  dieselbe  die  Gestalt,  wie  Taf.  V.  Fig.  10.  zeigt. 
Aiick  liesse  sich  wohl  ein  Instrument  angeben,  mittelst  dessen 
uao  die  Curve  durch  einen  continuirlichen  Zug  beschreiben  konnte, 
indem  man  beachtet,  dass  der  Fusspunkt  F  der  die  Grundlinie  ^li^ 
des  deichschenkligen  Dreieckes  halbirenden  Senkrechten  EF  In 
der  ober  OE  ab  Durchmesser  beschriebenen  Kreislinie  liegt,  dass 
also  die  Durchschnittspunkte  der  Curve  und  des  Nebenparameters 
aU  jeder  durch  den  Coordinaten- Anfang  gehenden  geraden  Linie 
OA,  nämlich  A  und  C,  von  dem  Durchschnittsj^unkte  dieser 
Kreislioie  mit  derselben  stets  gleich  weit  entfernt  sind.  —  Dies 
weiter  auszufahren,  ist  Indess  hier  nicht  unsere  Absicht. 


6. 


fst  der  Nebenparameter  6=0,  so  fällt  der  Punkt  E  mit  dem 
Pookte  £f,  und  die  Linie  OE  mit  der  Linie  OH,  dem  Haupt- 
Parameter,  zusammen.  Alsdann  hat  man  (Taf.  V.  Fig.  IL)  eben- 
ulU  HR=HC,  und  der  Fusspunkt  F  des  die  Grundlinie  HC  des 
gleichschenkligen  Dreiecks  RVC  halbirenden  Peq>endikels  HF 
'ic§^  hier  immer  auf  der  über  dem  Parameter  n  als  Durchmesser 
^chriebenen  Kreislinie.  Daraus  also  -fol^t,  dass  die  beiden 
Punkte   H  und  C,    in   welchen  eine  beliebige  durch  den  Anfang 
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der  Coordinaten  gehende  gerade  Linie  diese  «pexielle  Corve  ood 
die  den  Nebenparameter  vertretende  Senicrechte  HE  schneidet, 
wiederum  von  dTem  DarchschnittspunlLte  derselben  ni|t  dieser  Kreis- 
linie gleich  weit  entfernt  sind.        ' 


7. 


Bezeichnen  v  und  to  die  Segmente,  welche  eine  an  die  Cur?e 
gelegte  Tangente  resp.  von  der  Abseissen-  und  Ordinatenaxe 
abschneidet,  so  ist  beaanntlich: 


dx  dfi 


"=*"3'Ä'    «=»-*& 


Durch  DiStrentiation  der  al^mmnen  Gleichung  der  Curre  erhfik 
man  aber: 

CmT  du 

Bildet    man  hieraus  die  Dlfferentlalquotienten    3-  und  ^9    und 

substituirt  dieselben  in  die  vorstehenden  Formeh,  so  ergibt  sieb: 

%ufl — 3a?* + 463ry— 3ia:g^^— 2ay* 
•'^^ 2Ä:r-%-2ir, ^' 

Setzt  man  in  diesen  Ausdrflcken  fiir  u  und  ;r  die  Wertbe,  welche 
den  Punkten  der  Cnrve  in  unendlicüer  Entfernung  entsprechen, 
nfimlich  ys=l:ap  und  arzs-^a,  so  gehen  dieselben  in  folgende 
aber: 

ü=  —  a,    »=4-00. 

Die  Curve  hat  also  eine  Asymptote,  welche  su  bei- 
den sich  in's  Unendliche  erstreckenden  Zweigen  gehurt, 
en  ist  diejenige  Gerade  KL  (TatV.Fig.lO.  undlL),  welche 
auf  der  negativen  Seite'der  Ordinatenaxe  mit  dieser 
in  der  Entfernung  a  parallel  gezogen  ist. 


8. 
Aus  dem  nachstehenden  Ausdrucke  desDifferentialquotientett: 


<£y      3a:^^2aar— 2&y4-y« 
dx  "^       ^bx—^ay — ^2ay 
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ergeben  sich  durch  Substitution  der  eotsprechenden  Werthe  von 
X  uod  y  fttr  die  trij^onometrischen  Tangenten  der  Berührenden  in 
deo  Piiakten  E,  ily  />,  Nf  in  welchen  die  in  der  Entfernung  a 
mit  der  Ordinatenaxe  und  in  der  Entfernung  b  mit  der  Abscissen- 
axe  paialiel  gesogeoeo  Geraden  die  Curve  achneiden,  (olgende 
Wertne: 

^^--^*        fl^  6 — g  6  +  g, 

"5S"'     26'     "■     «    '     ""     a    ' 

dareach  laaaeo  eicb  die  Berührenden  «elbat  leicht  construiren.  •— 
Da  nmi  femer: 

a        b — a        6+Ö b'^—a^ 

2b ä  a    —    2a6    ' 

■ 

«o  ergibt  sich;  das  Product  der  triffonometrischen  Tan- 
.^enten  der  Berührenden  für  die  einfachen  Durch- 
t^chnitts'punkte  H,  D,  N  ist  der  trigonometrischen 
Tangente  der  Berührenden  für  den  doppelten  Durch- 
«chnittspunkt  E  gleich. 


'9. 


IKe  Sttbetittttioii  der  entsprechenden  Werthe  von  x  und  y  für 
deo  Aofangspnnkt  der  Coordinaten  lässt  obigen  Differentiaiquo- 
tieaten  nnbestimnt.  Wir  differentiiren  daher^  die  Differentialglei- 
cboftg  der  ersten  Ordnung  noch  einmal ,  und  Indem  man  dx  und 
</jrconstant  annhnmt,  erhält  man: 

(i»-ar)cia:«4  2(6— y)<farfy-(«+ar)rfy«=  0, 
aus  welcher  Gleichutfg  sich  sogleich  ergibt: 

ä9_  (6-y)±^C+:p)(a-aar)-K6^. 
dx  a  +  x 

Setzt  man  hiertn  die  dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten  entspre- 
chenden Werthe  von  x  und  y,  nftmlich  x^=0  und  y=0«  so  er- 
hält man: 

dy      6dtVa«+.6« 

dx  a 

Dieser  Ausdruck  enthält  aber  zwei  verschiedene  Werthe: 
Die  Curve  wird  demnach  im  Anfangspunkt  der  Coordl- 
oaten  von  zwei  Geradeti  berührt,  und  dieser  Punkt  ist 
folglich  ein  doppelter  Punkt,  indem  zwei  Zweige  der 
Curve  sich  in  demselben  durchschneiden. 
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Mit  Hölfe  der  vorstehenden  trigoDometri«cben  Tanffenten  las- 
sen sich  die  beiden  Berührenden  W  und  TT*  im  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  leicht  construiren ,  wobei  wir  also  nicht  verweilen. 

Nimmt  man  das  Product  der  beiden  trigonometrischeB  Tao- 
genten,  so  findet  man: 

a  ^  a  "—*' 

d.  h.   die    beiden  Berührenden    im    Anfangspunkt    der 
Coordinaten  stehen  senkrecht  auf  einander. 


10. 


Will  man  die  Curve  auf  diese  im  Coordinaten- Anfang  berüh- 
renden Geraden  als  Coordinatenaxen  beziehen ,  so  nehme  man 
die  bekannten  Transformationsformeln  und  setze: 

orzz^cos^-f  jf'sinqp  und  y=3y'cos9 — or'sin^, 

oder  da  man 

sipy=    ^  =■  und  cos^  = 


V2c(6+c)  ^      V^2c(*+c) 

findet,  woc=Va*-f6*  gesetzt  ist,  die  Ausdrücke: 

X  =    r  — ~       und     1/  =:  y  — ^~-  . 

V^2c(6  +  c)  ^      V  2c(6  +  c) 

Substituirt  man  diese  in  die  Gleichung  der  Curve 

so   erhält  man,     indem    man    statt   xf    und  y  wieder  j:  und  ^ 
schreibt,  folgende  Gleichung: 

(ÄHa(*+c)*)^'+Ca*(Ä+c)  +  (6+c)*)j?^^ 
c  -   _  (ßS  -2a6(6+c)— fl(6+c)«)  V^2c(6  +  c) .  x^i 

— 2(a«*+2a«(6+c)-6(*+c)«)  V2^5+€0 .  a^>  =  0, 

+  (a»~2a6(6+c)  -a(Hc)«)V2c(6  +  c) .  y«| 
.       .  +  (a»+a(*+c)«)j:3fH  (a«(ft+c)+(6+c)»)y» 

oder  wie  sich  durch  Entwicklung  der  Coeffizienten  ergibt: 


213 

+  4aÄ(6+c)V^2c(6  +  c)  .  a:«j 

+  4a6(6+c)V2c(6+c)  .  y^\ 
+  2ac  (b+c)xy^  +  2c  (6+c)^»; 

ond  diese  Caleichane  geht  dnrcb  Ausscheidung  des  gemeinsamen 
Factors  2(ö-\-c)  enduch  in  die  folgende  über: 

acx*  +  c  (b+c)a^  +  2ab  V^id^+cJ^        J 

—  2(a«— Ä«)V2c(6+c)ary       >=:0. 
+  2a6  V2c(6+c)y«  +  acxffH  c{b+c)yV 

Fflr  den  Fall,    dass  der  Nebenparameter  gleich  Null  ist,    er- 
giM  sich  hieraus  die  Gleichui^: 

Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt ,  dass  die  diesem  besondern 
FiUe  entsprechende  Curve  (Taf.  V.  Fig.  11.)  zu  den  im  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  berührenden  Geraden  als  ihren  Coordinaten- 
uen  dieselbe  Lage  hat,  ond  durch  die  gerade  Linie  OH,  welche 
deD  von  denselben  gebildeten  rechten  Winkel  halbirt,  in  zwei 
glodie  und  Ähnliche  Theile  getheilt  wird. 


11. 

Man  differentiire  die  allgemeine  Gleichung  der  Curve,  n&mlich : 
u = j:' — ajfl — 26  jy +.Ty*  -f-  njy* = 0 
der  Reibe  nach  in  Beziehung  auf  x  ung  y,  so  erhält  man: 

^=:3a:«-2iu:-26y+y«, 
du 

dht 

Setit  man  den  zweiten    dieser  Differentialquotienten   gleich  Null, 
M  gibt  die  Gleichung  bx — xy — ay=0  unmittelbar: 

öx 


a+x 
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Wenn  man  diesen  Werth  voo  «  tu  die  oUge  Gleicfanng  der  Cnrre 
Bubstitairt  und  entwickelt,  so  kommt 

j:a-.a«— 6«=0,  oder  o:»— c«=0, 

indem  man  wieder  a*-f  6^=c*  setzt,  und  hieraas  ergibt  sich: 

bc 
xzs:i±€f  und  folglieh  »»JT^* 


Aus  der   bekannten  Formel  zur  Bestimmong  des  Maximums  niid 
Minimums  bei  unentwickelten  Functionen: 

folfftsuun  ferner,  wenn  man  liir  die  Düferetitialqnof lenfen  ihre  «»ben 
gefundenen  Werthe  in  dieselbe  einsetzt, 

•  «Wa:_  2(o-t-jr) 

Diese    Gleichung    geht   aber,     je   nachdem   man    ar=:-fc     und 

ha  öc 

y=:-r-  9  otJer  ar=— c  und  y=tzr    •«***»  '*"  folgende  ober: 

d^x  2(<?+a)» 


rfy*  ""       (3c*— 2ac)(c+o)«—  26«c(c+o)+6V 

und 

rfgjr 2(e-a)» 

c/^-»  ""  +  (3c*+2ac)(c— a;*— 26«c(c-^)+Ä*e« ' 

oder,  indem  man  den  Nenner  entwickelt  und  reducirt: 

Der  Differentialquotient  der  zweiten  Ordnung  ist  also  flir  die 
einen  Werthe  von  x  und  y  negativ,    filr  die  andern  positiv:   die 

Abscisse  ar=-f  c,  welcher  die  Ordinate  ffzsz-j--  entspricht, 

ist  demnach   ein  Maximum,   die  Abscisse  xzs-^Cf    wel« 

eher  die  Ordinate  «= zugeordnet  ist,  ein  Minimum. 
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12. 

Bezeichnet  man  den  zwischen  dem  Boeen  der  Curve^  der  Or- 
dinate nnd  der  Abscisaenaxe  entbalteneo  l<lächenraam  mit  F,  so 
hat  man  znr  Beatimmong  desaelben  die  bekannte  Formel 

F  =z  I  ydx. 
Nun  iat  aber,  indem  man  wiederum  a*-f-6^=^  setzt« 


mitbin 


'='/^±/- 


a-\-x 
Aber  es  ist 

/xdx 
—7—  =^bx — a6.1ognat(a-f  ^)  +  const. ; 

toU  der  Flächenraum  fär  :r=0  yerschwinden ,    so   muss   const. 
=a&Jognat.a  sein. 

Setzen  wir  ferner  a-f:r=tf,  also  a;=tf — a,  so  wird: 

/xdxM  c*-:r«      f{u— a)du'^  V^lau-^^ 
a\x        ~~t/  tt 

(ti-if)(*«+2<iii— tt«)rftt 


=/ 


uSb^^lau-u^ 


Bezeichnen    wir    zur    Abkürzung    den     Warzelausdruck    mit  R 
flo  ist: 


J       u\ 


)(6H2ati— «^#/tt 


Nun  aber,  wie  rorhin  ii*+ä*:=:c*  gesetzt«  ist: 
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Pu*du  1     „  .  1  .,   Pdu  ,  3        fudu 

J  -ir=-f'*+j*v  R  +  i'^J-R- 

/du  .   u — a 

g=arc.«n--, 

_^=,og„at ^jj 


Mit  Rucksicht  hierauf  üodet  man  nach  eimgen  RedactioDen 


/ 


(M-q)(6H'2gtt-ttVtt 


=  5-  (6* — a*)arc .  sin ab  lognat .  — 


c?< 


+  Q  (11 — 3a)Ä  +  const , 
Tolglich,  wenn  man  statt  u  den  Werth  a-i-x  wieder  einsetzt: 


/ 


a+o: 


=  l<6«-a«)arc .  sin  ^  -  oÄ Jognat .  ^+^-"^^^^^ 

+  s*( ar  —  2<i )  Vc^— jr*  +  const 

Zur  Bestimmung  der  Constante  setze  man  a:=0,    wodurch s  sieb 
ergiht: 

c — b 

const«  =a6 .  log  nat f-  ac. 

Durch  Zusammenfassung  des  Vorhergehenden  erhält  man  nun 
allgemein   für  die  von  der  iJurve  begränzte  Fläche: 

F=A^-ii6. lognat  ?±:^±  „A. lognat —-^^^=^^^= 

±^(6*-o«)arc.sin^  ±  \  (ar-2a)V?:::^+ac, 

wobei  ZQ  bemerken ,  dass  das  Zeichen  -|-  &uf  die  positiven  resp. 
grussern  Ordinaten,  das  Zeichen  —  auf  die  negativen  resp.  klei* 
nern  Ordinaten  sich  bezieht. 
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Für  die  «penleile  Catv^,    wenn  nSmlich  der  Nebenpararaetef 
Null  ist,  geht  diese  Formel  in  die  folgende  übett 


Für  den  lobalt  des  von  der  Curve  gebildeten  Fofiiuns«  den  wir 
mit  /  bezeichnen  wolleo ,    findet  man : 

/=  2^(6«— d>)«+2tt6.lognÄt  — +»1^4 
QDdiiD  Falle  I   dasd  der  Nebenparameter  gleich  Null  ietJ 

Bieraoe  ergibt  »ich  (Taf.  V.  Fig.  11.)^ 

t)  Beschreibt  man  über  dem  Parameter  a  das  Qua-* 
drtt  OHEO  nnd  mit  demselben  Parameter  a  den  Kreis-* 
qnadranten  HQG,  so  ist  das  halbe  Folium  OHRO  dem 
Greifen  UEGQH  an  Inhalt  gleich. 

2)  Bescbteibt  man  mit  dem  Parameter  a  um  O  als 
Mittelpunkt  einen  Kreis  und  am  diesen  ein  Qnadrat^ 
so  ist  das  Doppelfoliura  den  vier  durch  dieKreislinie 
ibgeschnittenen  Bcken   des  Quadrates   gleich. 


Kiarai  man  tf=3,  b^ig  e^t£:5,  resp«  AssO>  ii=^c^=:3,  sd  An» 
(id  aan  für  das  Foliom  f,  so  wie  f^f  m»  Feünm  f  die  IVerthe  ? 

/br  15,05..  f^XfH^* 


13. 

Die  Gleicbimg  des  iim  den  Anfangspunkt  der  Ooordinaten  mit 
dem  Radius  OE^=s,c  beschriebenen  Kreises  i^; 

Verbfüdet  man  diese  Gleicfliong  mit  der  atlgemeinefl  Gleichung  def 
Carve«  am  einlaehsten  in  folgender  Gestalt: 


so 
und 


erhält  man  zur  Bestimmung  der  Dnfchschnittspunkle  de?  .Curf»# 
I  des  Kreises  die  beiden  Gleichungen: 

(:r— «1)0«=:  2*ar  V  c«-ir«-2a(c*— a«) , 
Thsil  \\\  1d 
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oder  wenn  man  entwickelt  und  nacb  den  Poteoxi^n  der  VerSad« 
liehen  ordnet: 

Diese  Gleichungen  sind  vom  vierten  Grade:  die  Curve  wird 


von  der  Kreislinie  in  vier  Punkten  geschnitten,  welche,  wie  stf 
leicht  zeigen  iSsst,  alle  vier  reell  sind.  Denn  da  eine  Wurzel^ 
vorstehenden  Gleichungen  resp.  a  und  b  ist,  so  ergeben  sich 
drei  andern  Wurzeln  resp.  aus  den  Gleichungen: 

4y«— 3c«y+6c«=0. 

Da  nun  hierin  das  zweite  Glied  negativ,  überdies  c^^a  und  r> 
also 

^(|c*)'>27(jac«)« 


und 


4(jc«)«>27(j6c«)«, 


80   hat  jede  dieser  Gleichungen  drei  reelle  Wurzeln,    und  zi 
hat  die   erstere   Gleiehung  zwei  negative  und   eine  positive, 
zweite  C^leichung  eine  negative  und  zwei  positive  Wurzeln.  '^ 

man  co89=  — und  cosif^=— »    so  sind  dieselben: 


+  c.cosg9,  --c.cos(60®— ö-g>),  —  c.cos(60^  +  «  9?); 

— -c.cosj^,     +^.^08(60^—^^-^;),     +c.cos(60*'+ s-^). 

Die   Wurzeln  der  urspriiiiglichen  Gleichungen  sind  also  alle 
reell,  und  der  Kreis  schneidet  demnach  die  Gurve  in  vier  rei 
len  Punkten,    deren  Abscissen  und  Ordinaten,    wenn  man 

rücksichtigt,  dass  hier  immer    ^9  resp.    ^tf;<60^ — '  ^  <P    ^^ 

60®  —  «if;,  und  dass  immer  j:*-fy*=c*  ist,  sich  folgendermi 
zusammen  ordnen: 


JT  =  +  CCOS  s*  <p 


y=  +  c.cos(60«+ji/;) 


2tö 

1  1 

Wie  nao  aus  de?  Vorzeichen  ersieht,  liegeo  Iminer  zwei 
Ünrdb^chiiittspuDkte  im  ersteD,  einer  im  zweiten,  und  ieiner  im 
dritten  Quadranten. 

Pur  den' Fall»  da88  a^3,  6  =  4«  c=6,  ergeben  Mcfa  für  die- 
»cUmu   folgende  Werthe: 

or*  ==  +  4W304-.  y''=  +  1,5210.. 

;r*'=— 3,69874 ..  y*  =  +  3,36441 .. 

jr""=— 1,06429 ...  y'=-4,8864l  - 


J4. 

»        •  •  • 

Nach  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  gemachten 
ETOrtemngen  werden  wir  jetzt  jm  Stande  sein  zu  zeigen,  wiemeu 
mit  Hülfe  unserer  Corve  in  Folge  der  5.  &.  angegebenen  Eigen- 
schaft die  Trisection  jedes  beliebigen  Winkels  vornehmen  kann. 

S«iiimlich  ein  beliebiger  IVinkel  gegeben,  dessen  Scheitelpunkt  O 
(J>£V.Fig.  10.),  so  fälle  man  von  irgend  einem  Punkte  E  des  einen 
^beakele  auf  den  andern  oder  dessen  Verlängerung  eine  Senk- 
'eelite  EH^  eonstruire  zu  OH  als  Hauptparameter  und  HE  als 
^ebenpara■leter  nach  §.'5.  die  Cmve  NORDEOS  und  besehreibe 
Bit  0£  als  Radius  um  O  einen  Kreis,  welcher,  wie  wir  gesehen 
l^n,  die  Curve  ausser  in  E  noch  in  drei  Punkten  A,  A\  A** 
Mbneidet  Man  verbinde  diese  mit  O  und  verlängere  nothisen- 
Üb,  wodurch  man  4ie  Durchschoittspunkte  C,  if,  O'  auf  dem 
iNebenparameter  erhält,  und  ferner  verbinde  man  E  mit  den  Punk- 
^  Äy  A*y  A*\  Alsdann  sind  nach  6.  5.  die  Dreiecke  EACf 
^A'C,  EA"C  gieichschenkiich,  mithin  die  folgenden  Dreiecke 
painieise  einander  ähnlich: 


\OAEojXEAC^    ^OA'Eoj^EA'Cs    ^OA"Eoo/XE^''C\ 

^^  «ie  gieichschenkiich  sind,  und  jedes  Paar  den  Winkel  an  der 
GruDdlinie,  resp.  ^EAC  oder  ^EA'C  oder  ^JEA"C\  gemeili- 
^(^  hat;  daher  ist 

^AEC:=ij^EOA,  ^A'EC=^EOA,  ^:A"EC^ZJE0A'. 

Ebenso,  wenn  man  aus  E  die  Senkrechten  EF ,  EF\  EF"  füllt, 
^nd  die  folgenden  rechtwinklicben  Dreiecke  paarweise  ähnlich : 

\COH^\CEF,  ^COHo:)^CEF\   ^C'OHcoj^C'EP\ 

15- 
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Daräu«  ergibt  aieh  nun: 
j^AOP=ja^OH=^CEF=^^AEC=^^EOAi 

Z  i<"0  A=(2ä-COä)=(2ä-  CEF") = \  (iÄ-^''£C^ 


=  hiR-EOA''). 


Hieraus  (»Igt  nna: 


^AOP  =j^EOP (^£OP>.0»  und  <lfi), 

^il'0/»'=j4i£0/>'......(<<^0/>'>lÄ  und  <2Ä). 

^A"OP' = jconv.  ^EOP'.....  (c<wit.^EOJ*>2ä  und  <3Ä) . 

^iA"OP  =  jconT..i^OP (conv.i^OP>3i2  md  <  4K) . 

DeHMch  ist  aUio  TolIctiBdig  gezeigt,  wie  irermittvlet  onsew 
Curve  jeder  beliebige  Winkel,  sei  er  ein  ntitzer  ader  eis  stumpfer 
eder  ein  erhabener,   in  drei  gleiche  Theile  getheilt  «wdea  um- 

jCAOPs=^^EOPm6  ^A"OP=^enw..i^OJ^, 
femet 

4i^'0/»'  =  jZBOP'  und  ^A"OP':s:^e<mw.^EOP", 

so  erjAbl  sich  esdiich  noch,    dsss  in   den  Punkten  A,  A',  If 

STaf.  V.  Fig;  10.  lind  II.)  die  ganze  Kreisperipherie  in  drei  sIeiciM 
heU»  getkeHt  ist. 
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VI. 

HachtraiT  zu  dem  AuDsatze  In 
Thl.  XIO.  ITr.  XXXIII. 

Von 

Herrn  Theodor  Lange 

ka   Berlin. 


Bivor  ich  der  offentlicheii  Aufforderang  des  Hrn.  Prof.  Groo e  rt 
nadikoue,  und  den  in  demCrelie'scben  Journal  erscliienenen  Be- 
»cbias  Hni.  Prof«  Steiner»  deeeeu  in  der  Naohachrift  zu  dem  Auf* 
übe  ThL  Xlll.  Nr.  XXXIIL. Erwälinnng  getfian  wird,  mittiieile, 
■an  ich  enf  «Imb  Irrthom  aufiaerlceaBi  meelieu«  der  $nch  bei 
AoMdlaog  dto  allgemeinen  Sataes  In  ervrälitttem  Anlaatie  einge- 
•dififiban  hat  Der  daaelbst  gefahrte  Beweis  »tiitzt  eich  nämlich 
Ulf  EigeoecliafteB  der  Fignr»  welche  Ten  der  dort  aogenommenea 
läge  det  l/^skei  a  und  ö  abhängen  und  bei  anderer  Lage  nicht 
itittfaden.  Es  kam  demnach  nur  folgender  Sata  allgemein  auf- 
SttMft  werden:  Wird  eine  Gerade  von  zwei  Strahlen  geschnitten» 
md  igt  die  Linie,  trelche  aus  dem  Schnittpunict  des  Einen  aef 
diB  Aadem  sesoge»  wird»  gleich  der  Linie»  welche  aus  dem 
Schoittpunlrt  des  Andern  auf  den  Ersteren  gezogen  ist»  so  sind 
<lie  G^nwinkel»  unter  denen  Jene  Strahlen  die  Gerade  schneiden, 
ona&der  deich»  wenn  Jene  gleichen  Linien  diese  Winitei  in  glei- 
cheo  Verhältnissen  schneiden. 


Nach  der  Bemerkung»  welche  det  Herr  Professor  8t einer 
fe«Bem  Aufsatze  „Elementare  LOsung  einer  Aufgat>e  über  das 
ebene  und  ephärisehe  Dreieck''  im  2a  Bande  des  Crelle'schen 
JivmaLi  TonuMHsehickt»  kam  demseibeiv  hn  Jahre  1840  toh  Uerni 
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Professor  L  eh  mos  folgende  Aufgabe    zu,    mit  der  Bitte  „eine 
rein  geometrisdhe  Losung  derselben  zu  finden/' 

„Wenn  in  einem  geradlinieen  Dreieck  die  zivei  Geraden, 
welche  dessen  Winkel  an  der  urundlhiie  balften  und  die  bis  an 
die  Gegenseiten  verlängert  genommen  werden ,  gleich  lang  sind, 
so  ist  die  Frage,    ob  dann  das  Dreieck  gletchscnenkiig  sei?'^  — 

Daraufhabe  er  folgende]  Losung  dem  Hrn.  Professor  Lehmns 
mitgetheilt,  die  er  unter  anderen  desshalb  veröffentliche,  da  ein 
grosser  Kenner  der  Geometrie,  Herr  Sturm,  der  von  seinen  Zu- 
hörern und  Andern  verschiedene  Losungen  btesSsse,  die  Seinige 
lur  die  elementarste  gehalten  habe. 

Ueber  die  Schwierigkeit  d^r  erwähnten  Aufgabe  sagt  der  Herr 
Professor  Steiner  hi  demselben  Aufsatze:  „die  Schwierigkeit, 
welobe  die  Aufgabe  darbietet»  mag  ihren  Grund  dfurin  ijah^n,  dass 
die  eine  Voraussetzung  nicht^  so  abnolut  bestimmt  Ist,"'^  Vie  man 
auf  den  ersten  Blick  leicht 'glauben  möchte,  ..dcmn^wenn  gesagt 
wird  ,>die  Winkel  an  der  Grundlinie  werden  gehälftet'% 
so  ist  dies  sowohl  auf  die  Innern  als  auf  die  äussern  Winkel  an 
der  Grundlinie  anzuwenden,  was  dann  im  Wesentlichen  .drei  ver- 
schiedene Fälle  giebt,  indem  nämlich,  wenn  man  die  bis  an  die 
Gegenseiten  vertüngerten  Strahlen,  welche  die  inneren  Winkel 
hälften,  durch  a  und  b  und  diejenigen,  welche  die  äusseren  Win- 
kel hälften,  durch  a^  nnd  6^  bezeichnet,  entweder 


1)  a=b,  2)  ai=bi,  3)  a^^b  oder  a=:6| 

angenommen  werden  kann. 

Im  ersten  Falle  Taf.  VL  Fig.  1.,  wo » also  die  inneren  Winkel 
gehaltet  werden,  wfirde  die  Annahme,  dass  die  Winkel  a  inid  ß 
ungleich  wären,  etwa  a>/3f  eiomai  zu  dem  Sdilass  ffihreD,  dass 
der  Winkel  ABB,  nämlich  2£— (a+2/9),  gri^sser  sm  als  der  Win- 
kel BEA,  nämlich  2R^(ß+2a).  Andßrerseits  aber  folst  9ak  der- 
selben Annahme,  wenn  man  das  Dreieck  AEB  so  an  oaaDreied^ 
BDA  legt,  dass  A  in  B,  B  in  A  und  'E  in  Ei  ftlit,  daiss,  da 
DByAE=:BEi  wäre,  y^a:  sein  müsste,  mithin »  da  ii=m  ist, 
der  Winkel  a-^-n  kleiher  sein ,  als  y+m,  oder  Winkel  ADB  Ueinsr 
als  der  Winkel  BEA.  Dieser  Widersprach  zeigt  die  Unrichtig- 
keit der  Annahme  und  dass  unter  obiger  Bedingung  das  Dreieck 
gleichschenklig  ist. 

„Im  aweiten  Falle»  wo  also  die  äusseren  Winkel  gehälftet 
„werden,  kommt  es  noch  auf  eine  nähere  Untersuchung. an«  ob 
„nämlich  a)  beide  Strahlen  Oi  und  bi  die  verlängerten  Gegensei- 
„ten  jenseits  der  Spitze  C  oder  beide  dieselben  unterhub  der 
„Grundlinie  AB  trenen,  oder  ob  ß)  der  eine  die  Gegenseite  jen- 
„seits  der  Spitze  und  der  andere  sie  unterhalb  der  Gnindnnie 
„trifft  Unter  der  Bedingung  «)  ist  das  Dreieck  gleichschenklig, 
„dafegeo  unter  ß)  nicht  *^ 


Denn  wevn   Taf.  VI.  Fig.  2.  die  Aussenwinkel  gehälftet  sind, 
und  die.  Strahlen  0%  und  bi  die  Gegenseiten  jenseits  der  Spitze 


223 

C  trcffco»  80  fnhri  die  Annahme»  dass  die  Winkel  a  und'/3  nicht 
eieich  wSfeo,  etwa  a>/3y  etnersetis  z(.  dem  Sehlaese,  dass  der 
Winkel  DAB,  nämlich  2/2  -  a^ ,  kleiner  als  der  Winkel  EBA, 
Bäffliich  2/Z — ^]^,  also  dass  DB^AE  sein  mösste.  Audererseks 
Ibigt,  da  «>a:  icst,  hei  derselben  Construction  wie  oben,  dass  der 
WiDkel  E^ÜBK^DEyB,  also  DB^BE^  oder  DB>AE.  —  Die- 
ser Widerspruch  seigt  die  Unrichtigkeit  obiger  Annahme  und  da« 
diircb,  dass  das  Dreieck  gleichschenklig  ist. 

„Wenn  dagegen  beide  Strahlen  a^  und  6.  den  Gegenseiten 
.anterhalb  der  Grundlinie  begegnen,  wie  in  Taf.  VI  Fig.  3.,  so 
^heint^  der  Beweis  nicht  auf  analoge  Weise  Statt  zu  finden/^ 
Daher  nebt  der  Herr  Professor  Steiner  folgenden  minder  ein- 
fachen Beweis. 

Aus  der  Annahme,  dass  a  und  ß  ungleich  wären,  etwa  cr>j?, 
W«U?#>ilF,  und  daraus  F/>>F£.  Man  nehme  (Taf.  VI.  Fig.  3.) 
FG^zFA  und  FII:^FE  und  ziehe  GH,  so  ist,  wegen  der  Con- 
graein  der  Dreiecke  HFG  und  BFA,  der  Winkel  fa==<^  ^1^» 
\^A>  woraus  folgt,  dass  die  Gerade  GH  der  Seite  C^  jen- 
(«its'Ö,  etwa  in  1^  begegnet,  und  zwar  unter  einem  Winkel 
pfl,--Ä=«— /J=2€,  denn  a— e  =  ^GF=j9  +  c.  -  Da  der  Win- 
kel or,,  also  auch  o^CfD  ist,  so  ist  a>/>,  also  BD>^AB.  Nimmt 
man  BL=zBA,  so  wird  BAG  und  BGC  congruent,  also  £=£i. 
Da  aher  €i>y  ist,  so  ist  auch  «>y,  was  dem  Obigen  2e=y 
^^^^richi  JBs  muss  also  a=ß  angenommen  werden,  woraus 
Mgt,  dass  das  DreieA  ACB  gleichschenklig  sein  muss* 

Jb  dritten  Falle,  wo  also  ein  Innerer  und  ein  Süsserer  Win- 
Mu  der  drundlinie  gehäUtet  wird,  ist  das  Dreieck  nicht 
fideiekscbenklig.  (Nur  scheint  die  Möglichkeit  vorhanden  zu  sein, 
»aas«  es  in  ganz  besonderem  Falle  gleichschenklig  sein  kann, 
»wobei  es  dann  aber  ein  der  Form  nach  ganz  bestimmtes  Dreieck 
»^^  d.  L  bestimmte  Winkel  hat^).  —  Da  nun  die  Aufgabe  alle 


*)   Sollte  das   Dreieck  ACB  (Taf.  VI.  Fig.  5)  gleichachenklig    sein,    ' 

viHrend    ~=c  _  int,  »o  folgt,  wenu  d  =  a  gemacht  wird, 

a        p 

a  ""  Sto+«  * 
Für  a  =  ~a  findet  man 


fl=: 


"11+ 1  • 

Weio  ■Im  twlschen  den  Grusien  a  und  n  diese  Gleichung  bestellt,  i«t 
du  nreieck  gleichschenklig.  I«t  il=2,  also.  %Tonn  die  Winkel  gehälf- 
tct  isia  tollen,  so  muss 
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ebenen  Dreieck  eegeben  babe,  fahren,  wenn  man  nftmlich  be- 
denkt ^  dass  alle  Ebenen,  die  durch  den  Schenkel  eines  WinkeU 
feben  und  auf  denen  Linien  liegen,  welche  mit  dem  andern  Sehen- 
el  einen  Winkel  von  der  beßtinimten  Grösse  q  bilden,  den 
Kegel  schneiden,  dessen  Axe  der  andere  Schenkel,  und  dessen 
Erzeugungswinkel  g  ist.  Denkt  man  demnach  um  jeden  Schenkel 
eines  Winkels  einen  Kegel  mit  demselben  £rzeugungswinkel  o  und 
aus  dem  einen  Schenkel  (A)  eine  Schnittebene  durch  den  Kegel 
des  andern  Schenkels  (J3),  und  die  Ebenen  swbchen  je  einer 
Schnittlinie  und  der  Axe  des  zugehörigen  K^els»  wahrend  man 
sich  Torstellt,  dass  eine  Ebene  aus  dem  Schenkel  {B)  sich  um 
B  um  360^  drehe ,  und  dass  fortwährend  die  Ebenen  durch  die 
Schnittlinien  (derselben  mit  dem  Kegel  (A))  und  dessen  Axe  et- 
legt  werden:  so  lassen  sich  in  Bezug  der  Neigungswinkel  der 
erwähnten  Ebenen  gegen  die  Ebene  des  ursnrfinglichen  Winkeb 
dieselben  Schlüsse  anwenden  wie  im  obigen  oeweise. 

Im  Allgemeinen  braucht  wohl  nicht  erst  darauf  hingewiesen 
zu  werden,  dass  die  in  den  Figuren  zu  meinem  Beweise  rorkom- 
menden  Kreise  nur  gebraucht  wurden,  um  der  Vorstellung  mehr 
Halt  zu  geben,  und  dass,  wie  in  einer  zweiten  Bearbeitung*)  ge- 
schehen, nur  die  elementarsten  Lehrsätze  der  Geometrie  benutzt 
sind.  —  Ferner  mochte  die  von  mir  gegebene  Beweisföhrung  viel- 
leicht desshalb  einige  Beachtung  yerdienen,  da  sie  direct  zo 
Werke  geht  und  ein  einheitliches  Ganze  bildet. 


*)  Diese  zweite  Bearbeitung  soll  auf  des  Wunsch  des  Herrn  Vfi. 
in  einem  der  nächsten  Hefte  de«  ArcbiTs  noch  mitgetheilt  werden,  da 
jetzt  kein  Raum  dazu  war,  und  ich  nur  zuerst  veritchiedeae  Beweisartco 
mittheilen  wollte.  C. 
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WWK, 

Die  contlnnirliclie  Function  und  ihre 

Abf^eleiteten. 

Von 

Herrn  Professor  Franke, 

«weitem  Direrter  der  poljtcchaiftcheo.ScIiiile  «n  HaoticvY'er.         I 


Is.d^D  Ex^rcice«  d'Analyse  tomell.  p.54.  eagtCauchy: 
<fie  Fsnction  fx  kann  nach  Maclaurias  Formel  in  eine  conver- 
gnte  R«ibe  nach  den  aufsteigenden  Potenzen  von  x  entwickelt 
vrerden,  wenn  der  Modnl  der  reellen  oder  imaghiären  Variabein 
X  eiDen  Ueineren  Werth  behält  als  der,  Rir  welchen  die  Function 
(«kr  deren  erste  Abgeleitete)  auChOrt,  continoirllch  zu  s^ein.  In 
dieser  ^jiestalt  hatte  schon  frdher  Ca  ach  y  den  8atz  aufgestellt,  je- 
doch ohne  den  in  der  Klammer  stehenden  Zusatz  beizufilgen.  Der  Sata 
ist  Von  grosser  Wichtigkeit,  weil  er  die  Anwendbarkeit  der  ge- 
dachten  Reihe  an  eine  klare,  feste  Bestimmung  knüpft.  Indessen 
scheint  er  nicht  richtig  zu  sein,  und  ohne  die  Gründe  liir  diese 
Behsoptong  vorzuführen,  welche  in  Cauch/s  Bevt^eise  selb^ 
liegen,  will  ich  vielmehr  direct  die  Grenzen  der  Anwendbarkeit 
der  Reihe  dadurch  versuchen^  dass  ich  in  der  ersten  Nummer 
die  doppelte  Form  des  Diffierentials,  in  der  zweiten  die  Beziehung 
der  continuirlichen  Function  zu  ihren  Abgeleiteten,  und  in  der 
dritten  die  Reihe  Maclaurins  selbst  entwickele. 


1. 

Es  sei  Fx  eine  Function  von  Xg  die  zwischen  Xi  und  Xi-i-k 
entweder  nur  zunimtüt  oder  nur  abnimmt  und  die  zwischen  den- 
selben Grenzen  continuirlich  bleibt»  d.  h.  die  um-'vneildlich  kleine 
Grotisen  derselben  oder  einer  faühem  Ordnung  zu-  oder  abnimmt, 
als  die  VerSndorliehe  x  selbst    Das  Differentml  dar  Function  ist 
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weDD  a  eine  uneDdlich  kleine  Zunahme  bedeutet  Diese  Gleidiiuie 
ist  aber  nur  genau  bis  auf  das  Unendlich-Kleine  der  sweiten  Ord- 
nung, so  dass  Tollständig  daftir  zu  setzen  ist 

« 

wenn  ki  eine  endliche  Zahl  bezeichnet«    und  x  zwischen  den  an- 

f reffebenen  Grenzen  liegt  Lässt  man  nun  x  immer  um  die  uneod' 
ich  kleine  Grosse  a   zunehmen,  bis  sie  den  Werth  x+h  erhält, 
so  entstehen  die  streng  wahren  Gleichungen : 

F(x+  «)— Ä;ä:«F'x  +  ß»*i . 
FXx+ia)  — F(a?4<«)=aF'(ar+fl^  +  «»jl^. 


F(x+ln-\]a)  —  F(a:+[ii-2]«) =«F'(.T+[ii-2]«)  +  ««A^  - 
F(x+na)  -  F(ar+[n-l]a)=aF(jr+[fi-.l]a) +0%,; 


in  welchen  die  GrSssen  k^^ ...  kn-^i  $  kn  dieselbe  Bedentang  beibe- 
halten als  kl,  Addirt  man  diese  Gleichungen  und  ordnet  rechte 
nach  Grossen  derselben  Art,  so  erhält  man 

2) 
f{x  +na)  -Fa=:c4  Fa^f  F'(i?+a)+..+P(a:+[ji— 2»+FXa?+[ii^l]c)| 

eine  Gleichung,  welche  wie  Gleichung  1)  streng  richäg  ist 

Offenbar  giebt  es  einen  Werth  von  x,  der  zwischen  x  aad 
jT-f  n«  liegt,  nemlich  x-f-ma,  för  welchen  F(t;-f  m«)  das  arith* 
metische  liittel  der  Glieder  der  Reihe 

rx^  F(j:+a),-...P(^+(n— 2]«).  F'(ar+[ii-l]tt) 

bedeutet«  wenn  m  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  beseichoe^ 
die   ^wischen  Null  und  n  liegt    Wenn   nun   m   eine  Brucbzahl 

—,  ztHscheti  den  Ganzzahlen  p  und  p  +  i  gelegen,  ist,  so  d^u 
die  Reihenfolge  der  Zahlen 

'  4 

statt  findet,  so  kann  man  immer  die  Zunahme  a  mit  der  kletneren 
—  vertauschen,  weshalb  die  Reihenfolge  zwischen  p  und  p-fl  in 
die  Reihe  det  ebenCalis  ganzen  Zabien 

9p,rp'\-l,*,.Tp'i'9trp^t+ly...rp+r 


29» 

«emirt«  and  «•  lat.  kbr,  4a«i^  di^  Cieudiung  1),  (diglWk  mA 
Gldcbiiog  S),  fhr  kleinere  a  gfiltlg  bleibi,    , 

Auf  gleiche  Weise  wird  es  einen  Mittelvrerth  k^  der  Grussen 

^1 »  ^>  •*••'  *"— 1 1  *»• 

geben,  für  welche  der  Zeiger  q  zwischen  0  und  n  li^^gt 

Werden  nan  diese  Mitteiwertfae  mit  ii  multiplicirt  und  in  Glei- 
cbong  9  eingeschaltet,  so  entsteht 

oder,  wenn  nan  na  mit  h  vertauscht, 

3)  JF^ÄNfA)— Är=*|F"(ar+m«)+a*,}. 

h  dieser  QleidiQi^  ist  km  ven  der  Verinderlichen  ar,  sowie  ron 
der  Form  der  Function  Fx  abhängig ;  es  wird  daher  immer  einen 
Werth  s-^-fut  geben,  für  welchen 

• 

beitahi  Hier  boleniet  ^  wieder  eine  Zahl  zwischen  Nnll  und  n; 
deoQ  Fix+ma)  ist  von  F^^s^-f-f^x)  um  die  unendlich  kleine  Zahl 
«if  verschieden  j  man  kann  daher  akq  als  d^  Differential 

F(x  +  ma)'-F(x  +  ma^ß) 

ttiekii.  In  welcher  Differenz  die  unendlich  kleine  Zahl  ß  so  ge- 
wallt werden  kann«  dass  die  Gleichung 

F(a + nut) — Fix+nux-^ß) = akq 
is  aller  Strenge  bestehe«  daas  daher 

Fix-i-fmn)  +  akq 
m  die  Differenz 

F\x  +  fm+ll«)—  F{x^nw  -  ß) , 
das  ist  in 

snd  die  rechte  Seite  der  Gleichung 

ID 
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fib^i^eht ,  irenn  man  nux^ß  mit  ^o  vertntischff.  .  Die  GleklraDg  3j 
verwandelt  sich  sonach   in 

4)  F(x+Ä)  — Fa:=AF(ar+fia). 

Schreibt  man  endlich  jd.na  oder  ^h  statt  (tia,  so  bedeutet 
J:^—  einen  Sehten  Bruch,  und  aus  Gleichung  4)  entsteht 

5)  F(ar+A)  -Fx=:hP(x+/fh) . 

In  der  vorausgehenden  Entwicklung  liegt  der  Grund»  dass  <fie 
Gleichung  5)  noch  für  eine  Function  gilt,  welche  innerhalb  der 
Grenzen  x  uiid  a:-\-h  uicht  mehr  continnirltch  bleibt;  den 
in  diesem  Falle  sind  zwar  einzelne  der  Werthe 


Px,  P(x+a),..,.P(x+[iit^9}a),  P(x+[n^V\a), 
sowie 

unendlich  grojss,  aber  immer  wird  ein  Mittelwerth  P(x-i'nut)  &!■ 
die  erste  und  kq  für  die  zweite  Reihe,    sowie  l''(:r-^fto)   ffirdilj 
Summe  von  P(x-i-ma)  und  aAn  möglich  sein,  dergestalt,  dassdk 
Zahlen  m,  g,  hl  zwischen  Null  und  n  liegen. 

Eben  so  unterliegt  es  keinem  Zweifel ,  dass  Gleichung  9 
fSr  unendlich  kleine  Zunahmen  h  gelten  müsse,  es  mag  die 
gegebene  Function  coutinuirlich  oder  discontinnirlich  sein;  sonach 
ist  für  ein  unendlich  kleines  o 

6)  F(x-l'a)'-Fx=haF'(x+Ja). 

Ist   daher  die  Function   cootinuirlich»    so  giebt  es  zwei  Fonneo« 
welche  das  Differential  ergänzen,  nemlich 

F(x-l-a)  -  Fx=  aF'x  +  ««Ar, 
F(ar+a)  —  Fx=zaF\x+^a); 

und  es  ist  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  i,  sowie  in  der  zwei- 
ten d  eine  endliche  Zahl,  denn  aus 

u 
Jhr=Jna=ziia  folgt  ^=—5 

und  wenn  h  selbst  unendlich  klein  wird,  so  wird  n  eodlich,  Mg- 

lieh  die  Bruchzahl  —   selbst  endlich. 

ft 

Die  Gleichungen  5)  und  ^  gelten  nur  unter  der  zu  Anfange 
gestellten  Bedingung,  dass  Fx  z%vischen  j:  und  ;r -f  ^  entweder 
immer  zunehme  oder  immer  abnehme.  Nimmt  nondieFanctioo 
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»IflcheR  X  ood  4P-f  A'  SU  un4  ^iscIieD  x-i-h*  und  x-y-h'-^-h  »b, 
ider  umgekehrt,  8o  gelten  nach  Gleichung  6)  die  Beziehungen 

F(ar+A')  -  Fa: = A'P(ar+ J'A') 

/'(:r+AHA)— F(a:+A')  =  AF'(j:+Ä'+^A) , 

«am  A'  uDd  ^   Sehte  Bruchzahlen  bedeuten,    und   es    entsteht 
JBrch  Addition  dieser  Gleichungen 

ftar+A'+ A)  —  Fa:-  A'F(a:+>A')  +  AF(:r+A'+^A) ; 

Hfie  rechte  Seite  wird    aber   immer   ein  Mittelwerth  von  der 

(A'+A)  F(x+A'+A+z^"[A'+A] ) 

M  finden  oder  denken   lassen ,    in    welchem    J"  wieder  einen 
Uten  Bruch  bezeichnet. 


2. 


AnsdefGleiphungS)  in  Nr.  1.  lä^st  sich  eine  Beziehung  zwi- 
«k»  «D^  eontinnirlichen  Function  und  ihren  Abgelei- 
ittet  «iftfriek^ln.  Es  sei  nemlich  Fx  zwischen  den  Werthen  Xq 
■Ij^f  nn  X  continuirlich ,    so  gilt  innerhalb  dieser  Grenzen 

jF(ar+a)  — Fa:  =  «F(ar+^a),    und 
lF(a:+a)— Fa:=:=«F^  +  a«A; 

h  welchen  Gleichungen/:/  und  k  endliche  Zahlen  bedeuten «  wertn, 
^  roraussesetzt  wird,  o  unendlich  klein  ist.  Ob  nun  auch  F'x 
MiDuirlich  oder  discontinuirlich  sein  mag,  immer  gilt,  wie  in 
wo.  1.  Dachgewiesen,  die  Gleichung 

r{x  +  /ia) — F'x = ^aF"(ar + ^'a) , 

^welcher  A*  einen  ächten  Bruch  von  }da  bezeichnet  Wird  nun 
Jö8  dieser  Gleichung  der  Werth  von  F'{x\-Ja)  in  die  [erste  der 
ukichoDgen  1.  eingeschaltet,   so  dass  dieselbe  in 

F(ar+«)  ^Fx= aPx  +  /fa^F''(x+J'a) 

^^eht,  und  diese  Gleichung  mit  der  zweiten  der  gedachten 
UeichuDgen  1.  verglichen,  so  erhält  man 

k=:jr\x+J'a). 

.    NoD  ist  J  eine  endliche  ächte  Bruchzahl,    und  k  ebenfalls 
^loe  eodlicfae,    wenigstens  nicht  eine  unendlich  grosse  Zahl ,    da- 
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bM  kann  F*(d7-|'^'«)f  ia«  bt  F^sc,  tiilsekeii  den  Orenteii  s^  nnA 
jTf  nicht  aoendllch  gros«  werden,  wird  also  h5ebst<ma  endlieh 
bleiben.  Wenn  aber  die  abffeieitete  Function  F^x  einer  gegebe- 
nen Function  F*x  tnnerimlb  Sestininiter  Grenzen  von  x  höchstens 
endlich  ist,  so  wird  fär  unendlich  kleine  Zunahmen  von  x  auch 
Px  nm  unendlich  kleine  Gr0ssen  sich  rerändem,  das  heiast^ 
F'x  wird  innerhalb  der  gedachten  Grenzen  continuirUch  sein. 

Wenn  also  Fx  eine  zwischen  zwei  Grenzen  conti- 
nnirlicbe  Function  bedeutet,  so  ist  die  erste  Abgelei- 
tete derselben  zwischen  denselben  Grenzen  ebenfalls 
continuirltcb. 

Sowie  der  Schlnss  Ton  Fx  auf  F'xj^i,  ao  ist  et  in  gleicher 
Weise  von  Px  auf  P^x,  von  P'x  auf  F^x,.»..  gültig,  weil  F^x 
die  erste  Abgeleitete  von  Px,  n.  s.  w.  Ist,  daher  der  Satz: 

Wenn  eine  Function  von  x  innerhalb  zweier  Gren- 
zen continuirlich  ist,  so  bleiben  auch  die  abgeleiteten 
Functionen  derselben  innerhalb  derselben  Grenzen 
continuirlich. 

Dieser  Satz  gilt  ffir  jede  nte  Abgeleitete  einer  zwischen  zwei 
Grenzen  contlnuirlichen  Function,  so  lange  n  eine  endliche  Zahl 
bleibt;  wird  aber  n unendlich  gross,  so  erleidet  er  eine  EinschrSn- 
kung,  weil  er  nur  die  Beziehung  einer  Function  und  deren  Abge« 
leiteten  enthält,  welche  von  der  Variabein  x  abhängig  ist  Allein 
jede  Abgeleitete  einer  Function  ist,  ausser  Ton  dieser  Vaciabeia« 
auch  vom  Zeiger  n  abhangig,  deshalb  kann  für  wachsende  n  die 
Abgeleitete  ins  Unendliche  wachsen,  wenn  der  Zeigen» als  Factof 
der  von  x  abhängigen  Function  auftritt,  wie  bei  der  Abgeleiteteo 
der  Function 

in  welcher  m  jede  reelle  positive  gebrochene  oder  negative  Gau* 
zahl  bedeutet. 

Denn  nach  Gleichung  6)  in  Nr.  1.  hat  die  erste  Abgeleitete  von 
Fx  die  Form: 

wenn  J  einen  endlichen,  ächten  Bruch  bedeutet  Daher  ist  (ilr 
das  unendlich  kleine  a  die  zweite  Abgeleitete: 

P(x4-a-i^J'a)—PU+J'a\      „^ 

und,  schliesst  man  weiter,  die  nte  Abgeleitete 

F^>  (x+J'm  +  J"m  +  äT'a  + ...  +  -rfW«) , 
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ireon  diflie  Gleicbinigeii  für  ille  Abgeleiteten  li»  aller  Strenge  ricb^ 
tig  sein  eollen.     Die  ZaU 

boD  niin  iaoerbalb  der  Crreosen  x^  und  »i  Hegen  oder  nicbt 
Der  erste  Fall,  filr  welchen  diese  Summe  grosser  als  die  untere 
(ireoze  Xq»  und  kleiner  als  die  obere  Grenze  x^  der  Continuität 
der  Function  ist,  ist  es,  den  unser  Satz  voraussetzt.  Ist  aber 
diese  Summe  grosser^  als  die  obere,  oder  kleiner,  als  die  untere 
Cootinnitäts-Grenze ,  so  bort  aucb  die  nte  Abgeleitete  auf^  con- 
tmuirlich  zu  sein. 

h  dieser  Einscbrftnkung  unseres  Satzes  liegt  der  Grund, 
«aram  nicht  jede  Function ,  die  mit  ihren  Abgeleiteten  von  end- 
kber  Zahl  innerhalb  sireier  Grenzen  cootinuirlich  bleibt «  nach 
Maclaurin's  Theorem  in  eine  convergente  Reihe  sich  entwickeln 
liMt;  denn  die  eben  angedeutete  Form  der  Abgeleiteten  i  'So  wie 
nlbstdie  Form  des  Theorems  aeigt  ohne  Bewea$,  dass 

1)  die  Function  eine  convergente  Reihe  giebt,  wenn  der 
^IVerth  der  itten  Abgeleitelen  mit  n  nicht  ins  Uneiidiicbe  wSchst, 
nnd  dass 

%  die  Foncflon  eine  divergente  oder  halb  convergente  Reihe 
pebt,  wenn  der  Wertb  der  nten  Abgeleiteten  roitn  In's  unendliche 

uttnmt. 


3. 

,  Ao«  Gleichung  5j  in  Nro.  1.  19sst  sich  zugleich  Maclaorlos 
Heike  mit  dem  Restgliede  entwickeln«  Bedeutet  nemlich  Fx  eine 
zwischen  Xq  and  x*  continuirliche  Function  von  X9  so  hat  man 
für  irgeod  eine!ki  ^erth  k  von  or,  der  innerhalb  dieser  Grenzen 
i'^^t,  die  identische  Gleichung 

F(k)z=iF{x-{-\k^x]), 

in  welcher  man  k-^x  als  Zunahme  von  x  betrachten  kann,  so 
^  nach  Gleichung  5)  in  Nro.  l)  die  Beziehung  entsteht: 

1)  F(k)^F{x)  +  (A^«)F(;r +4ä— «]  ) . 

1d  dieser  Gleichung  muss  k^  sowie  j:,  zwischen  x^^  und  Xi  liegen, 
ond  fiir  jeden  der  Werthe  von  k  kann  x  unendlich  verschiedene 
Wertbe  annehmen;  es  kann  daher  x  sich  ändern,  ohne  eine  Ver- 
«ndemng  des  Werthes  von  k  herbeizufähren.  DiCerentiirt  man 
d&her  mehrmals  die  Gleichung  1)  in  Bezug  auf  x,  und  schreibt 
der  Kürze  wegen  tt'  statt  F(x^A[k — x\)y  so  ergeben  sich  die 
^chnogen ; 

BM  IV.  1« 
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0=F"«  -  3«*  f  (A-«)^^»^ 

•  •  ;      • 

aus  welchen  für  ti',  vf»  ti^,^..«(")  die  Werthe  folgen: 


Diese  Werthe  aber  wandeln  die  Gleiehnng  1)  in  folgende  um: 

2)        JFtA)=F*+(*-«)Pa:  +  ^=^F"x+^^^'F'* 

in  welcher 

t«(»fi)=:Fl«+i)(«  +  ^[A— ar]) 

ist.  Bleibt  nun  die  Function  Fx  f&r  den  Werth  j:=:0  continai^ 
lieh,  sind  sonach  mit  Fx  auch  alle  Abgeleiteten  derselben,  io 
endlicher  Anzahl  genommen,  continuirlich,  so  geht,  wenn  man  : 
f&r  k  schreibt,  Gleichung  2)  über  in 
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AiiilSfliuigr  der  Tom  Herausgrelber  des 
ArcIifT§  gestellten  Aufgabe:  Durch 
zwei  ip<HPCl^cne  Punkte  einen  Kreis  zu 
delien«  der  einen  anderen  gegebenen 
Kreis  In  den  Endpunkten  desselben 
Durebmessers   des    letztern    Kreises 

schneidet. 

Von  dem  | 

Herrn  Doctor  T.  Clausen,  | 

Obsenrator  an  der  Sternwarte  so  Dorpat. 


L  Es  seien  die  gegebenen  Puolcte  A  und  B  (Tat VIL  Fie.  1.) 
nd  FGE  der  gegebene  Kreis,  dessen  Mittelpnnkt  in  D.  Tbeilt 
nun  AB  in  zwei  gleiche  Theile  in  /  und  zient  JC  senkrecht  auf 
^f  80  liegen  die  Mittelpunlcte  aller  durch  A  uod  B  gehenden 
Kreise  auf  der  Geraden  JC.  Es  sei  C  der  Mittelpunkt  des  gesuch- 
ten Kreises.  Zieht  man  CD  und  FDE  senkrecht  auf  dieselbe, 
fo  sind  £  und  F  die  beiden  Durchschnitte  der  beiden  Kreise. 
Also  wenn  man 

AJ=za,  JC^Q,  CD=r,  DF=a 

•etzt,  and  den  Durchmesser  des  gesuchten  Kreises  JC=Cf^A: 

2Ca=aa  +  ^«=:a«  +  r«.  (1) 

Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  in  denen  diese  Gleichung  zwi- 
schen den  Entfernungen  Ton  J  und  von  D  Statt  findet,  ist  eine 
Gerade,  die  auf  der  jD  senkrecht  steht.  Nimmt  man  nemlich  JD 
^  Axe  der  x  und  J  als  den  Anfangspunkt  rechtwinklichter  Coor- 
<iioaten,  JDzr^tt  UQd  nennt  x  uii4  ^  die  Coordinaten  eines  fler 
gttnchten  PnoKte;  so  wird 


236 

oder 

Man  braucht  aUo  nur  einen  Punkt  dieser  Geraden  zu  kennen, 
um  sie  ziehen  zu  kGnoeii.  Einen  solchen  findet  man  aber  äusserst 
leicht«  da  der  Gleichung  1)  durch  folgende  Annahme  Genüge  ge- 
leistet wird: 

Zieht  man  demnach  DG  senkrecht  auf  JD,  bis  sie  den  Kreis  in 
G  schneidet,  und  errichtet  JH=^JA  senkrecht  hu{  JD;  «a  ist  in 
diesem  besondern  Falle  q^=JG,  r=DB.  Man  mache  alsoJUr=JG 
und  OK=:^DH  ond  fiUe  jCC  auf  JD  ^enkrwbt,  bis  sie  die  Gemde 
JC  in  C  schneidet;  so  ist  Cder  gesuchte  Mittelpunkt  des  gesuch- 
ten Kreises.  Es  erhellet  zugleich »  dass  es  in  jedem  Falle  nur 
einen  solchen  Kreis  giebt 

S.    Man  kann  die  Aolgabe  auf  eise  andere  Art  Ilsen,  indsia 

man  den  geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte  allec  Kreisi»  iMich^ 
die  durch  einen  gegebenen  Punkt  A  gehen ,  und  den  gegebenen 
Kreis  in  den  Endpunkten  desselben  Durdimesser  dieses  J^reises 
durchschneiden ;  und  nachher  auf  dieselbe  Weise  in  Beziehung  auf 
jS  verfährt.  Der  gemeinschaftliche  Punkt  dieser  beiden  geome- 
trischen Oerter  ist  der  Mittelpunkt  des  gesuchtes  Kreises.  Es 
sei  C  der  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  (Taf.  VfL  Fig.  2.), 
dessen  Halbmesser  R,  CA  die  Axe  der  a:»  C  der  Anfangspunkt 
der  rechtwinklichten  Coordinaten,  CAx^a,  die  Coordinaten  des 
Mittelpunkts  eines  der  erwähnten  Kreise  |»  v;  dessen  Halbmes- 
ser R';  so  sind  die  Gleichungen  fär  die  Coordinaten  des  Durdh 
Schnitts  dieser  beiden  Kreise  x  nnd  y: 

und  die  Bedingungsgleichungj  dass  der  gesuchte  Kreis  durch  deo 
Punkt  A  geht,  ist: 

(a-|)«+t;«=Ä'«....(3). 

Subtrahirt  man  (1)  von  (2),  ao  ergiebt  sich: 

und  wenn  man  wiederum  von  dieser  die  Gleichung  (3)  subtraUrt: 

2S(a-x)— 2t;^=a«  — Ä«....(4) 

eine  Gleichung  einer  Geraden«  die  die  Durchschnittspunkte  lieider 
Kreise  enthält.  Die  Bedingung,  dass  sie  durch  den  Mittelpunkt 
des  gegebeneu  Kreise  gehe,  oder  dass  sie  Uk  4r=0,  y=0  gelte, 
giebt : 

2a|=  (a— Ä)  (o  +  R) (5), 
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Gleichung  zei§;t,  dass  die  Mittelpunkte  aller  durch  A  ge- 
bendeD  Kreise,  die  den^gegebenen  Kreis  in  den  Endpunkten  des- 
selben Durchmessers  schneiden*  in  einer  auf  AC  senkrechten 
Ueradeo  liefen.  Nun  ist  aber^  wenn  man  die  Gerade  AC  bis  Ä. 
ihrem  Durchschnitte  mit  dem  gegebenen  Kreise,  verlängert,  und 
eioe  beliebige  Grade  AE  zidit,  die  den  Kreis  in  E  und  F 
schneidet: 

JF.  il£= /ID .  JÄ=  (a— Ä)  (o+Ä) . 

• 
Macht  man  also  AE^zza,  oder  beschreibt  man  mit  dem  Halb- 
uiMfier  AC^:ia  einen  Kreis,   der  den  segebenen  in  E  schneidet, 
lieht  darauf  AE,   die  den  gegebenen  Kreis  noch  in  F  schneidet, 
and  nimmt 

2f=ilF,  oder  ^=CG=^AF, 

errichtet  die  Senkrechte  GO  auf  AC;   so  it^t  diese  der  gesuchte 
stHmetrisehe  Ott  aller  solchen  Kreise. 

Verfkhrt  nas  vOliig  eben  so  in  Beiiebnng  auf  den  Pnokt  B ,  in- 
dem man  um'  B  mit  dem  Halbmesser  BC  den  Kreisbogen  CE' 
beschreibt,  bis  er  den  gegebenen  Kreis  in  E*  schneidet;  zieht 
dieGerade£^£^  die  den  Kreis  in  einem  zweiten  Punkte  l'^  schnei- 
det, macht  auf  der  Geraden  BC,  CG'=^BF'   und   errichtet  in 

a*  die  Senkrechte  G'O  auf  BC;  so  ist  diese  hinwiederum  der 
KeMKtrische  Ort  aller  durch  B  gehenden  Kreise,  die  den  gege- 
benen Kreis  in  den  Endpunkten  desselben  Durchmessers  schoeiden. 

Der  Darchscbnitt  C  der  beiden  Geraden  GC,  G'C»  und  nur 
die^r  aHeio^  Ist  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kruses ,  der  durch 
<lie  Punkte  A  und  B  geht,  und  den  gesuchten  Kreis  in  den  End- 
ponbteo  H  und  J  desselben  Durchmessers  schneidet 
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AnflSsungf  der  Aufgabe:  Darch  Yier 
ipefpebene  Pnnkfe  Tier  Oerade  zu  zie- 
hen, die  ein  üuadrat  bilden. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Clausen, 

Obiervator  so  der  Sternwarte  xu  Dorpat. 


.   Es  seien  in  Taf. VII.  Fi^.3.  die  gegebeneo  Punkte  A,  B,  Q  Dnnd  das 

fesuchte  Quadrat  aj3y2.  Zieht  man  (JE=^  AB  Benkrecht  auf  AB;  so  Ist 
« ein  zweiter  Punkt  der  Seite,  die  durch  D  geht.  Man  ziehe  also,  um  das 
Quadrat  zu  bilden«  DE  und  durch  C  eine  mit  ihr  parallele«  ferner 
durch  A  und  B  zwei  auf  diese  beiden  senkrechte;  so  bilden  diese 
▼ier  Geraden  das  gesuchte  Quadrat  Eben  so  wQrde  ein  Quadrat 
entstanden  sein»  wenn  man  den  Punkt  E  auf  der  andern  Seite 
von  C  auf  der  Geraden  CE  genommen  hfitte.  Zwei  andere  f&nde 
man«  ^enn  man  von  B  eine  senkrechte  auf  AC,  und  wie- 
der zwei  andere ,  wenn  man  diese  senkrecht  auf  AD  zöge.  Es 
giebt  also  in  allem  sechs  Auflösungen,  den  Fall  ausgenommen, 
wenn  der  Punkt  E  mit  D  zusammenfallt«  wo  es  deren  eine  unend- 
liche Anzahl  giebt. 

Um  die  lUchtigkeit  der  Auflösung  zu  zeigen«  braucht  man 
nur  nachzuweisen«  dass  aß=:ßd,  da  nach  der  Constnictlon  alle 
Winkel  rechte  sipd.  Es  sei  der  Durchschnitt  der  beiden  Geraden 
CE  und  BS  in  c :  der  beiden  Geraden  CE  und  AB  in  17.  Es  ist 
j^enB=^j^sdE  durch  die  Construction  beide  rechte  Winkel«  j^8iE 
=i^fieBf  als  Scheitelwinkel,  also  in  den  beiden  Dreiecken  etiB, 
BÖE  auch  ^riBB=ij^8E€,  oder  ^ABa=j^CEc.  Sei  Aa  senk- 
recht auf  fid«  also  parallel  mit  aß  und  derselben  gleich;  Ce  senk- 
recht auf  cC,  also  Cc  parallel  mit  ßd  nnd  derselhen  Geraden  gieicb. 
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Es  nnd  demnach,  da  die  beiden  Dreiecke  ABa  und  CEe  recht* 
winklicht  sind,  eineo  gleichen  Winkel  überdiess  haben,  und  die 
deo  rechten  Winkel  gegenüberstehenden  Seiten  AB  und  CE  ein- 
aoder  gleich  mnd:  beide  Dreiecke  einander  gleich,  und  ako  auch 
die  den  beiden  gleichen  Winkein  j^ABa  und  j^CEc  gegenüber- 
fiteheaden  Seiten  Aa  und  Ce  oder  aß  and  ßi  einander  gleich. 


Vebimssauferalven  für  ISIclinier. 

Sftti  ¥on  dem  Herrn  Doctor  T.  Clanten,    Obtervator  an  der 

Sternwarte  bu    Dorpat 

Man  kann  in  Taf.  VII.  Fi^.  4.  die  Gerade  AB  ohne  Zirkel 
bilUren»  wenn  man  bloss  zwei  beliebige  Gerade  durch  A  und  B 
aekt,  die  sich  in  C  schneiden ;  darauf  eine  mit  AB  parallele  Ge- 
n^e  aeht,  die  AC  in  D  nnd  BC  in  E  trifft  Eine  durch  den 
Bvehsehnitt  F  der  beiden  Geraden  BD  und  AE  aus  C  gezogene 
Gerde  CG  halbirt  die  AB  in  G. 
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Druckfehler  in  der  Abbandlmig  Thi.  Xlll.  Nr.  XYI. 

Man  setze: 
Seite  196  Zeile  2  v.  a.  (7)  statt  (I). 


ff 

M 
ff 
ff 
ff 

M 
ff 
>» 
f9 

>» 
«f 

» 


197 

f> 

3  V.  n.  im  Zähler  —3)+  statt  ^3-f . 

902 

»» 

1    im  Zähler  r«  statt  r*. 

f9 

»9 

3  oDd  12    (/r)%H^i  statt  (fr)^. 

»f 

» 

4  V.  u.    de  fr  statt  (Ir)* 

204 

aos 

>9 
»9 

7  LM^'^  •*'"<«>• 

ao6 

»9 

1   im  Zähler  Cos*;r  statt  Ces:r. 

»f 

99 

9    ^  statt  ^. 

206 

9» 

3    2Cos*^— 1  statt  2CosS;r=:l. 

ff 

99 

4    =9s  statt  — fs. 

»» 

ff 

13    (£)  statt  (A) . 

*> 

99 

16 '(80)  statt  (81). 

209 

A 

19    f^  statt    /**. 

«/  0                          t/  0 

210 

99 

16    (71)  statt  (91). 

211 

»f 

10    (57)  statt  (67). 

216 

99 

13    f^  statt    /^*. 

,t/  0                          */  0 

217      „     5   I   statt  j, 
219     ,,  10    (Gs)  statt  (6.). 


Druckfehler  im  15ten  Theile« 

S.    63.  Z.  3  statt  n^="  (vorn  auf  der  Seite)  setze  man  „«='% 

S.  106.  Z.  6.  V,  u.  statt  y,-f  ^  Lim*  *3f*»  —  2 '^^'"'^^''  «^tBenan 

1  1 
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Heber  den  BegTilF  der  Comlblnatloiis- 

lehre  und  die  Bezelclinung'  In  dersel** 

ben  und  einige  neue  Sätze  ttber  die 

(Tomblnationen  mit  beschränkten 

IViederholunsen. 

Ton  dem 

Herrn  Hofrath  Oett'nger 

tu  Frei  bnrg  i.  B. 


I. 
Begriff  und  Beieichnung  der  Coidbinationen. 

51. 

Es  Ut  nicht  zu  verkennen ,  das»  die  Lehre  von  den  Combi- 
lutioneo  seit,  ihrer  Begrilodung  durch  Hindeubotcr»  Kramp^ 
Pfaff,  Rothe»  Weingärtner  etc.  ^an  Inhalt  und  DtnfaD^  sich 
Mhr  erweitert  hat.  Eine  einfache  Vergieichung  der  diese  Wissen- 
«ebaft  behandelnden  Schriften  aus  der  frühem  Zeit  mit  denen  an» 
der  neuem  und  neuesten  bestätigt  diese  Behauptung  für  jeden» 
der  sie  mit  unbefangenem  Auge  betrachtet,  hinlänglich.  Sollte  nnn 
loch  TOD  mancher  J^ite  ein  ungfinstiges  Urtheil  Über  diese  Wis- 
•eoscbaft  gefallt  werden  wollen ,  ao  behauptet  sie  doch  durch  Ihre 
AvH'tndbanceit  nnd  Brauchbarkeit  in  so  verschiedenen  Zweigen 
der  Mathematik  ihre  Bedeutung  und  dadurch  eine  Stellung,  welche 
ihren  Einlfaiss  auf  die  weitere  Ausbildung  der  mathematischen 
Wisseosdiaften  mehr  nnd  mehr  sichero  wird.  Denn  nicht  nur  in 
der  sogenannten  combinatorischen  Analysis,  wof&r  sie  ihre 
ersten  Be^nder  benutzten,  bewährt  sie  eine  unbestrittene  An^ 
weodbarkeit  und  Brauchbarkeit,  sondern  auch  in  der  Differenzen- 
imd  Summenrechnung,  in  der  Lehre  von  den  Fakultäten  (und 

Theil  XV.  IT 
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hiedurch  Indirect  inderDiffereozIal*  and  lote^alrechDiing)«  bei  der 
Zerieguoe  der  gebrochenen  Func^onen  m  Partialbrfiche»  und 
in  der  Wahrscheiniichkeiterechnong  leistet  sie  unverkeno- 
bare  und  nicht  leicht  auf  anderem  Wefre  ersets^are  Dienste,  wie 
ich  durch  eine  Reihe  von  Abhandlungen,  welche  grusstentheils 
in  Crelle's  Journal  erschienen  sind,  nachzuweisen  mich  be- 
mfihte,  und  auch  in  einem  Aufsätze  in  diesem  Archiv  (13«Theil. 
1.  Heft.  Nr.  II.)  andeutete.  Sie  wird  diese  gewiss  auch  in  andern 
Zweigen-»  z.  B.  in  der  Lehre  von  den  continuirlichen  Brü- 
chen, in  der  Zahlenlehre  nicht  versagen,  wenn  sie  zu  diesem 
Zwecke  benutzt  und  bearbeitet  werden  wird«  Ein  Versuch  dürfte 
wohl  der  Mühe  lohnen,  selbst  wenr/  der  erste  nicht  gelingeo 
sollte,  und  der  Erfolg  dfirfte  nicht  zweifelhaft  sein,  wenn  der 
Gegenstand  von  der  richtigen  Seil»  angefasst  wird. 

Wendet  m^n  nun  den  combinatorischen  Gebilden  seine  Anf- 
merksamkeit  zu ,  so  drängen  sich  sogleich  zwei  grosse  UebelstSnde 
auf.  Der  eine  isti  die  verschiedene  Benennung  tbrer  Gmndbegrife 
und  Grundgebilde,  der  andere  die  Verschiedenheit ,  Zerfahrenheit 
mid  Unsicherheit  in  ihrer  Zeichensprache »  so  dasa  kaum  ein  lei- 
tender Gedanke  au  erkennen  ist.  Jede  Wissenschaft  bedarf  einer 
Terminologie»  denn  sie  muss  ihre  Begriffe  feststellen  und  benen- 
nen. Je  einfacher  die  Grundlage,  worauf  diese  gebaut  ist,  desto 
leichter  und  klarer  wird  sich  ihre  weitere  Entwicklung  geben  lassen. 
Der  Name  ist  die  Bezeichnung  der  Sache,  deswegen  aber  nicht 
gleichffültig,  denn  er  wird,  wenn  er  richtiq^  gew&hlt  ist,  das  Ver- 
ständniss  sehr  erleichtern.  Gleich  bei  der  ersten  Begründung; 
einer  Wissenschaft  wird  daher  eine  scharfe  Sichtung  des  in  ihr 
an  behandelnden  Stoffes  nothig.  An  ihn  muss  sich  dann  Marne 
und  Darstellung  knüpfen. 

Dieser  Grundbedingung  steht  in  der  Mathematik  die  Bezeich- 
nung des  Begriffes  zur  Seite,  denn  in  dieser  Wissenschaft  ist 
neben  dem  Begriff  und  der  Benennung  auch  noch  das  Zeichen 
sorgfältig  zu  beachten.  Das  Zeichen  oder  das  Symbol  kann  deo 
Begriff  nur  andeuten,  nicht  entwickeln.  Zwischen  ihm  und  dem 
zugehörigen  Begriffe  findet  kein  innerer  Zusammenbaue  statt.  Es 
ist  etwas  Sinnliches ,  Zufälliges,  nicht  Haupt-  sondern  Nebensache 
lind  unterliegt  der  Wahl.  t>bgleich  das  reichen  flir  etwas  Aeus- 
serliches  und  Zufälliges  erklärt  werden  muss,  so  ist  doch  die 
Wahl  desselben  nicht  gleichgültig,  denn  hieran  knüpfen  sich  we- 
sentliche Vortheile.  Es  unterstützt  das  Gedacfatniss,  die  Avffias- 
sung  und  Darstellung  der  Begrjffe,  es  erleichtert  die  Entwicklung 
und  Ausbildung  des  Systems.  Zur  Verdeutlichung  wird  gentigen, 
auf  einen  Fall,  nämlich  die  Bezeichnung  der  Wurzelgrfissen  dnrch 
.»  i. 

yTa  und  a"*  aufmerksam  zu  machen.  Während  die  ersta  Be* 
zeichnungsweise  für  die  Entwicklung  schwerfällig  und  mühevoll 
ist,  wirkt  die  zweite  sehr  erleichternd  und  fordernd.  Ein  Gleiches 
gilt  von  der  Zeichensprache  in  der  Combinations«Lehre,  nnd  es  ist 
nicht  zu  verkennen,  dass  die  Verschiedenheit  und  Zeifahrenheit 
in  der  Bezeichnung  sehr  ungünstig  in  der  Lehre  von  den  Com* 
hinationen  gewirkt  bat  und  noch  wirkt;   denn  bat  sich  der  Leser 
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Ae  ZciebentMcbe  einer  Schrift  su  eieeii  gemacht,    eö*  ist  da 
dmth  derScoHiMel  fdr  eine  Zweite  ond  äritte  noch  nicht  gefuodeD* 

Ffir  die  weitere  Ausbildane  der  Combtnatiene-Lehre  ist  daher 
eioe  FestateUoi^  der  Grandbegriffe  und  Bezeichnungs- 
weise Ton  Wichtigtceit.  Zu  dem  Ende  mögen  folgende  Bemer- 
bngen  hier  ihre  Stelle  finden,  die  sich  an  cRe  io  meiner  Combi- 
natioBS-I/ehre  gegebenen  Begründungen  und  Elrdrterungen  an- 
scUiessen. 


!.  2. 

Begriffs-Bestimmunft  und  Eintheilung  der  Cora- 

binationen. 

Die  Combinationen  zerfallen!,  wie  «ich  leicht  bei  der  ersten 
Anschaunng  der  durch  sie  hervorgebrachten  Gruppen  ergibt,  in 
iwei  Arten  und  zwar: 

o)  in  solche»  worm  die  einzelnen  Elemente,  welche  die  Grnp- 
peo  einer  bestimmten  Glasse  hervorbringen,  in  ihrer  Stella ns 
uDd  Aufeinanderfolge  unter  einander  betracbtet  werden,  und 

dann 

6)  in  solche,  worin  die  Stellung  oder  Ordnung  der  auf  einan- 
der fotgeoden  Elemente  in  den  einzelnen  Gruppen  nicht  in  Betracht 
konuat,  sondern  nur  darauf  Rücksicht  genommen  wird»  in  wie 
fem  fÄA  die  Gruppen  einer  bestimmten  Classe  von  einander 
durch  die  in  ihnen  auftretenden  Elemente  unterscheiden. 

Io  der  ersten  Art  bildet  nach  dem  angegebenen  Begriffe  die 
Ordoang,  worin  die  erzeugenden  Elemente  unter  einander  er- 
scheinen, das  Merkmai  der  Unterscheidung,  und  es  können  meh- 
rere Gruppen  die  gleichen  Elemente,  jedoch  in  veränderter 
Stellane  enthalten;  in  der  zweiten  Art  iMi  dieses  Merkmal  weg» 
die  Ordnung  oder  Stellung,  worin  ^ie  erzeugenden  Elemente  unter 
einander  erscheinen ,  ist  ganz  gleich  gültig  und  die  Gruppen 
uotemcheiden  sich  durch  die  Verschiedenheit  der  in  ihnen  vor- 
kommenden Elemente. 

Stellt  man  der  Deutlichkeit  wegen  Combinationen  nach  dieser 
B^flsbestimroung  hier  zusammen,  so  hat  man  für  die  Gruppen 
der  dritten  Classe  aus  vier  Elementen,  worin  die  Stellung  der 
Eieinente  unter  einander  beachtet  wird,  oder  fifr  die  Gruppen  der 
ersten  Art  folgende  Zusammenstellung: 


ahc 

bae 

cab 

dab 

abd 

had. 

cad 

dae 

ae6 

bea 

tba 

dbm 

acd 

bcd 

cbd 

dbc 

adb 

bda 

cda 

dca 

udc 

bde 

tdb 

dcb. 

17» 
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Fflr  die  GrajppeD  der  dritten  ClaMe  ms  vier  Elementen,  wofin  die 
Stellung  nicht»  soodero  nur  der  Zutritt  neuer  Elemente 
beachtet  wird,  also  fOr  Gruppen. der  iweiten  Art  hat  man 
folgende  ZuaammeMiteMung : 

abe 

aed 
bcd* 

In  den  Gruppen  der  ersten  Art  kommen  je  sechs  vor  (o&c,  ac&, 
bac,  bcih  cab,  cba  u.  s.  w.),  die  sich  immer  nur  durch  die  Ord* 
nung  oder  Stellung,  worin  die  Elemente  unter  einander  Torkom- 
men,  unterscheiden.  In  den  Gruppen  der  zweiten  Art  ist  dieses 
Merkmal  nicht  vorbanden.  Alle  diese  sechs  Formen  haben  nur 
einen  Repräsentanten  (abc)  und  diese  Gruppe  unterscheidet  sich 
von  der  Gruppe  abd,  acd^  bcd  durch  die  Aufnahme  von  wenig- 
stens einem  neuen  Elemente. 

Die  erste  Art  dieser  Gebilde  soll  mit  dem  deutschen  Nameo 
Versetzungen  (die  Elemente  erscheinen  unter  einander  ver- 
setzt); die  der  zweiten  Art  mit  dem  Namen  Verbindungen  (die 
Elemente  erscheinen  unter  einander  auf  verschiedene  Art  verban- 
den) bezeichnet,  und  beide  zusammen  unter  dem  allgemeinen  Mi- 
men Combinationen  begriffen  werden. 

Untersucht  man  nun  beide  Arten  von  Öombinationen  nfiber, 
so  können  in  jeder  einzelnen  Gruppe  beider  Arten  nur  verschie- 
dene Elemente  vorkommen.  Diese  Ist  In  den  oben  angegebeneo 
Zusammenstellungen  der  Fall.  Es  kann  aber  auch  in  oen  einiel- 
nen  Gruppen  wenigstens  ein  Element  (also  auch  alle)  oder  aacb 
nur  bestimmte  Elemente  wiederholt  erscheinen,  und  zwar  auf 
allen  Stellen  der  einzelnen  Gruppen  oder  nur  auf  bestimmten.  Dir 
durch  wird  man  ferner  auf  den  oeeriff  der  Combinationen  mit 
Wiederholungen  gef^brt,  welcher  sich  auf  die  beiden  vorhia 
eenannten  Arten  von  Combinationen  ausdehnt»  und  man  erhält  so- 
foit  Versetzungen  mit  Wiederholungen  lind  VerbindoD* 
gen  mit  Wiederholungen. 

Hiebei  unterscheiden  sich  nun  zwei  Unterarten  von  selbst  Es 
können  nämlich  bestimmte  Elemente  ein  oder  mehrere  mal  in 
den  einzelnen  Gruppen,  worin  sie  erscheinen,  wiederholt  erechei- 
nen,  oder  es  kOnnen  alle  Elemente,  wpraus  die  Gebilde  erzeugt 
werden,  wiederholt  erscheinen.  Im  ersten  Falle  können  dabei 
die  Wiederholungen  selbst  auf  verscifiedene  Weise  beschränkt 
▼orkoinmen.  Hiernach  zerfallen  diese  Arten  von  Combinatiooen 
In  solche  mit  beschränkten  Wiederholungen  und  in  solche 
mit  unbeycbr/inkten  Wiederholungen. 

Da  die  Begriffsbesfjmmuogen  dieses  Paragraphen  die  Grundlage 
der  nach tbl[?«nc)en  Erürteningen  bilden,  nnd  eine  klare  Einsicht  vor 
allem  hier  erfordert  wird,  so  soll  nun  auch  eine  Zusammenstellung  die- 
ser verschiedenen  Combinationsarten  hier  gegeben  werden.  Wir 
verfolgen  das  oben  gegebene  Beispiel  weiter. 
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INe  GrappeD  der  Versetsongen  mit  Wiederholungen 
IM  Tier  ElemeDten  zur  dritten  Classe  sind: 

wia    oea    baa    bca    eaa    eca    daa  dem 

aab    aeb     bab    beb    eab     ecb    dab  dcb 

aae    ace     bac     bcc    eac    ccc    dae  dec 

aad    acd     bad    bcd    cad    ccd    dad  ded 

aba    ada    bba    bda    eba    eda    dba  dda 

abb    adb    bbb     bdb    ebb    cdb    d^b  ddb 

dbe    ade    bbc    bdc    cbc    cdc    dbc  dde 

abd    ,add    bbd    bdd    ebd    cdd    dbd  ddd 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  mit  Wiederholungen 
an  Tier  Elementen  sur  dritten  Ciasee  sind : 

ddd 


aaa 

bbb 

eee 

aab 

bbc 

ccd 

aae 

bbd 

edd 

aad 

bcc 

abb 

bcd 

abe 

bdd 

abd 

aee 

aed 

add 

h  den  Gvrappen  der  ersten  Art  macht  sich  der  Begriff  der 
Venetmns  der  mnzelnen  Elemente  in  einer  Gruppe  geltend»  wie 
iB  bcd,  bae,  cbd^  cdb,  dbc,  dcb  u.  s.  w.  und  zugteich  der  der 
Wiederbolnng»  frie  in  aaa,  6M»«^  und  endlich  beide  in  Verbin- 
dngmit  einander,  ttio  in  aab,  aba,  baa,  oder  in  066,  bab,  bba 
«.s.w.  Sie  fahren  daher  mit  Recht  den  Namen  Versetsun- 
sea  mit  Wiederholungen ,  denn  ihre  Eigenthflmiichkeit  ist 
fflireh  Jbeide  Worte  festgehalten. 

lo  den  Gruppen  der  zweiten  Art  macht  sich  vorerst  der  oben 
imto  6)  gegebene  Begriff  geltend.  Die  einzelnen  Gruppen  unter- 
•cbeiden  sich  Ton  einander  nicht  durch  die  Stellung  der  in  ihnen 
vorkommenden  Elemente,  sondern  dadurch ,  dass  in  den  Terschie- 
denea  Gruppen  nicht  dieselben,  sondern  verschiedene  Ele- 
OMsnte  vorkommen,  und  es  genügt,  wenn  auch  nur  eines  unter 
des  vorkommenden  Elementen  verschieden  ist,  wie  in  den  Grup« 
pa  aaa,  aab,  bcd,  bdd,,..  Femer  macht  sich  neben  der  Art, 
wie  die  Elemente  in  den  verschiedenen  Gruppen  mit  einander  in 
VeiUodong  treten,  der  Begriff  der  Wiederholui^  geltend,  wie  in 
dm  Gruppen  aab,  bbc,  C4M?....     Diese  Gruppen  werden  in  ihrer 
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Kip^eDthUinltchkeit  ganx  gnt  d«rch  den  Nameo  Verbio dangen 
mit  Wiederholungen   bezeichnet 

Die  Combinationen  mit  beschrSnkten  Wiederholungen  soUeo 
hier  nicht  besondera  hervorgehoben  werden,  da  wir  apftter  aaf  sie 
zurflcklcommen   werden. 

Die  hier  gemachten  Bemerkungen  fuhren  nun  zu  folgendem 
Schema  Ober  Eintheilung  der  Combinationen: 

1)  Venetzungen. 

a)  Veraetzungen  ohne  Wiederholungen, 

b)  Veraetzungen  mit  Wiederholungen. 

flf)  Veraetzungen   mit    beachrfinkten    Wieder- 
holungen, 

ß)  V^raetzungenmit  nnbeachrftnkten  Wieder- 
holungen. 

2)  Vetbindungenm 

a)  Verbindungen  ohne  Wiederholungen, 

b)  Verbindungen  mit  Wiederholungen. 

a)  Verbindungen    mit    beschränkten  Wieder- 
holungep, 

ß)  Verbindungen    mit    unbeschränkten  Wie- 
derholungen. 

Dieses  Schema  empfiehlt  sich  einerseits  dnrch  seine  Einfach- 
heit, andereraeits  durch  den  Zuaammenhang«  welcher  zwischeo 
beiden  Combinationsarten  herrscht*  Man  kann  nämlich,  wie  man 
sich  leicht  aus  der  vorstehenden  Zusammenstellung  der  Gruppen 
für  dieselben  überzeugt,  von  den  Gruppen  der  Versetzungen 
(mit  oder  ohne  Wiederholungen)  zu  einer  bestimmten  Claase  auf 
die  Gruppea  der  Verbiadangen  (mit  oder  ohne  Wiederiiolun- 
cen)  zu  deraalben  Classe  übergehen,  wenn  m^n  aus  den  Gruppen  der 
Versetzaagen  die  A  u  f  e  i  aa  n  d  e  r  f  o  I  g  e  der  Elemente  ausstusst»  also 
MV  die  unter  aick  veraebledeaen  Gruppen  berflckaichtigt;  nnd  umge- 
kehrt kann  man  von  den  Grappen  oer  Verbindungen  (mit  und 
ohne  Wiederholungen)  an  einer  bestimmten  Claaae  auf  die  Grup- 
pen der  Veraetzungen  zor  aämlichea  Claase  fibergehea^  wenn 
man  in  die  Gruppen  der  Verbindungen  die  verschiedene  Aufein- 
anderfolge aer  Elemente  oder  die  Versetzungen,  welche 
4ße  Elemente  einer  jeden  Gruppe  unter  sich  eingehen  k5nneo, 
einfilbrt. 

Man  konnte  aucb  zur  Benennung  der  verschiedenen  Arten  von 
Gebilden  nur  den  Namen  Combinationen  wählen;  dann 
würden  ans  dem  oben  vorgelegten  Schema  folgende  Namen  zur 
Üntezscheidung  der  in  Frage  atehenden  Gebilde  liessen : 

a)    Combinationen  mit  Versetzungen. 

t)    Combinationen   mit  Veraetaungea  and  Wiener- 
•  kotungen. 


247 

a)    CembiDationeD  mit  Ver^etzungeii   uod   be- 
schränk ten   Wieder  hol  Uli  gen  y 

ß)    Combinationen  mit  Versetzungen  und  unbe- 
schränkten Wiederholungen. 

e)    Corabinationen  ohne   Versetzungen. 

d)    Combinationen  ohne  Versetzungen  mit  Wieder^- 
hoiungen. 

a)    Combinationen  ohne  Versetzungen   mit  be- 
schränkten Wiederholungen, 

ßj    Combinationen   ohne  Versetzungen  mit  un- 
beschränkten Wiederholungen. 

Diese  Beoennungen  bezeichnen,  wie  man  sieht,  dieselben 
Dbge  ondB^riffe.  Sie  sind  aber  sehr  schwerfällig,  stehen  ieden- 
Uls  den  zuerst  gegebenen  an  Kürze  und  ZweckroSssigkeic  nach 
nnd  empfehlen  sidh  deswegen  keineswegs  zur  Annahme. 


$.  3. 

Gtichlchtiiche  Notizen  über  Begriffsbestimmung  und 
Benennung  der  Combinationen  nebst  Kritik. 

Wir  stellen  pun  dem  im  Torigen  Paragraphen  aufj^estefltea 
«nten  Schema  die  von  Hindenburg  eegenene  Eintheilung  der 
CoBfaiDationen  entgegen.  Nach  ihm.  zerfallen  sie  (Novi  systema* 
^  Pennntafionum«  Combinatlonum  ac  Variationum  primae  lineae. 
Ups.  178L  pg.  4.  u.  ff.)  in  folgende  drei: 

a)    Versetzungen  (Permntationes  sive  transpositiones), 

6)   Verbindungen  (Combi nationes  sive  complicationes), 

^   Variationen  (Variatlones  sive  complicationes  com  penan« 
tationibus). 

Unter  Versetzungen  (permutationes)  versteht  Binden* 
barg  diejenigen  Gebilde,  welche  immer  die  nämlichen  Elemente 
(fn)  Ähren  und  sich  nur  durch  die  Stellung,  welche  die  erzea- 
Kndea  Elemente  unter  einander  einnehmen,  unterscheiden  (cum 
dttit  fta,  servata  earum  multitudine,  sed  non  ordine,  omnibus 
qiibas  pessunt  modis  coordinantur  et  transponuntur).  Dabei  kon* 
■tt  unter  rieh  gleiche  Elemente,  aber  immer  gleich  vielmal  wie- 
derholt  erscheinen  (wie  s.  B.  abb,  6a6,  66a).  Aus  der  weitern 
AosRlhTmig  nnd  auch  aus  der  weitem  Bestimmung  der  zugehöri- 
gen Gruppenzabi  (pg.23.  u.  f.  des  oben  angeführten  Werkes)  geht 
iker?or,  dass  die  Zahl  der  erzeugenden  Elemente  der  Clas- 
•  et  zahl  gleich  kommen  muss.  Nach  der  hier  gewtiilten  Termi- 
nologie sind  es  die  Versetzungen  ohne  Wiederholungen  aus  n 
Blemeetea  zur  nlen  Class e  und  bestimmte  Fälle  der  Versetzungen 
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* 

mit  beschränkten  Wiederholungen  (also  beides  nar  specielle  FSile 
zweier  Conibinationsarfen). 

Unter  Verbindungen  (Combinationes)  versteht  er  solche 
tiebilde,  worin  die  Elemente  aus  irgend  einer  gegebenen  Attiahl 
einfach  oder  zu  zweien  (Biniones) ,  zu  dreien  (1  erniones)  u.  s.  w. 
zusammengestellt  werden,  die  Ordnung  aber,  worin  die  Elemente 
auf  einander  folgen,  ausser  Acht  gelassen  wird  (nullo  tarnen  ordi- 
nis  singolarum  (rerum)  vicissitudinisve  habito  respectu).  Dabei 
können  die  erzeugenden  Elemente  wiederholt  erscheinen  oder 
nicht. 

Unter  Variationen  versteht  er  die  Gebilde,  welche  entste- 
hen ,  wenn  in  den  Gruppen  der  Verbindungen  (ohne  und  mit  Wie- 
derholungeq)  auch  die  Versetzungen  vorkommen  (Variationes  sive 
Comolicationes   cum  Permutationlous).     Hiebel  wird  die  unter  a) 

Segeoene  Beschränkung  aufgehoben,  dass  die  Elementenzahl  mit 
en  Classenexponenten  fibereinstimmen  müsse,  und  es  können  die 
einzelnen  Gruppen  weniger  Elemente  führen.  Hierunter  werden 
also  nach  unserer  Ausdrucksweise  die  Versetzungen  mit  und  ohne 
Wiederholungen  aus  n  Elementen  in  den  verecliiedenen  Classen 
verstanden,  mit  Ausnahme  der  genannten  besondem  Fälle.  Die 
von  Hindenburg  gegebene  Begriffsbestimmung  wird  von  ihm  je- 
doch nicht  sehr  strenge  gehalten,  denn  er  föhrt  auch  noch  andere 
Fälle  bei  Aufstellung  der  zugehürigen  Zahlenausdrflcke  unter  die- 
ser B<u>ennung  auf. 

Einen  allgemeinen  Namen,  welcher  die  drei  von  ihm  anfge- 
fährten  Arten  dieser  Gebilde  umschliesst ,  hat  Hindenburg  nicht 
gegeben. 

Die  von  Hindenburg  aufgestellte  Eintheilung  der  Combina- 
tionen  wurde  in  den  meisten ,  oie  Combinationslehre  behandelnden 
Schrillen  beibehalten.  So  von  Weingärtner  (Lehrbuch  der  com- 
binatorischen  Analysis.  2  Thie),  Stahl  (Einleitung  in  das  Stu- 
dium der  Combinationslehre),  Lorenz  (Lehrbegriff  der  Syntaktik 
oder  Combinationslehre),  Spehr  (Lehrbegriff  der  reinen  Combi- 
nationslelire) ,  Thibant  (Gmndriss  der  allgemeinen  Arithmetik 
oder  Analysk)  u.  A. 

In  der  gebrauchten  Benennung  zeigt  sich  jedoch  einige  Ve^ 
schiedenheit.  So  werden  die  Verbindungen  auch  mit  den 
Namen  „Combinationen  fiberhaupf  mit  und  ohne  Wieder- 
holungen, auch  „Combi nationen  Jmengern'S  oder  „eigent* 
Heben  Sinne*'  bezeichnet  Auch  kommen  die  Namen  „geord- 
nete, wohl  geordnete"  oder  „gut  geordnete  Corobinatio* 
neu'*  vor,  sodass  man  unwtllkührlich  an  die  Titel  „wohlgeboreo, 
hochwohlgeboren ''  etc.  erinnert  wird. 

Der  hier  gegebene  Begriff  der  Variationen  ohne  «nd  mit 
Wiederholungen  fällt  offenbar  mit  dem  der  Versetzungen  ohne 
und  mit  Wiederholungen,  wie  er  oben  in  dem  Ton  mir  auigestell- 
ten  Schema  vorkommt,  zusammen.  Nur  ist  dort  w^ter,  wie  es 
In  der  Natur  der  Sache  liegt,  zwischen  beschränkten  and  an- 
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befcfarinkten  Wiederholaneen  anterschieden.  Die  Gebilde» 
welebe  Hindenburg  und  seine  Nachfolger  unter  dem  unter  a) 
aofgeflihrten  Namen  Versetzungen  (Permutatlooes)  bezeichne- 
fen,  sind  nach  der  Hinden bürg  sehen  Terminologie  in  der  That 
oicbts  anderes  als  Variationen  ohne  Wiederholungen  aus 
n  Elementen  zur  nten  Classe,  worin  auch  eine  bestimmte 
Zahl  Ton  Elementen  einander  gleich  sein  kann ,  verstanden. 

Die  von  HIndenburg  aufgestellte  Eintheilung  der  Combina- 
tiooen  in  drei  Arten :  in  Perrautationen,  Combinationen  und 
Variationen,  ist  nun  nicht  in  der  Natur  der  Sache  begründet» 
widerspricht  sogar  einer  richtigen  Anschauuneswebe  und  ist  daher 
Boriehtig.  Sie  charakterisirt  einen  besondern  Fall  einer  be- 
ctiflimtsn  Unterart  als  allgemeinen  Begriff,  coordinirt  ihn  anstatt 
ibo  unterzuordnen. 

AMe  Combinationen  (Versetzungen  und  Verbindungen) 

Krfallen  nach  der  Zahl  der  in  den  einzelnen  Gruppen  vorkommen- 

deo  Elemente  In  Terschiedene  Classen  oder  Ordnungen  und  unter- 

lieeen  in  dieser  Zergliederung  durchweg  den   gleichen  Gesetzen. 

Daoer  ist  nicht  abzusehen,    warum  die  Gruppen  des  bestimmten 

Falles,   wenn  gerade  so  viel  Elemente  in  innen  vorkommen  als 

der  dassenexponent  Einheiten  enthält  ^Versetzungen  ans  n  Ele- 

meaten  zur  taten  Classe)  einen  besonaern  Namen  führen  und 

«^  zu  einem  Gattun^sbegrift  erhoben  werden  sollen.  Diese 

fi^lueht  aber  offenbar  m  dem  vorliesenden  Falle  nach  der  Hin- 

deabttrg'schen  Eintheilungsweise.    Wollte  man  consequent  ver- 

falim,  so  mOsste  man  den  Verbindungen  aus  n  Elementen 

anraCen  Classe  (mit  und  ohne  Wiederholungen)  und  den  Ver- 

wtaoj^en  nnd  Wiederbmungen  aus  n  Elementen  zur  nten  Classe 

n<:b  einen  besondern  Namen  beilegen  nnd  sie  zu  einem  Gat- 

tongs begriff  erbeben,  was  offenbar  gegen  jede  richtige  Schluss- 

felgeroog  verstusst 


ErGrterung  dürfte  einem  unbefangenen  Blicke  unzwei- 
feÜHtTt  darthon,  dass  die  HIndenburg  sehe  Eintheilung  der  Com* 
binationen  in  drei  unter  sich  verschiedene  und  coordinirte 
Arten  (Pennutationen,  Combinationen  und  Variationen)  unrichtig 
Ut,  und  dass  eine  richtige  Zerlegung  des  Begriffes  nur  zwei 
unter  sich  verschiedene  und  coordinirte  Arten  zulasst,  die 
▼OD  HIndenburg  Combinationes  sive  Complicationes  und  Varia* 
tboes  sive  Complicationes  cum  permutationibus  genannt  wurden, 
nd  die  ieh  mit  dem  schon  lanse  gebräuchlichen,  deutschen  Na- 
men „Verbindungen  und  Versetzungen"  bezeichne  und 
wobei  nur  der  Unterschied  vorkommt,  dass  die  Benennung  „Va- 
nationen'*  durch  „Versetzungen"  ersetzt  ist.  Diess  schien  mir 
an  80  zulässiger,  da  das  Wort  ^Versetzungen"  den  oben 
Mebenen  Begriff  ganz  gut  und  richtiger  bezeichnet  als  das  Wort 
nVariationen",  denn  letzteres  Wort  bedeutet  „Verwechslung,  Ab- 
wechslung^ und  entspricht  dem  fraglichen  Begriffe  durchaus  nicht. 

* 

Hin  den  bürg  h^  keinen  allgemeinen  Namen  ffir  die  in  Frage 
stebeaden  6ebil&  aufgestellt,  wie  der  Titel  des  oben  aneefllmr* 
te  Werkes  besagt    Sie  lassen  sieb  ganz  sweekmäasig  mit  dem 
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NameD  ««Combinationeo"  bezeichnen.  DaAlr  bat  andi  der 
Sprachgebranch  eotechieden,  wie  die  Anedrficke  »»conibioato- 
rieche  Analyeis«  Combinatione-Lehre,  corobinaterischea 
Verfahren  etc^*  deutlich  darthon,  wodurch  im  Allgemeinen  die  Ope- 
rationen, welche  die  Combinationslehre  lehrt  und  die  Analysis 
fEebraucht,  mit  allen  sich  daran  kofipfenden  Greach&ften,  ang^eu- 
tet  werden. 

Gans  unstatthaß  tet  die  Benennune  „geordnete,  wohlge- 
ordnete oder  eut  geordnete  (rite  orainatee)Combinationen''. 
Sie  bezieht  sich  nur  auf  die  Metho4e,  wie  die  Gruppen  dieser 
Verbindungen  gebildet  werden  f  wobei  man  zur  Erleicntening  des 
Verfahrens  allerdings  ganz  sacbsemäss  die  Elemente  nach  einer 
bestimmten  Weise  ordnet),  nicht  aber  auf  die  Gruppen  und  den  Be- 
griff selbst,  wie  diess  auch  bei  der  Grnppenbildnne  der  Verletzun- 
gen mit  und  ohne  Wiederholungen  geschieht.  Die  Verbindun- 
gen (mit  und  ohne  Wiederholungen)  charakterisiren  sieh  nach  der 
in  ^.  2.  gegebenen  Begriibentwicklung  vorzugsweise  als  aolche 
Gebdde,  worin  gerade  die  Ordnung,  in  welcher  die  filenente 
auf  eioander  folgen ,  ausgeschlossen  und  daher  ganz  nnweeent- 
lieh  ist  So  stellen  z.  B.  die  sechs  Formen  abc,  aeb»  öac,  bca, 
eabf  cba  nur  eine  Gruppe  dar,  wenn  von  den  Gruppen  der  Ve^ 
binduDgen  zur  dritten  Classe  die  Rede  ist ,  denn  aeb  hat  io  die* 
sem  Falle  die  n&mtiche  Bedeutune  wie  cba  oder  bcm  u.  a.  L  und 
alle  zusammen  vertreten  den  nämnchen  Begriff.  Ist  aber  von  den 
Versetzungen  zur  dritten  Classe  die  Rede,  dann  stellen  diese  Ge- 
bilde sechs  verschiedene  Gruppen  dar  und  mcb  ist  eine  an- 
dere Gruppe  als  nie,  oder  cbeu  Sie  sind  nicht  mehr  unter  eio- 
ander identisch ,  sondern  dem  Begriffe  nach  unter  sich  gesonderte 
Dinge. 


S.  4. 

Bezeichnung  der  Combinationen« 

Um  die  so  wflnschenswerthe  Einheit  und  EfaifSrmiekeH  fflr  die 
Bezeichnung  der  Combinationen  zu  gewinnen,  wer^n  folgende 
Sätze,  die  Ich  schon  in  meiner  Combmationslehre  j.  7.  au%9fllfart 
habe,  als  fördernd  zu  betrachten  sein. 

Die  zu  wähleoden  Zeichen  sollen  so  beschaffen  sein,  dasssie 

1)  den  anzudeutenden  Begrrff  richtig  aufnebmen  und  daher 
Uar  und  erscbSpfend  vorlegen.  Alle  zur  Erzeugung  des  Begriffs 
mitwirkende  Elemente  müssen  zusammengefasst  werden,  keines 
darf  übersehen ,  und  nichts  Unerhebliches  oder  Zuftlliges  als  we* 
seotlich  bezeichnet  sein; 

2)  dass  sie  sich  der  Methode,  womach  die  Zeichen  einer 
Wissenschaft  (iberhaiipt  gewählt  werden,  anschliessen.  WHIkOhr 
und  Unsicherheit  müssen  unterdrückt  und  allgemeineo  Gesidite- 
pvttkten  antergteidnel  weiden« 
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3)  Zddieiit  die  1b  der  Wissenschaft  schon  eine  bestimmte 
Bedcntong  erhalten  haben«  müssen  hiefär  ausschliesslich  beibe- 
haJteo  SM  k^tnneti  nicht  aof  andere  Begriffe  ubergetra^n  wer- 
den. Die^  VernacUässignqg  dieses  Punktes  bringt  Unsicherheit 
nod  Verwiming  in  die  Seseichnungsweise. 

Nach  diesen  Andeutungen  müssen  die  Zeicheu  in  der  Com- 
binatiooslehre  bq  gewählt  werden,  dass  in  ihnen  alle»  von  einem 
Begrife  ttD»chlossenen  Geschäfte  enthalten  und  ausgesprochen 
«lud.    Das  Zeichen  muss  daher  angeben: 

s)  die  Art  der  Combination^n»  welche  gebildet  werden 
«ollen,  als  da  sind:  Versetzungen  oder  Verbindungen,  ohne  und 
mit  Wiederholungen,  mit  beschränkten  und  unbeschränkten; 

6)  die  Elemente,  woraus  die  Gruppen  gebildet  werden  sol- 
len, ansein  er  oder  mehreren  Elemeotenreihen.  Viele  von 
den  bisher  gewählten  Zeichen  übersehen  diese  Bedingung  gans, 
DDd  durften  deswegen  unzulässig  sein; 

e)  die  C lasse,  oder  Ordnuns,  d.  i.  die  Zahl  der  Elemente, 
welche  in  jeder  der  zu  bildenden  Uassen  zusammengestellt  wer- 
den sollen 


Ausser  diesen  drei  Grundbedinguneen,  die  in  keinem  Zeichen 
fehleq .  dürfen ,  können  noch  andere  Nebenbegriffe  aufgenommen 
«erdea»  wie  2.  B.  Samroen,  welche  die  zusammen wtp- 
Iteiden  Elemente  hervorbringen  sollen,  oder  Abtheiiungen 
oder  Fächer,  worein  sie  gebracht  werden  «otleo  und  derglei- 
ck^  mehr. 

Stillschweigend  werden  wohl  in  jedem  Werke,  worin  auch 
nor  die  ersten  Elementar^tze  der  Combinalionsldire  behandelt 
werden,  und  selbst  von  denen,  die  keine  Zeichen  gebrauchen,  son- 
dern den  darzustellenden  Begriff  mit  Worten  geben ,  die  hier  auf- 
l^esteilten  Bedingungen  als  massgebend  anerkannt.  Bis  zu  einer 
gleichförmigen  Bezeichnnngsweise  hat  sich  aber  diese  Aner- 
Kenoong  noch  nicht  gesteigert.  Jeder  geht  der  hergebrachten 
(vewohnheit  nach.  Ein  richtiges  Zeidien  aber  ist  die  kürzeste 
Terminologie,  erspart  viele  Worte  und  erleichtert  die  weitere  Aus- 
Utdoog  der  Wissenschaft  ungemein.  Die  Mathematik  erfreut  sich 
dieses  Vorzugs.  Die  Einigung  aber  scheint  auch  in  diesem  Ge- 
biete eine  Sisyphus- Arbeit  zu  sein.  Sie  kann  nicht  von  dem  Ein- 
zelnen durchgerahrt,  sondern  muss  durch  das  Zusammenwirken 
Einzelner  angebahnt  4ind  dnrch  allraälige  Verbesserung  bewerk- 
stelligt werden.  Hier  soll  nun  der  Versuch  einer  solchen  Anbah- 
«BBg  in  wohlgemeinter  Absicht  gemacht  werden,  der  sich  viel- 
leicht dadurdi  empfehlen  dürfte,  dass  die  von  Hindenburg  jge- 
sihlte  aber  nicht  durchgeführte,  in  vielen  Schriften  auch  schon 
^genommene,  von  anaern  wieder  verlassene  Bezeichnungsweise 
a  Grunde  eelegt  wird,  die  überdies  den  Vorzug  grosser  Bild- 
^^unkeit  nna  Brauchbarkeit  bietet  ^  wie  aus  meiner  Combinations- 
Idire  hervorgeht,  wo  sie  sich  systematisch  weiter  ausgebildet  und 
dvrchgefiihrt  fii^t 
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Die  Versetzungen  werden  dieser  Methode  tufolge  durch  P 
r^nfangsbuchstabe  des  Wortes  Perrontatio) »  die  Verbindangen 
durch  V  (Anfangsbuchstabe  des  Wortes  Combioatio)  angedeutet, 
die  Elemente  vrerden  neben  an  geschrieben ,  durch  Kommata  ge- 
trennt und  In  Klammern  eingeschlossen.  Rechts  oben  an  die 
Schlusskiammer  kommt  die  Classenzahl  als  Exponent  au  ste- 
hen, so  wie  die  unter  a)  —  c)  aufgestellten  Sätze  es  fordern.  Die 
Wiederholungen  werden  durch  einen  Strich  aneeceigt,  der 
oben  rechts  an  den  Buchstaben  P  und  C  nach  dem  Vorgange  der 
meisten  Schriften  gesetzt  wird.  Beschränkte  Wiederholun- 
gen werden  durch  Exponenten  angedeutet,  welche  oben  an  die 
zu  wiederholenden  Elemente  angeschrieben  werden,  wie  diese  be- 
kanntlich längst  gebräuchlich  ist. 

Hiernach  werden  die  Versetzungen  ohne  Wiederholungen 
aus  den  Elementen  ai,  o^»  a^^^^On  (k  Elementen)  zur  yten  CIum 
bezeichnet  durch 

4)  P(ß\»  «»»  a,,...a«)f. 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  (unbeschränkt) 
aus  denselben  Elementen  zn  derselben  Classe  durch 

Die  Versetzungen,  worin  ein  Element  (a^)  ilmal,  ein  an- 
deres (04)  Amal  wiederholt  erscheint  (mit  beschränkten  Wie- 
derholungen) durch 

8)  P(«if  «*st  ö»>  «*4t  aft,....a«)f. 

Hierin  Ist  bekanntlich 

l+Ä  +  l+l+A  +  l+....=V. 

Die  Verbindungen    ohne  und   mit_  Wiederholungen    ans  d^ 
11  genannten  Elementen  zu  '^ 

folgende  Zeichen  angedeutet: 

7)  C(fli ,  a^ ,  Ö3 , ....  an)* , 

8)  C(iii.  Oft,  a,,....aii)f 

Sollen  Combinatlonen  In  Irgend  einer  Classe  zu  einer  bestimm- 
ten Sqmme  bezeichnet  werden,  so  tritt  noch  ein  neues  Elemeot 
hinzu ,  das  in  das  Zeichen  aufgenommen  werden  muss.  Diess  wird 
dadurch  angedeutet,  dass  man  in  die  Klammer  vor  die  Elemente 
den  kleinen  lateinischen  aber  langen  Buchstaben  (/)  und  neben 
Ihn  die  verlangte  Summe  schreibt,  und  dann  ein  Semikolon  vor 
den  Elementen  folgen  lässt.  Alles  andere  bleibt  an  der  Bezeich- 
nunff  ungeändert'  Die  Combinatlonen  (Versetzungen  und  Ver- 
bindungen) mit  und  ohne  Wiederholungen  aus  irgendeiner 


oben  genannten  Elementen  zur  ^ten  Classe  werden  analog  dureb 
" '     id< 
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Elf  f)ntiwg>lil   In  der  ^n  dasee  sur  Summe  m  werdeo  sofert 
4er  Reike  imch  beseiclmet  durch : 

10)  Pifm;ai,  a^,  a,.  ....)». 

11)  P'Um-f^,  Os,  cf,...a»^^i)f, 

12)  C(fM;ai,  fl»,  a,.....)f, 

13)  0(Jm;ai  p  a%,  ih  ....a»~ff|)«. 

Solleo  Combinationen  «u  bestimmteu  UnterschiedeD  aogedeuteC 
irerden«  so  werden  sie  auf  die  vorstehende  Weise,  nur  mit  der 
Abäadenine  dargestellt,  dass  man  allenthalben  d  statt  /  schreibt 
nod  alles  Uebnge  in  dem  Zctichen  unverändert  iässt.  Kommen 
mehrere  Elementenreihen  in  Frage ,  so  werden  sie  in  die  Klammer 
eingetragen. 

Die  Zahlenausdrucke  der  bisher  angedeuteten  Begriffe 
lassen  sich  einfach  durch  ecklgd  Klammern  statt  runder  an- 
geben.   Mao  hat  dann 

14)    P[ai.  öa,  a,...,ii.]«=nfl-*=ii(it--l)(»~2)...(ji— 7+1). 


Die  hier  gegebene  Bezeichnunssweise  beurkundet  ihre  Zweck- 
■iss^eit  insbesondere  dadurch,  dass  sie  sehr  leicht  noch  ander- 
weitige Bestimmungen  in  sich  aufnimmt,  und  dass  sich  noch  an- 
dere Arten  von  Combinationen  und  vielerlei  mit  ihnen  vorzuneh- 
mende Geschäfte  durch  sie  andeuten  lassen,  die  bisher  durch 
Worte,  also  auf  viel  umständlichere  Weise,  ausgedrückt  wurden. 
Djeis  ist  bei  der  Verbindung  der  aus  verschiedenen  Elementen- 
reibeo  erzeugten  Gruppen  unter  einander,  bei  der  Vertheilung 
der  Elemente  einer  oaer  mehrerer  Elementenreihen  in  Fächer  u. 
e.  w.  der  Fall,  wie  man  sich  aus  meiner  Combtnationslehre ,  aus 
meiner  Abhandlung  „die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  zu 
bestimmten  Summen  aus  einer  oder  mehreren  Elementenreihen 
Q.  6.  w.**  fiberzeugen  kann.  Sollen  z.  B.  die  Gruppen  der  Combi- 
Dstionen  verschiedener  Elementenreihen  so  mit  emander  verbun- 
den werden,  dass  je  A  Elemente  der  ersten  Reihe  mit  je  k  Ele- 
menten einer* zweiten,  mit  je  l  Elementen  einer  dritten  u.  s.  w. 
zusammentreten  und  zwar  so,  dass  sich  dieE)lemeote  verschiede- 
ner Reihen  nicht  unter  einander  vermischen,  so  kann  man  diess 
dadurch  darstellen,  dass  man  die  Dimensionen,  jn  welchen  die 
Elemente  neben  einander  treten ,  als  Exponenten  neben  einander 
schreibt  und  durch  Kommata  von  einander  ^rennt  EUerdurch  ent- 
liehen folgende  Zeichen: 

15)  P(a|,  a^,  Of...  aiii;6|»Aa,it,.«..6ii;Ci ,  ^,...c^...)^^''>— 

16)  C(0| ,  a%, ....  am;  6| ,  6^ ,  63 ....  bmlCifC^, ...  Cji  ;....)*> *t'«... 

die  auch  (&r  die  Versetzungen  und  Verbindungen  mit  Wlederho 
loDgeo  gelten. 
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Bs  wird  geiiilgen,  die  Gnindxiige  dieser  Beseidrnimgeireisa 
hier  festeesteBt  ku  habeo.  Weaen  der  weitem  AnsfiLlmaig  rer- 
weise  ich  auf  den  Inhalt  der  ADschnitte  IV — VUl.  meiner  Com* 
binations-Lehre,  wo  dae  Hieher-Gehurige  nachzusehen  ist. 
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Geschichtliehe  Bemerkungen. 

Die  Elemente   wurden   aufSnglich  durch  die  Buchstaben  dem 
Alphabetes 

Oy     ^9     ^§     ^9      ^t     §9     •••••• 

oder  durch  Zahlen, 

1,  2y  3,  4»  5,  6,  

bezeichnet  und  zwar  so,  dass  a  das  erste,  b  das  zweite,  e  das 
dritte  Element  u.  s.  w.  darstellte.  Jedem  Elemente  wurde  auf 
diese,  Weise  ein  Ordnungswerth  beigelegt.  So  bei  Hindenburg, 
Weingärtner,  Stahl  u.  s.  w.  In  spätem  Schriften  von  Thi- 
baut,  Scherk  u.  A.  wurde  diese  Darstellungs weise  wieder  ver- 
lassen und  man  findet  nur  ein  Element,  und  über  dasselbe  die 
Ordnungszahl  geschrieben  auf  folgende  Weise: 

12     3     4     5«       « 
a,  n,  ttf  a,  a,  u.,»mii* 

Diese  Bezeichnung  ist  im  Schreiben  sehr  zeitraubend  und  ftir  deo 
Druck  ungeeignet  Die  oben  in  $.  4.  angenommene  Bezelchnsngs« 
weise  der  Elemente  durch  Anhängen  der  Stellenzahlen 

«1 »  Os»  Os»  ^49  a5»....aii 

vermeidet  diese  Nachtheiie  und  fördert  den  Ueberblick  sehr. 

Das  Vorschreiben  der  grossen  Buchstaben  P  und  C  vor  die 
in  Klammern  einseschlossenen  Elemente  zur  Bezeichnung  der 
verschiedenen  Comoinationsarten  steht  mit  der  Methode ,  welche 
in  der  neueren  Zeit  zur  Bezeichnung  der  Begriffe  in  der  Matbc' 
matik  in  Anwendung  gebracht^  wurde,  vollkommen  in  Einklang. 
Man  darf  sich  nur  an  die  Bezeichnung  der  Differenzen,  Logarith» 
men,  Sinus,  Cosinus  etc.  erinnern.  ScJion  Binden  bürg  fasfette 
diese  Idee  auf  und  sagt  p.  41.  des  oben  angefohrten  Werkes: 
,,Operationes  combinatoriae  optime  et  simplicissime  indicantur 
praeponendo  ipsa  verba,  vel  literas  initiales  literis  sive 
numeris,  positis  pro  rebus  (Elemente),  quibuscum  operatio  iii- 
stifnl  debet'^  und  schlägt  folgende  Zeichen  vor: 

Permutationes  (a,  6,  c,  <{,....)  sive  P(l>  2,  3,  4,....), 
Complicationes  (1 ,  2,  3,4,....)  vel  C{u^  ß»y»  '«•••)« 
Variationes  (1,  2,  3,  4,....)  sive  F(flr,  ßf  ff  if»)} 
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Ullt  aber  den  Gedanken  nicht  fest»  und  wählt  sogar  eine  Beselch- 
■angsweise,  worin  die  den  Begriff  erzeugenden  Momente  gar  nicht 
EU  erkennen  sind.  So  bezeichnet  er  z.  B.  die  Verbindungen  aus 
»Elemente  zur  ersten,  zweiten,  dritten  Clasne  u.  s.  w.  durch 

Diese  Bezeichnungsweise  wird  von  Weingärtner,  Stahl  u.A. 
festgehalten.  Dem  Classenexponenten  wird  äer  in  all  diesen  Dar- 
stellungen keine  Rflcksicht  getragen.  In  spätem  Schriften  wird 
der  Eaqionent  über  den  die  Gebilde  andeutehden  Buchstaben  und 
die  Elemente  oder  Zahlen  werden  unten  oder  rechts  zur  jSeite 
angeschrieben  auf  folgende  Weise: 


C7(a,  6,  c,....fr)  oder  CX1>  2»  3,....») 


oder 


h  oder  h 

(iiy  Of  Cy..».n)  (] »  2,  39....n}. 

Unzweifelhaft  gebfihrt  dem  Zeichen 

vor  doi  genannten  der  Vorzug.  In  manchen  Fällen  und  nament- 
fitk  bei  CoUectiv-Bezeicbnungen  können  zur  Raum-Ersparung  die 
Eleaiente  nnten  angeschrieben  werden. 

Sollte  nun  noch  der  Begriff  der  Summe  aufgenommen  wer- 
dep,  so  wurde  die  sie  bezeicnnende  Zahl  rechts  oder  links  oben 
aogeschrieben.  Diese  Stelle  gebfihrt  aber  nicht  der  Summe,  son« 
dem  dem  Exponenten;  daher  muss  das  die  Summe  vertretende 
Zeichen  eine  andere  Stelle  einnehmen »  wie  diess  auch  schon  oben 
dorchgefuhrt  ist. 

Cm  nun  zu  zeigen ,  auf  welche  Weise  die  Bezeichnnngen  in 
den  Combinationen  durch  einander  laufen,  soll  hier  Einiges  zu- 
sammen und  den  oben  gegebenen  Zeichen  gegenüber  gestellt 
werden.  Wir  geben  das  Schema  mit  unseren  Zeichen  und  denen 
Ton  Hindenburg, 'Thibaut,  Eytelwein  u^d  Spehr  ge- 
bnnchten: 


1)  Teraetzungeo 


2S9 

HindMbBKf        TUUttt  EyUlwaia  Sfkr 


ohne  Wieder     PiotfO^om)^,  M\}Xeg.M).  V,        F«; 
holuDgeo 

2)  Versetzungen  m  m 

mit  Wiederho-  P'(a^,a^...any^,  'MOieg.M),  'V,       'F..        V; 
Inngen 

3^  Ver«etzgn.mit  «  m 

Wiederhol,  zu    P'(/n;a„«f.)»f»*(lieg-*)»»F^      «P».    »F; 
best  Sammen 

4)  Verbindungen  «•  » 
ohne  Wieder-     C(a|,a«,...a.)«,  M'(steh.M),   C,         CU,        C: 

holungen 

5)  Verbindungen  m 
mit    Wieder-     C(ai,a^...any^,  'U(steh.M),  'O,        Cm.        C; 

holungen  • 

0)  Verbind,    mit  m  m 

Wiederh.     zu    C(fn;ai,a^,.,i^,m^M(»tehM),t^C,    fi'Cm,   p*C. 
best  Summen 


Wer  ein  treues  Bild  von  dieser  vertrirrenden  Bezeichnangs- 
weise  wünscht ,  der  wird  sie  in  der  Schrift  fiber  »«die  Beseiehnnng 
in  der  combinatorischen  Analysis  von  Weingärtner''  finden, 
wo  noch  weitere  Zusammenstellungen  hierfiber  gegeben  sind. 
Jedenfalls  wird  das  Streben »  und  das  i^^t  hier  Hauptsacney  gerecht- 
fertigt erscheinen,  Ordnung  in  diese  Unsicherheit  und  systemlose 
Zeriahrenheit  und  Verwirrung  zu  bringen.  Zu  diesem  Zb-cck  ist  auch 
eine  Schrift  vonC.  G,  Sehe  i  her t  erschienen  unter  dem  Titel  „Ein 
Versuch  die  Combinationslehre  als  Wissenschaft  zu  begrfinden 
und  die  Wort-  und  Zeichensprache  in  ihr  festzustellen".  Femer 
hat  der  Herr  Herausgeber  dieses  Archivs  schon  längst  (1.  Supplem.- 
Bd.  zu  Klögel's  Wörterbuch  der  Mathenaatik  S.  409.  n.  f.)  auf  das 
Bedürfniss  und  die  Nothwendigkeit  hingewiesen ,  auf  möglichste 
Vei^iiifachung  der  Bezeichnung  in  der  Combinationslehre  hinzu- 
wirken und  sich  zu  einer  ffleictiformigen  und  gemeinschaftlichen 
Bezeichnungsweise  zu  veremigen.  Diesem  Bedürfnisse  soll  die 
von  mir  vorgeschlagene  Bezeichnungs weise  entgegen  kommen. 
Ich  bin  weit  entfernt,  sie  für  die  einzig  richtige  zu  erklären.  Sie 
soll  eine  Grundlage  sein,  auf  welcher  man  weiter  aufbauen  kann. 
Der  Vorzug  dürfte  ihr  weniustens  zuzusprechen  sein»  dass  man 
durch  sie  und  auf  ganz  consequente  und  systematische  Weise 
weiter  gelangt,  als  man  mit  jeder  der  bisher  vorgeschlagenen  und 
angenommenen  gekommen  ist  Man  verbessere  oder  suche  sie  zu 
verbessern.  Genögt  sie  nicht  und  ist  das  Mangelhafte  an  ihr  nach- 
gewiesen ,  so  verTasse  man  sie.  Es  wird  immer  ein  Gewinn  sein, 
auf  dem  Wege  des  Ungenfigenden  zu  dem  ßessern  vorgesidiritten 
zu  sein. 

Aus  den  .hier  vorgelegten  Grflnden  kann  ich  mich  auch  nicht 
der  Ansicht  derer  anschüessen,  die  bei  der  genannten  Sachlage 
in  der  neuesten  Zeit  auf  die  Begrilsbestimmung  und  Benpennung 
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IM  der  Zrit  des  cfeten  Aofangs  der  Combioatioii«lelire  von  Bio 
den  barg  wieder  zurflckkehrea ,  da  sich  dteae  BeatimmuogeD  uod 
Bezeichniingeo  den  gemachten  Ifenierkungeo   aofolge  ungenfigeod 
cnreisen. 

Dies«  ist  der  Fall  In  eia^r  Abhandloog  von  Berm  Weias^ 
welche  im  34.  Bande  S.  255.  und  38.  Bd.  S.  107.  in   Crelle'a 
Journal  erschienen  ist  uod  den  Titel  fiihrt:  y^Einige  Aufgaben  aas 
der  Combinationslebre*'.    Der  von  dem  Verfasser  gewibUe  Gegen« 
staDd  ist  got  und  gründlich  durchgearbeitet«    Man  findet  aber  dort 
^m  Einklänge  mit  iltern  Werken*'  wie  es  heisst»  die  Definitionen^ 
Eintheilung  und  Behenaaiwen  ivleder,  wie  sie  oben  6.  3.  vonUin- 
d e D b u r g  aufgestellt  wurcßn ,  und  woraach  sie  in  >» Fe rmutatio- 
DeDy  Comblnationen  und  Variationen'*  (8.  255.  Crelle's 
Joarn.)  serfallen.    Ich  glaube  es  dem  Crtheile  des  Lesers  über- 
lassen  zu  sollen/  ob  nacfh  dem  In  $.  3.  Gesagten  diese  Eiöthei- 
lug  zolSss^  ist  oder  nicht«   und  bedauere  nur ,  dass  der  Verfas- 
ser»  der  mit  sebr  grosser  Gewandtheit  seinen  StolF  behandelt  hat| 
Du^t  Veranlassung  genommen  bat«  die  Gründe  anzugeben«  warum 
er  diese  Eintheilung   und  Benennung  festbSlt«    nnä  warum  eine 
Änderung  derselben«  die  sich  nieloes  DaArbaltens  im  Laufe  der 
Zeit  doch  schon  filhlbar  gemacht  bat«  unzulässig  erscheinen  dürfte. 
Es  bitten  sich  gewiss  hieran  Anhaltpunkta  zur  Verbesserung  und 
Berichtigaag  und  dadarch  unmittelbar  oder  mittelbar  2ur  Feststel- 
\m%  der  Begriffe  und  der  Zeichen  knüpfen  lassen.  «Warvemiissen 
WS  am  so  mehr«  da  Herr  Weiss  m  seiner  Abhandlung  einen 
Mer  boch  wenig  beachteten  Zweig  der  Coihbinationslebre  »die 
Conbinationen   (Versetzungen  und  Verbiodmigen)  mit   be- 
i^Tlakten   Wiederholungen"  behandelt  hat«    der  ihm  ge- 
wiss Gelegenheit  au   weitero  Andeutungen  (&r  richtige  Bezeich- 
nnpiveise  gegeben  hätte.  Den  Gegenstend  selbst  hat  er  in  einer 
AoMthnung  aDtereucht«    wie  er  bisher  in  den  hierher  gehürigen 
Sebriiken  nicht  untersucht  wurde.    Ein  Theil  der  einschlagenden 
Aifadieo   findet  sich  ron  Herrn  Professor  Scherk  (Mathema« 
tische  AbhandloBgeBc  Berlin  t825.  S.67.)  bearbeitet«  ab^ 
picht  bis  zu  dem  Umfange   fortgeflihrt«   welchen  der  Verfasser 
ihm  SU  geben  wusste«    . 

Wenn  nun  der  genannte  Gegenstand  auch  Ton  mir  hier  auf" 
griffen  wird«  so  geschieht  diess  einerseits  deswegen«  weil  ich 
oie  Bedeutung  dieses  Gegenstandes  in  der  Combinatiooslehre  und 
den  beiden  angeflihiten  Arbeiten  geime  anerkenne«  andererseits 
deswe|en«  weil  sich  diesem  Gegenstand  noch  eine  weitere  Ansiebt 
^gewmnen  iSsst«  wodurch  slch^  im  Hinblicke  auf  die  zu  erzie- 
l^den  Resultate«  die  Aasbeute  neuer  Sätze  noch  steigert.  Der 
Gegenstand  wird  aber  hier  nicht  in  seinem  ganzen  Umfang  behan- 
Ut  werden«  da  es  sich  nicht  darum  handelt.  Bekanntes  wieder-' 
>Bpben«  sondern  nur  in  so  weit«  als  die  Entwicklungs weise  ver^ 
•msdea  ist,  und  soweit  die  Auffindung  anderer  Sätaä  etwa  \ox* 
hereitang  erheischt  Hierbei  werde  ich  mich  der  oben  aufgestell« 
tcn  and  m  meiner  Comblnationslehre  durchgeflihrten  BeaelcbnungS' 
«eise  bedienen. 


Thell  IV,  IS 


^8 


Einige  Sätze  Aber  die  Verbiodungen  und  Versetsan- 
g;en  init  beschränkten  Wiederbolungen* 

Unter 

)verden  die  Gruppen  der  V^rbindiingen  aus.  »  Elemeipten  znr  gteo 
.Ciasee  verstanden  vpad  zi^äx  09,  dasa  in  jeder  einzelnen  (jiroppe 
das  Element  a^  gerade  ji^mal  (nicht  mehr  nitc|it  wenigeii)  nnddas 
Element  a^  gexade  rioat .  und  gleichzeitig  mit}  ihnen  tod  deo 
übrigen  Elementen  jeiles  nur  einmal  in  der  erforderlichen Erg&a- 
j^l^ung  bis  zur  Classendimension  (^)  Torkommen  SfoU*    Dieser  Be- 

{;rin  und.  das  Zeiohen  1)  steht  ganz  analog  mit  dem»  was  scboo 
angst  durch  das  deichen 

» 

nusgedriickt  wird. 

Die  hiedurch  bedingte  Gruppenanzahl  eigibt  sich  durcb  Aus- 
scheidung der  zu  wiederholenden  Elemente  sehr  leicht  uj^d  es  ist 

p  r  f   T  ___ 

3)    C\üi  i  0^,02, 04  ,• ...  flii]^=  «2^4  C[ai,  dj,  flft, . . .  a«]f ""J*^** 
=(n    i),--p-r«  i.2..^..(y-.p-r)  * 


» ,  • 


Das  Geseta  trägt  sich  auf  folgende  Weise  in's  Allgemeine  fiber: 

Pi       Pi  Pf 

4)    C  [«1 ,  Oa, ...  Qr ,  «r+i ,  AH-a»  •••  *'•]• 


—  r«.-r^  ,(n— r)(«i— r— l)...(n.-.^^y^>p^.|.y,..,p^|) 

•  1 

wenn  unter 

oder  nach  Leeendre'scher  Schreibart 

r(a:+l)r(iii) 


Terstaoilen  wird.  Der  KOf».  wegm  werdeni  if it  nn^Kolgeoden  ttM 
gewuhnlicb  des  Aasdrucks  5)  bedienen* 

In  der  Torstebenden  Fqiuii.  ist  der  in  t)»  3)  nnd  4)  liegende 
Begriff  sebr  enge  and  bald  erscbupft.  Bemerkt  man  aber,  dass 
in  den  Grtwpen  der  Verbindimgen' mit  Hnbescbrfibkten  Wieder- 
Mwigea  jedes  Eieiriietit  für 'Sidi-  alle  W«ederh#kmeen  bis  zam 
CbssoMOtpoBenten  IniaUds  flwfotheikHegeiideii^AbstoraDsen  durch' 
laufeo  kaho^.fl«  läs8tücU>«keri  ii»  ))>>&)  und  4|^*  hegend«  Begriff  er- 
weitem ^ond  man  bann  folgeiide  'PraMeüne  w  B^iitwi»rt«ing  vor^ 
lesen*  *•  *  ••<>itj'ri<  i-«' 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  Ireend  einer 
Elementenzahl  zur  (^ten  jGIasrSd  iP^^en  gebildet: 

o)  Mwiäi  groiw<  ist'^lie  A»zah4'der  Oruppen»;  worin 
eine  belrtiio^Rite' Anzahl  v^n  Elementen  weüig^tetts  ein- 
mal, eine  andere  wenigstens  zweimal»  eine  dritte  we- 
Dlgstei^  ^dreimal  q. -s»  Wj'wlisdeYli^lt  er's<ih^itit?  ' 


ist  die  Aiizafil  der  Gruppeui  worin 
nzabi  von  Elementen  höchsten;»  ein« 
bnchstens  2!wdiniai;  eine  dritte  hoch- 


b)    wie   gross   ist   die  Aiizafil  der   Grup 
eine  bestimmte  A         "  * 
mal,  eine  andere  h 
stens  dreimal  u.  s.  w.  wiederholt  erscheint? 


,\.. 


Hierfoi  4ip|ili^e^>..s1ch,  ooch.felgiendei  l».and«rcip.Befliehüng 
nidit  nninteressänte  Aufgaben  an« 


Die  Gruppen  der  Verbfndiin^eti  aus  irgend  einer 
Elesentenzanl  zur  ^ten  Ciasse  werden  gebildet^        ,  . 

^  wie  gtess  i'st  di^  Anzabt  der  G^icippen^  worin 
irgend  eriiies  der  gegebeneilEfeinente  wenigstens  rraall 
irifaerVoit  erscheint? 

d)  wie  gross  ist  die  Anzahl  der, Gruppen,  worin  es 
faSchstens  rmal  wied'erhef  fers  che  int?  * 

Qi^  uiit«r  «()* aufgestellte  Aufgabe  soll  so  angedeutet  werden: 

s  s'  s         8  8  4         * 

6)    'Cifli ,  a^* ...  Olli  9  ^1-fi  >  *^«ii+a»  •*•  ^ « ^'^^i  f  ••  ^t*  ••  o««"<*«fc)'  • 
Die  unter  6)  aafjBesteUte  soi, 

In  dem.  Symbole  6)  liegen  folgende  l^edingungen:  n^  Elemente 

(«i*  €it,....afi,) 
tollen  wenigstens  einmal;  »2  Elemctnte 


1Ö* 


2«0 

sollen  wenigstens  xweimal;  Mg  Elemente 

st        t         t         s 

{üf,  O} 9 ••«Olli 9 •••IIa,  »•-An») 

Bellen  wenigstens  dreimal  wiederholt  il  s.  w«  in  den  za  bilden* 
den  Gruppen  Torkonmeo.  Diese  liegt  in  der  Natnr  der  Sache. 
Denn  wenn  eine  bestimmte  Elementenzahl  wenigstens  einmal  vor- 
komroeu  soll,  so  jnnss  sie  auch  zweimal,  femer  dreimal  u.  s.  w. 
und  endlich  ^mal  (so  oft  als  der  Exponent  aog^ebt)  vorkommen. 
FOr  die  Grappirune  der  wiederholenaen  Elementenzahlen  ergibt 
sich  daher  hinsichtlich  der  Grösse  folgende  Bedingung: 

Hiernach  ist  ft|  die  kleinste  und  nk  die  ^r5sste  Zahl.'  Die  swi- 
schen  liegenden  Werthe  von  n  sind  aufsteigend  geordnet 

In  dem  Symbole  7)  liegen  folgende  Bedingungen,  «i  Elemente 

{«l»   «S»   Of....!!«,), 

also  alle»  sollen  höchstens  einmal;  n^  Elemente 

%      %      %       s 

(«1»   0^9  Os—'*^) 

sollen  höchstens  zweimal  odef  als  Zweifaches;  Hg  Elemente 

t      t      s         » 

(«1»  o%,  Os  «••—<'••) 

sollen  höchstens  dreimal  oder  als  Dreifaches  u.  s.  w.  vorkommen, 
wie  diess  auch  hier  in  der  Natur  der  Sache  liegt  Es  ist  ferner 
»1  die  grösste  und  nh  did  kleinste  Zahl.  Die  (ihrigen  Zalilenwertbe 
liegen  zwischen  beiden  Grenzen  in  abnehmendem  Werthe^  Bier- 
aus ergibt  sich  folgende  Bedingung: 

4)  it]>ita>itt>n4....  >nir. 

k  kann  sich  höchstens  bis  zu  q  erheben.  Das  Gesagte  schBesst 
jedoch  nicht  aus,  dass  in  b)  und  9) 

n^  :s  91 2  =^  >^  ==^  fii^  ^=  ••  •• 

sein  kann,  oder  dass  die  it  alle  unter  einander  oder  partienweise 
unter  einander  gleich  sein  können. 

Die  Aufgaben   unter  c)  und  d)  stellen  sich   durch  folgende 
Symbole  ganz  einfach  dar: 

r       T       T  r  f 

10)  'C(qi,  a%,  a, o«)  , 

r       r       T  »■  f       ' 

Wird  r=l  in  10),  so  ftllt  die  Bedeutung  von  10)  mit  C(ai,d^.a«)f 
zusammen^  denn  es  entstehen  sofort  die  Gmppen  der  Verbtndsii- 


s. 


Iren  mit  nnbeschrSnkten  Wiederholongen  «is  n  Elementeo  zur  ften 
ChsBe,  denn  es  sollen  die  Gruppen  der  Verbindungen  gebildet  wer- 
den» worin  jedes  Element  wenigstens  einmal  vorkommt  Wird  r==g 
lo  11)»  so  TUlt  11}  mit  dem  nämlichen  Begriff  zusammen,  denn  es 
sollen  die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  n  Elementen  zur  ^en 
Classe  gebildet  werden»  worin  jedes  Element  bticbstens  ^al  wie- 
derholt yorkommen  soll.  Mehr  als  ^roal  kann  es  nicht  wiederholt 
forkomraen. 

Handle  werden  vielleicht  die  Symbole  6)  und  7)  als  schwer- 
fidlig  tadeb.  Ich  glaube  aber  nicht,  dass  dieser  Vorwarf  gerecht 
ist»  wenn  man  bedenkt»  wie  viele  Worte  erfordert  werden ^  um 
den  Sinn  derselben  nach  a)  und  6)  anzudeuten »  und  ferner  bedenkt» 
wie  viele  Bedingungen  in  die  Zeichen  nach  dem  Inhalte  der  Auf- 
gj^  S^egt  werden  müssen»  die  alle  anzugeben  in  Worten  noch 
viel  unstindlicher  ist»  und  wenn  man  endlich  berücksichtigt»  wie 
■flhsam  es  wird  aus  den  Worten  die  Bedingungen  der  Aufgabe 
•ich  klar  sn  machen»  was  alles  durch  das  Symbol  sehr  veran- 
schaolidit  wird» 


.  oatec  «) — d)  aufgestellten  ProMeme  lassen  sich  auf  die 
Veisefiangeo  mit  beschr&ikten  Wiederholungen  anwenden.  Die 
Cebertragang  auf  die  Versetzungen  wird  dadurcli  leicht  bewirkt» 
dsss  man  in  die  Verbindungsgruppen  die  zugehörigen  Versetzungs* 
xaUea  einl&lirt. 


§.  7. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  vot^le^ten  Aufgaben  lassen  sich 
Anth  die  besondere  Art  von  Combinationen  iDsen»  die  sich  im 
5teo  Abschnitte  meiner  Combinationslehre  §.  31  —  §•  37.  S.  73  u.  ff. 
Mfgeflihrt  finden »  und  die  durch  den  Zusammentritt  mehrerer  Ele- 
aeatenrelhen  entstehen.  Die  Gleichung»  welche  a^ur  Beantwortung 
Ae&t»  ist  9.  3^  Nro.  112.  8.  85.  angegeben  und  folgende: 

^)          C[ai.ci4f...a«;  6|,Agi»...6m;C|»G^»....co;....]*'^''»"- 
iA(i.ll|t.|fli.,.. — (it)A(m— A)Ko— A-.Ä)i — 


Gleichung  bestimmt  die  Gruppenanzahl  der  Verbindungen» 
wem  h  Elemente  der  ersten  Elementeoreihe»  mit  k  nicht  ähnli- 
chen (ungleichartigen)  Elementen  aus  der  zweiten  und  beide  mit 
weitem  /nicht  ähnlichen  oder  ungleichartigen  aus  der  dritten  Ele- 
neotenreihe  u.  s.  w.  zusammen  treten*  Unter  ähnlichen  oder 
gleidiartigen  Elementen  werden  nämlich  solche  verstanden» 
welche  versoiiedenen  Elementenreihen  zugehOren»  aber  die  glei- 
chen Stellenzahlep  Ähren»  also  die  ersten»  aweiten»  dritten  Ele- 
■mte  u.  s.  w.  in  den  verschiedenen  Elementenreihen»   wie  s.  B. 
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I 
■  I  " 

ffji»  6i|»  Cg»  di|i »•«•..« 

u.  8,  f..  pie  Gieiehuogi)  hat  da«  Eigenthamriohe,  daBs  bei  dvo 
näiuJifheo  £bmeoteDrQib9n  und  Clasaenescponeateo  die  rerändetU 
Ordiiimg.>,w«riadie  ISUementeDreifaen  mit  ihren  aiigebOrigeo  CUü- 
seDexponenten  auf  einander  folgen,  verschiedene  Gruppiin«inzahl«ii 
erzeugt.  (8.  Co;aibinationslehre  S«  74.  und  75).  Die  Gnippenanzabl 
wird 'am  güdaaten,  wen». die  Etenii^ilthreiheD  aa^h  der  Zahl  ihrer 
GleoientB  geordnet  werden,  so  däss  di^  Elementen AhL  jeder  nach- 
folgendei^  <  Reibe  die  der  vorhergebenden  aa  GrOsse  #liertrilL 
Uieae  Anordnung  wird  iai  Folgenden  Toraaagesetat  and'iait  scbo« 
iv^  9)  $.''6.  tKNtat9geeeheii«  Wird  eine  andere  Anordiiiiihg  Tinrlangt 
oder  bedingl^«  flio:äadert  aich  danttt  die  Grnppeniialit 

..  Üjit  Gteiohung  l)>  kann  niia  dadunch  -ßk  den  vorlieffeadea 
Zweck  hei  Bildung  der  Verbindungen  mit  beachr&okteD  ^lede^ 
bolungen  benutzt  werden ,  dass  man  unter  den  Eleibeoteo  «dtirv^ 
8cbiedenen  Reihen  beziehlich  solche  Elemente  versteht,  welciie 
ab<^tafäohe-ederigenHU{eihmal  wi^jderhoft,  welelMal^^wei- 
faiha  oderfferadeaweitaalwledetliol-tf  als  dfeif»ciie  n.ii 
w.  an  JbefiiiNste»  aind.'    Hiernach  iat'z.  B. 

e    t         t     s    s         s*t*%n 
C[Pi  fO^f ....  an ;  Oj  y  Of » ••..  aa;  Oi » a«  >  ••••  ^p  J 

=  (»)8  (»»—3)» (p— ö)i  = j^ 1^ *— j— 

und  man  erhält  die  Gruppenanzahl  der  Verbindungen,  worin  drei 
unter  /$^h  verschiedene  Elemente  der  ersten  Reibe. als  einfache 
ode^, gßrade  einmal  wiederholt,  mit  zwei  weitera  unter  skk 
v[nd/v^  den  andern  verschiedenen  Elementen  der  aneiten  Reibe 
äU'zw,eifi^tie  oder. gerade  zweimal  wiederholt  and  beid« 
soJI[9rjt  mit  jfü  einem  weitern,  von  säramtiichen  vorJierg^bendeA 
verscbieafiQeu  Blfuuente.  aus  der  dritten  Reihe  ab  .drefU^aobes 
oder  gerade  dreimal  wiederholt  erscheint.  Die  hierdurch 
entstehenden  Gruppen  geboren  der  (3J -f/i.2-|-1.3)ten  Oder  lOteii 
Classe  an.    Die  alfg^bieine  Darstellung  mr  dieses  Gei^btz  ist 

^       »y^*  »       «  •  i         ^     ,  *.       *  *      fl»flf«.-- 

2)     Cioi ,  02»  —  ^n, ;«!  >  ^2 ,  ••.  Oft, ;  fli  9  a^, :..  äi  ,029  .*•  a«j^  J 

= (W|)f  4  •  (War^Ö'vIf  f^  («»-  Ji— fc)fW  ^f  -  (Wtä  r^ÄTT-rt-ir*-!  )n 
1.2.., 9^1        '  1.2.vV> 


)••♦,••■ 


Da-  diese  OarsteMu^  die  Gnmdlagie  des  Caltuls  bildet»  so  s^U 
etai  bo«dndeit»r  Kali'lsur  besaenv  Einsieht  und  Brieiohteruag  detf 
UtoleiblitkeH  hier'ateheift:    .      •      •      .  •••^ 


l'i        *  f   •  .  »!••.  J    .  •       •  ''  ..  /      . 


MZ 


32  29)93       3   8*M 

123  44    55  777  1  2  4- 3  3  -8  S  77  7 

12  3  4  4  6  6  5  5  5  12  4  3'3  6  6  5  5  5 
123  44  66  777  12  4 '336  6  777 
1  %.9  5  5t  6  6  4  4  4  1  2  4  5  ß  66  3  3  3 
19  3  5  5    6  6  7  7  7  1  2  4    5  *>  6  «  7  7  7 

13  4  28  0  6  7  7  7  23  4  11  56777 
13  4  2  2  6  6  5  6  5.  2'«  4  t  1  6  6  2  2  2 
134  22  66  77  72  3  4  11  6  6  777 
134  5  5  66  2  2^  ^  3  4  5  (S  6  6  111' 
134  6  6  6  6>  7  77     >     2; 3. 4.*  6:6  Q^ü    7.7  7 

Diese  Darstellang  nmfasst  dife  Onippen  mit  beschränkten  Wie- 
derbolangen  zur  lOten  Clause  aus  .  sieben  Elementen  »^  worin  je  drei 
Elemeote  von  den  vier  ersten  geradeeinmal  mit  je  zwei  an- 
dern Elementen  von  den  sechs  ersten  gerade  zweimal  nnd  mit 
je  eioem  weitera  Elemente  von  den  sieben  ersten  gerade  drei- 
mal wiederholt  zusammen  vorkommen.  Die  Elemente  05  und  a^ 
dfiden  daber. nicht  weniger, als  zweimal,  das  Element  a^  picht 
weniger  als  arelitnal  vorkommen,  wie  Itlar  vorliegt  Olie <}nippen-' 
aiuaU  des  vorliegenden  Ifallei^  i^ 

2       2      3     3        3     8>aa 
4)  C^%9ffs».»a490i>*-^!^i  »O2.  —  07J 

=  (4),(6-3).,(7-6)i  =  rll  •  j|- 1  =24. 

\  * 

t 

« •   .      I 

Sollen  nun  die'för  die  Verbindungen  aufgefundenen  Sätze  1)— 3) 
aaf  die  Versetzungen  mit  beschränkten  Wiederholungen  unter  den 
deichen  Prämissen  übergetragen  werden«  so  wird  diess  sich  leicht 
oewerksteUifi^en  tasseh.  Betrachtet  man  nemlich  die  Darstettmig  3), 
60  zei^  sicK  Irlai^,  dass  jede  Gt^pp«'  gleichviel  verschiedene  >und 
gleichviel  wiederholte  Elemente  führt.  Man  findet  daher  f&r 
jede  einzelne  Gruppe  nach  f.*  9.  meiner  Combinationslehre 
a«8  der  bekannten  .Formel  .die  verlangte-  Versetzungazahl. 
Da  nui  jede  Gruppe  demselben  Gesetze  unterliegt,  so  hat  matr 
die  Gesammtzahl  der  Gruppen  mit  der  für  jede  einzeihe  Gruppe 
geltenden  Versetzungszahl  zu  vervielfachen.  Hiernach  ist  für  den 
oesoodem  mit  3)  correspondirenden  Fall 
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^  1.1.1.1.2.1.11.2.3  >«^W»--3)«C'-^)i  =»28800 

Um  DUO  den  .tn  2)  aafj^estellten  Satz  auf  die  Tersetzun^eo 
fiberzutrag^n«  hat  niao  jede  Gruppe  90  vieimal  zu  nebmep,  ale  sieb 
die  ip  ihr  vorlcommenden  Elemente  unter  einander  versetzen  lassen. 

Es  kommen  nun  in  jeder  Gruppe  vor  or^  EiMnente  le  einmal 
%viederholt,  q^  Elemente  je  zweimal,  g^  Elemente  je  dlreimal  u. 
s.  w.  und  endlich  qk  Elemente  je  A:mal  wiederholt.  Daher  hat 
die  Dimension  der  zugehörigen  Classe  oder  der  Classenexpooebt 

Eiobeiten.    Die  hiedarch  bedingte  VersetzuDgszahl  ist  sefort 
'  (l»t»)f.'{l«|i)h(l»f*)»i..  (l*l»)t» 


(1)».  (1.2)t.  (1 .2.3)« (1.4. 3...*)'» 

mit  Rficksicht  auf  die  Bedingungs^leichung  5).  Die  eesuchte 
Gruppananzahl  der  Versetzungen  mit  beschränkten  Wieaetrholun- 
gen  ist  sofort  unter  den  oben  angegebenen  Voraussetzungen 

V  Jf^vh  9  H»"' ^19^  9^'"  ^§9 fl|'»«af —  fliijj 

"^  (l)fi  (1.2)«.(1.2.3)f .  ...(OXXJii  ^"»^♦'  ^^  "•  9i)u 

.....  (n* — fi  —  9t ... — 9*-i)i^. 

Die  Gleichungen  2)  und  7)  TereinfiMben  sich  sehr,  wenn  die 
Zahl  der  Elemente  in  den  TerschiedeBsn  Reihen  gleich  und 

ist  FQr  diesen  Fall  nehmen  die  begleitenden  Fakultäten  folgende 
Gestalt  an: 

« [ 

—  «(«— l)(n— 2;  — ..  (it — yt  —  ya»»...— y/^-H) 
""^  1.2..,.y|.  ld*2...9f—l  »S.S. ..9^ 
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Die  beiden  Gleichnngen  lassen  sich  In  se  weit  noch  verall^mei« 
nera  als  die  Wiederhoiangsexponenten,  welche  in  einer  b^stiiMn- 
teo  Reihenfolge  (l;2,3 )  bisher  genommen  wurden,  aneh  be- 
liebig angenommen  werden  kSonen.  Diese  Bemerkung  flibrt  stf 
folgenden  allgemeinen  Formen: 


1  ■  .  i  I  II*' 


1  •  2  •  3 1 4  .•••••  o  .    V    y  V 


•••••• 


(1.2  „..  *,)''.(1.2.-jy**...  (1.5L3...*»)'* 

......  («t — ji — ^ ...~ — j»-i)fj 


•  I 


ait  der  Bedingung,  das«  in  9)  ist' 

■ 

10)  7=Ai9tf  ^a9s-f^9ir-tAA9«. 

WiUkfihrlich  ist  In  diesen  Darstellungen- 
ü)    dSk  Zahl  der  Elemente,   wel^e  In  den  einxeli^ep  Reihen 

«iV  >«a»  ii»....*Äir 

nit  der  in  8)  (.  6.  angegebenen  Beschränkung; 
6)    die  Wiederholnngssahlen  ' 

*I  •  ^  *  ^8  ****  ^^^  ' 

c)  die  Exponenten 


•  : 


•  r 


welche  sich  auf  die  Terschiedenen  fleihen  heaiebei^«,  (Ve 
ezpooenten). 

Der  Classenexponent'  ist   eine  Punktion  d^er.^  und  g,  -also 
von  diesen  nach  Massgabe  der  Gleichung  10)  abhängig. 

4nder8  stellt  sich  die  Sachen  .wenn  die«  im  yorigen  Parasra- 
phen  tunter  a)  faili  d)  gettteUten  F^agim  beaotwortel  werden  sotifeiu 
ID  diesem  Falle  sind  dann  die  Wiederholungsexponenten  (l,2,3...A) 
^  Elemente  und  der  Classenexponent  (o)»  der  fiir  2)  und  7), 
^imd  9)  g9t»  «Mreben  und  man  ihät  nach  dem  Gesetae  der  Grlei- 
CDimeen  I)  und  H))  die  Vertheiinnffsexponenten  gi,  g%,  9^  ••..;& 
ü  dem  Clans^neTponentep  und  den  Wiederholnngsexpooenten 
v^üMlen.    DaduBsk  wird,  dio  lAufgabe.  im  AUgetieine»  su  eitv 


UDbestlnimten.*  Sie  vt'ird  jedoch  i&r  jeden  be«0Q4erD  Fall  iSsbar 
luifd  die  Anfllkiuiig  beatebt  dann  darin ,  daas  man  aUe  in  ihr  ent- 
h^Jtea^a  beaoodi^r«  Fälle  ^peci^üiairl  und  nach  iden  ToratebeDden 
GleifibpDgea  -  bebaadelt.  Der  Inbegriff  al(er  hindurch  erhaltenen 
Gruppenzahlen  i^t  dann  die  Antwort  auf  die  in  g,  6.  vorgelegten 
Fragen.  Wir  erörtern  zu  dem  Ende  die  verscbiedenen  Classen, 
daraus  wird  sich  dann  ein  Bildungageaetz  ableiten  lassen. 


»  I   • 


t    « 


§•8. 

■'  •  ' 

1)  Die  Grafpenzabl  der  Verbindungen  zur  .zweiten  Classe 
soll  bestimmt  werden 

....        .    I 

'C[ax,  a^f—dnt,  ^.+i  >  ••••  Ä«, ] , 

.    '    '■  — V      t,^  •    ^• 

worin  ft|  Elemente  wenigstens  einmal  und  n^  Elemente  zweimal 

wiederholt  erscheinen. 

•      •  <  I  t 

Die  Aufgabe  umsqhliesst.zv^ei  FälJe.  Vi  Elemente  sollen  als 
einfache  gerade  zweimal  nmi  n^  als^  "aweifache  ereibeinen. 
Es  ist  aus  2)  S.  7.  .    . 


S     2.  2     ^9l 

C'[öi»at»«-fliii;fli»fla».-.fliH]    ~  (*'2)i=»2- 


« I 


2)    Die  Gruppenzahl  soll  beatipimt  werden. f%r 

Diese  Aufgabe  umfasst  dreiF&lle.  ni  Elemente  sollen  als  ein- 
fache gerade  dreimal;  9u  Eli^ente  Rollen  als  zweifache  mit 
iii  Eiementep  als  einfache  und  »j  Elemente  ftollen  als  drei- 
fniihe  erscheinen.    Aitt  S)$.'t.  löt 

■  •    '      «'  'S'  '    •    B    1«1»0'  ''    "'i-        »      T  ■      ' 
•  '.,...  .  .    (  '  «,  •  ' 

'  •  «2        a     a         a'jiiofi;    -^ 

'Man  erkennt  aehon  hieraus,   das»  das  Speekdislr^D«  der  eis- 
zelnen  FfiHe,   daa  ^ich  bei  den  höher»  ClasMn  «kihrt,  iieadiek 
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meiÜSnhf  wird,    y/it  wollen  «a'dhdoreb  Mcdtz^ti,   das»  wi^ife^ 

die  »1  Eiemcote,  welche  als  einfache  erscheiDen  sollen,  das 
Zeiclien  «^  .als  JReprisehtanten ;  (i}r  die  n^  Elemente,  die'  äl^ 
zweifache  erscheinen  sollen,  das  Zeichen  e^  ßla  Repräsentant^^ 
«äbleo  a.  ».  w« .  Hiemacb  werden  dte  Elemente  bezeiGhnibt''iter- 
deo,  wie  folgt:  ,      . 

^if  o^»  <i3»«— flsj  durch  f^, 

'   '  ■  . •'       •  -  ♦     ;  • 

»888 

T  •         *  '  •  > 

♦  *  •  •  .  .      .      t         I*         ;  •  »     ;      .1     ;  M I ,  k  1     ' .  i 


K.  s.  f.   HM  mm  dieOrtii^petitohl  bestimmt  werden  fiir 


41  li     I  >]      'I 


.    >  ..    ■.     ^   '.   :    ..:^  .^3      .  ^...      ••  V4/   ^    " 


it  • . 


MetpMn  sfdli  t((rf(tende  F'älle.  n^HEleinente  sötten  als. einfache, 
gerade  viermal  erscheinen:  o«  Elemente  sollen  als  zweifache 
dimal  mit  fi^  El|e«Qente|i,  als  einfacJie  zweimal ;,fu  £lf°i^q^  ^ 
*^«ifa«|(© /»w:ei!na|;  ,%  Elemente ' als,  ^reifaciie  einmal  wH 
»i  Elementeo .  aU  einfache  einmal j  n^  Etemepte  als  vier.j 
Uehe  eüi^^aj.  j  \y|r,!4gaten  diess  durch  die  e^  e",  «».ma  und 
ven  japei  ^ese^  ^ym^'ole  zv^ischeo  Oleichheitszeiclpen  mi' 
*lBn4  .a!lmi|%  dflia,  ^BD^f^ig^ge^et^  lierve^trete^  v^ird.  ,eN^ 


InWen  dal^el  jfi'ese^  ü^ymhöle  zvviscbeo  ^leicbheitszeiclpen  mi^  a,i 
Muni,  ajlmi|l%  diis,  ^BD^f^ig^ge^et^  lierve^trete^  v^irdr  .tN^li 

t  'I  .     t  '     < 

• '  •  •  .  I  i » '  -•  n  •  •  •         '  •  •         <  j ! »  /     »      I        ' 


I 


« ■   » 


4)   Die  Gmppenzahl  soll  bestimmt  werden  tär 


«.:! 


t  ■  I    i 


S  S  S  4  5      A 

C{0£.»  179»  •••^fi|  » Oüff  1  >  •••  ^«1 »  •••  ^> »  —  O««  9  •••  *^«»  J  • 

P'ie  ^üfeabe  nmschliesst  die  Fäll#:  n«  Elemente  sollen  als  ein- 
^»«he Miifiiid  eisebebieD^iff^BIdmeote  lUz«reifa^ke einmal  mit »t 
i^lemeDten  als  einfache  dreimal; ft^ Elemente •As^S'wei^achieewei« 
mal  mit  n^  Elementen  als  einfache;  n^  Elemente  .als  drel- 
^äche  mit  Ui  Elementen  als  einfache  zweimal;  119  Elemente  als 
^y<iifache  mit  n^  Elementen  als  zweifache;  n^  Elemente  als 
^lerfache  mit  tu  Elementen  als  einfache;  91«  Elemente  als 
ranflache.    Ans  2)  §.  7.  ist 
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C[^*,«»,c»,«*,e»]>ÄOAo==    eie«e«    =e>(«*)*=(«i)i(««-lJi. 

SchoD  ans  den  DarsteUmiffeD  3)  luid  4)  erkesot  man  dunk 
die  Exponenten  der  e  das  For^angsgesetz.  Sie  bilden  die  Ver- 
bindungen mit  Wiederbolungßn  zu  derjenigen  Summe, 
welche  der  Claasenexponent  angibt,  durch  alle  mCgIi» 
eben  Claas.en,  oder  die  Zerfällnngen  des  Claaaenexpo- 
nonten  in  alle  möglichen  Zahlen^zu  einem,  «weien, 
dreien  Gliedern  u.  b.  f.  in  Nro.  3)  entsteht  die  Summe  4,  in 
4)  entsteht  die  Summe  ö)  aus  den  Elementen  1^  2,  3. f..  mit  Wie* 
derholnngen. 

Man  hat  nuo  nicht  n^ehr  nSthig  alle  YerbinduiigsaulBdrflcIte 
zum  Voraus  darzüstelleo,  um  die  nothleen  Speciali^iningen  zu 
erbalteo.  M^tk  kann  sogleich  mit  DarsteiliiDg  der  Gruppen  der  ( 
beginueo ,  und  di^  Auffindung  aller  zusammengehörigen  Fftlle  sich 
dadurch  etielcfatern, '  dass.  man  mit  e^  (dem  Exponenten  in  der 
ersten  Dimenrion  als  Einfaches)  beginnt,  und  diesen  so  #ft  wie- 
derholt bis  der  Classenexponent  erzeugt  ist  Hierauf  nimmt  man 
e*  (den  Exponenten  in  der  zweiten  Dimension^  und  lässt  so  o(t 
e^  und  €*  (neide  zuerst  getrennt  und  dann  in  Verbindung  mit  etD* 
ander)  zutreten,  bis  auf  jede  mSgliche  Weise  die  zu  bildeode 
Summe  erzeuct  ist  Hierauf  nimnit  man  e^  (den  Exponenten  io 
der  dritten  Dimension  oder  den  Repräsentanten  der  dreifachen) 
und  llsst  so  oft  s^i  e*,  e*  (getrennt  und  in  Verbindung  mit  ein- 
ander) zutreten,  bis  die  zu  bildende  Summe  auf  jede  radglicbe 
Weise  hervorgebracht  ist,  und  steigt  so  alhnldig  ^u  den  hGhern 
Dimensionen  auf,  bis  alle  durchlaufen  und  alle  m5glichen  FiUe 
durch  Zutreten  der  gleichen  und  niedern  Dimensionen' erschöpft 
sind« 

Soll  nun  die  Gruppenzahl  flir 

SS  »         •    d 

6)  'Cloi  »o%f:  <^i  »u«i4-i  $  ...a«,, ...  Ob«,  ....  a«^  J 

anaegeben  werden,  «•  hat  man  biemadi  Mgtede  Specialisiraog 
und  ^Hsammenstelfang! 


2«9 

HieAr  efgeben  sich  nan  folgende  ^aMenaasdrOcke  aus  2)  §.  7. 

+  (»i)i  (»t,-3)i  +  («i)  (%-l)(n,-2)  +  (n,)a 

Yeraieicfat  man  nundieDarstenong  6)  mitder  Darstellung  der  eaua 
5)  auf  der  reditenrSeite  des  Gleiehheitszeichens,  so  kann  man  die  Zab- 
leoansdrfieke  id6)  direct  aus  jeneo  und  ohoeBeihfilfe  von 2)  $.7.  erhal- 
ten, wenn  man  die  Exponenten  der  e  Innerhalb  der^lammer  als  Stel- 
WuaUen    von    n   schreibt  und   die  Exponenten   ausserhalb   der 
Klimacro  als  Fakultätsexponenten  anhängt.    Bei  dem  Zutritt  von 
menjieacn  n  muss  immet  die  Summe  der  vorhergehenden  Fa- 
kaMnaiponenten  abgezogen  werden.    Kommt  bei    einem  e   kein 
ExpsnsBt  aosserhalb  der  &lamroer  vor,   so  Ist  immer  die  Einheit 
als  sfleher  anzunehmen. 

Wicd  don  an  weiterer  Verdeutlichung  noch  der  Ausdruck 

%  %         %         r    7 

nach  dieser  Methode  behandelt»    so  hat  man  sofort  als  Schema 

für  die  e 

e»e*eie  Ve*+e»«>eVe"+ e  VeV==(«i)  V+(e*)'(<«)»+c*(€«)» , 

«Ve^tf«  +  e»eV  +  e»e«  =(e»)V+  e'cV  +  eV, 

eVe*      +  eV  =(f»)«e»+fV, 

Ifierans  ergiebt  sich  sofprt  folgende  GrappenzabI  fl{r  7): 
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(    « 


+  («i)|(«4-3i)  t^  «i.(fia-l)  0«4-2)+-^öi4^t) 
+  ('»i)a(«5-2>+»l«(ne-l)  .    . 

Diese  UDtersaehungen  föhren  aiib  zu  folgeoder  ZasammeiistenttDg: 


S         .2  SS 

'C[a, , oa ,... fln. , ««,+1 ; Ä«, ,... ««i } =(«1)3 +*ii («»—1) +% » 


t  I 


—  <wi)4  +  (»i)a(»ft-2)  +  (n^ + «t(»B-l)  +  »4, 


+  (»i)a  (^3 — 2)  +  «»(ns— 1) + Hl  (»4-1) + JI5 , 


a  a  8      « .0 


+  («1).  («8-3)  +  «1  (»t-1)  («.-2)  +  («,), 

U.      8.      f. 

In  alten  den  vorliegenden  Problemea  findet  sich  die  Forderung, 
dass  eine  bestinMnte  Zahl  Elemente  wenigstens  einmal^  eine 
zweite  wenigstens  zweimal  wiederholt  vorkommen  96II  u;  s.  f. 
Es  können  nan  in  den  Wied^rholungs^ahlQn ,  i^u^h  Unterbiechim- 
gen  vorkommen.  Uiess-  ändert  die  Schlussweise  ilund  filldiiDfi)»- 
metbode  In  nichts,  und  roan^hat  die  zwischqnUegenden.fiB^leodeD 
VUederholuHgsiahlen  sflmmtlich  der  näcnstvorhergebend^n  liiedeni 
deich  zu  setzen  und  dfinn  i^cb  der  Zusamnieostelltuig  j8);die  er 
forderlichen  IjÄ'uppenzalilen  anzugeben.  Oder  man  haf  nach  der 
oben  angegebenen  Vorsebrift  das  Schema  der  e  ,obne  .Rücksiebt 
der  n|9  fta,  »la....  zu  eötwerfen  und  nach  Massgabe  deAEtelben  die 
zugehörigen  Gruppenzahlep  (2)  §.7.)  abzuleiten.    Ist  z«  B.. 


za  bestuDmen,  so  fehlt  die  Wiederholaogszahl  3,  mid  die  ihr  zu- 
geboriefr  Beidentemiilii  t^.  Sie  ist  durch  n^  eu  ersetxeii ,  denn 
dag  ScDema  4)|^b^ibt  ip  i^raft«.  .da  %  Elemente  auch  dreimal  (yveW 
weoigsteos  aweimal)  Torkommeu  sollen.    Man  hat  sofort 

-.  .^^  •  a        4  4  5     5 

.,.      =(«i)5  +  («*)»(»a-3)+ii,0«,^l),        , 

Ehen  so  ist 
»^  'C7  [  ff| ,  <fa ...  «r«, ,  tfüi-f  1  y ...  Ä«, , ...  ''ü,  J  = 

-  (»«l)i  + (»l)4(''i-I)  +  («*)»(«4-2) +  («t)3 

+(«i)8("i*--3)-f  «iC-i-lX«.-«) + («lO> 
+(»'i)«(>«s— 2)+««('«»— l)+«i(»8-l)  +  ««• 


Die  Anwendung   auf  besondere  Fälle    ergil^  sich 
leicht  Man  hat  nämlich  für  den  besondern  Fall 


nun  sehr 


«m  •     8       8       4      5      ft     s 

I>eBB  es  ist 

ft£=8,  vis^S»  fi9=:l25  114=129  S5  =  ]4« 

Bei  allen  diesen  Gebilden  ist  Bedingung,  dass  sich  die  Wie- 
^erfaoloa^tahleii  Ms  zum  Classenexponenten  erhdl^en  mftssen. 
rehlen  die  spätem,  so  ist  stillschweigende  Bedingung,  dass  sie 
bM  dahin  fortgefilhrt  werden.  Fehlen  aber  frühere  \Viederho|ungs- 
>aiilen,  so  uiHen  alle  die  Gebilde  der  e  aus  dem  Schema  weg 
wd  deswegen  sind  auch  die  n ,  welche  die  fehlende  Stellenzahl 
^gen,  in  den  Darstellungen  von  8)  gleich  0  zu  setzen«  Es  liegt  als- 
dann die  Aufgabe  toc,  die  Summen  der  YerbiBdiioj^en.Bift  Wie- 
derhoiangen  zu  bestimmten  Summen  in  den  verschiedenen  Clas- 
^  nit  flusgescblosseaen  Anfangselementen  zu  bilden  und  darauf 
die  GUchung  2]  §t  7.  anzuwenden. 

Hiemach  ist  z.  B. 

•  * 

II)   'C[flf ,  i^ , ...  «L^ , ...  /„, , ...  a^  f=  «Me*  +  e^e*  +  e«fe»  +  e« 

=  (»»»)8i  +  «z(«4— 1)  +  («3)«  +  «• » 


a7!2 


^  9. 

Die  'nSbliehe  Schlussfolgerungy  so  wie  die  im  ▼origen  Para- 
gmjpbeo  entwiciceke  Methode,  gilt  apicii  filr  die  tu  7)  $.  o  gestellte 
Aufgabe 

k        k  k  k—i  3  2 

*  ^ 

Man  bat  zur  Darstelluu  der  Grappeazablen  die  nämlichen  Sche- 
mata der  €  za  entwerfeb.  Die  Symbole  e\  e\  e^....  Tertreten 
dann  der  Reibe  nabh  die :  Elemente 

a       4  9         s       3        s 

jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier        . 

«1  >  »a  >  »»  >  «4  •—  >  nk 

ist,  and  dadurch  die  ni,  n%,  n«,....  in.  der  entwiq^lten  P.arstellmig 
die  umgekehrte  Ordnung  wie  in  {.  8.  einnehmen. 

Befficksichtist  man  diess,  was  sich  leicht  durch  SpeciaKsirang 
einiger  Fälle  recntfertlgti  so  hat  man  sofort  zw  Darstellung  der 
gesuchten  Groppenzahleii  Folgendes : 

1)  ♦C(«i,  o^,...a»y—n, 

^_  _  »      »        »  a  _ 

_  _.    4       4  4  a 

«  • 

+«■(«1—1)+«*' 
♦i^r  *       *       •  •         >  »    ' 

=(«i).+»a(«i-l)» +(W.  (»i-2)+»%(«i-l)s 

+^3(««-l)  +  »4("l--l)  +«S  ' 

•     •  4         4  a 

=(«i).  +«a(«i-l)4+(«a).(«i-2),+(«0; 

+  ii8(ni-l),  +iij  (ifs— l)(«i-2)+  («,), 

+  «4(«i-l)a  +  «4  («a-1)  +  «4(«i  -1)+«« 
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IL  8.  Wy  Die  Wiederholangszahlen  and  die  mit  ihnen  correspoH' 
diieDden  Stellenzahlen  der  n  Icunnen  sich  höchstens  bis  zum 
Classeoexponenten  erheben«  Fehlen  die  huhern  Wiederholnngs- 
zahleo  von  oben  herab,  so  fallen  die  sie  vorstellenden  e  aus  dem 
Schema  nnd  die  n  mit  den  correspoodirenden  Stellenzahlen  wer- 
den 0.  Fehlt  eine  zvHschenliegende  Wiederholungszahl»  oder 
mehrere,  so  tritt  so  lange  die  nächst  höhere  Wiederholnngszahl  an 
ihre  Stelle,  bis  wieder  andere  folgen.  Fehlen  die  niedersten,  so 
erginzt  die  nächst  höhere  sämmtliche  fehlende  Stellen.  Hiernach 
i8tz.fi. 

6        5  6  4  8 

=(»8).  +  nsf  »*8-l)s  +  («a).  (»6-2)  +  «8  (»6-1)« 

+  «6  (»6—1)  +«4(»8— 1)  +  »6  » 

deno  es  ist  iti^^'itj,  ns=it8,  weil  äigO^,»..^^  Elemente  höch- 
stens dreimal,  also  auch  zweimal  und  einmal  vorkommen  sollen, 
nnd  femer 

=  («l)6  +  %  (»i— i)4  +  (««).  (»1  -2)a  +  (««), 

+  it,  («1-1), +  11,  («,-^1)  (jij— 2)+(na), 
+  «4(«i-'l)a+»4(»a'— 1) » 

väUne  fiinf>ttDd  sechsfachen  Elemente«  also  auch  nicht  n«  und 
S  roflommen  sollen  u.  s.  w*  Die  besondern  Fälle  bestimmen 
»cb  leicht     So  ist  nach  1) 

t[fl,,  a^,..a^y  Oj,  at^,  «^]«  =  1146 

9.8.7.6.5  ,,  8-7.6     9^  8.7 

denn  es  ist 

«1=9,  it«=9,  118=6,  ii4="6,  iift«=0. 

Ebenso  hat  man 


♦rr  *    *       4    *t        t 

^l«l»  ^»i..^4»  ^»f-^6»  ^«   ^luj 


=J.2.3.4+^- 172  +  0  +  ^-^  +  ^ 
=666, 


denn  es  ist 


ni=rlO,  9l2  =  8,  n3s4,  f»4:=:0. 
Thcü  XV  19 
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Der  Aiuidmck»  der  a«ch 


wird: 


6        4        4        4        t        fi 
*C[äi,  Äf,  «i,  ««,  Äft,   fl^,   flg.   ÄiolS 

ist  {uchi  wobl  zulfissig,   denn  die  Wiederholungen   kuiinen  oid 
büher  als  der  Exponent  (4)  steigen. 


§.  10. 


Die  in  6.  6.  unter  c)  und  d)  genanuten  Anfgaben  lassen 
nun  obne  alle  Schwierigkeit  lOsen.  Sie  charakterisiren  sieb 
besondere  Falle  der  in  den  beiden  vorhergehenden  Paragrai 
beantworteten  allgemeineren.  Sollen  nun  die  Gruppenanzahlei 
einzelnen  Falle  bestimmt  werden ,  so  hat  man  die  verschied^ 
Elementenzahlen  gleich  und 

zu  setzen,  und  die  n5thigen  Schemata  nach  §.  8/  aufzastc 
oder  man  kann  auch  die  Zusammenstellung  8)  §.  8.  und  1) 
direct  benutzen ,  indem  mun  ^diejenigen  Ansdrficke  unterdi 
welche  vermöge  der  Aufgabe  nicht  vorkommen  dürfen.  Di< 
terdrücken  b&ngt  von  der  Stellenzahl  der  n  ab.  Nach  der  Aa( 
c)  §.  6.  müssen  n&nlich  alle  Ausdrücke  in  8.)  $.  8.,  worin  aliej 
lenzahlen  der  n  ausschliesslich  niederer  als  r  sind,  ausgcsti 
werden.  Nach  der  Aufgabe  d)  §.  6.  müssen  aber  diejenigen 
drücke  assgestossen  werden ,  worin  Stellenzahlen  der  n  voi 
men,  welche  höher  als  r  sind. 

Im  letzten  Falle  ist  die  Sache  an  und  für  sich  klar.   ^^ 
ger  klar   dürfte    die    Sache   im    ersten  Falle   sein.     Es  w< 
aber  einige  Worte  genügen,  um  sie  festzustellen.    Soll  die  ( 
peazahl  der  Verbindungen  aus  n  Elementen  zur  ^ten  Qasse  besti 
werden,  worin  irgend  ein  Element  wenigstenst  r  mal  wiedei 
erscheint,  so  ist  dadurch  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  aoj 
Elemente  nicht  in  niederer  Anzahl  wiederholt  vorkommen  dui 
denn  die  Aufgabe  verlangt,  dass  irgend  ein  Element  entwed< 
oder  {r-i-iy,  oder  {r+2)  mal  u.  s.  w.  vorkommen  solle.    Ao  ^ 
Forderung  können  sich  nun  alle  die  Erscheinungen  lo  den  eil 
neu  Gruppen  knüpfen,  die  mit  dem  Sinne  der  Aufgabe  iiicl 
Widerspruch  stehen,  als  da  sind  das  Vorkommen  einzelner 
mente  in  geringerer  Wiederholungszahl.    Sollte  der  Zutritt  (l< 
eben  berübrten  Elemente  ausgeschlossen  sein,  so  müsste  die, 
gäbe  so  formultrt  sein:  Die  Uruppeozahl   der  Verbim 
gen  aus  n  Elementen  in  der  4/tes  Classe  soll  bestinj 
werden,  worinkeinElement[we,'niger  als  rmal  wiederhl 
erscheint,  oder  worin  jedes  mitwirkende  E  lernen  t  i 
nigstens  rmal    wiederholt   erscheint''.      Der  Sinn  du 
Aufgabe  ist  aber  offenbar  ein  ganz  anderer  als  der  hier  in  Fri 
stehende  und'  nnter  c)  §.  6.  ausgesprochene.   Die  hierher  gebor' 
Fragen  können,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,   mit  den  vorhandi 
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Mitteln  onr  im  ebzeinen  Falle  bestimmt  werden,  lassen  sich  aber 
immer'beantworten.  Hiernach  hat  man  z.  B«  iSt  die  Gnippeneahl 
der  Verbindnagen  aus  n  Elementen  in  der  6ten  Classe,  worinirgend 
ein  Element  wenigstens  dreimal  wiederholt  erscheint, 

+  ^^^^\ii-2) +2«(«-l)  +  «. 

■ 

Die  Gmppenzahl  der  Verbindungen  aas  n  Elementen  in  der 
6(eDCIas8e,  worin  irgend  ein  Blenkenf  höchstens  dreimal  wiederholt 
erscheint,  ist  ans  1)  §.  9. 

2)  qiri,ii.,...fl«l*=     12. .„      +       1.2.3.4        + O 

n(fi-l)0t~2)  >t(it— 1) 

+        OTS +  n(n-l)(n-2)  +  -y;2-^ 

,  n(w--l)(n— 2)(«— 3) 
+  1.2.3  • 

Dass  die  hier  gemachten  Schlösse  richtig  sind,  bestätigt  sich  da- 
iorch,  dass  man  von  den  Gruppenanzahlen  der  Verbinoungen  mit 
beMkftnkten  Wiederfaolunffen  auf  die  mit  nnbeschränkten  aber* 
lebfia  kaniu    So  ist  aus  8)  J.  &. 

t|«i,  «,,, .««]•= — I      ,j     g — |-«(n— l)  +  n=s — 1     2  i  8"^ 

^le  dies«  sein  muss,  wenn  die  Gruppen  der  Verbinduneen  ans 
»Elementen  zur  3tenClasse  gebildet  werden,  worin  die  Elemente 
venipteas  einmal  (also  ancli  zwei  und  dreimal)  wiederholt  er- 
«deinen  sollen«    Ebenso  Ist  ans  t)  (.  9. 

W^i»  ^af.«fl«J*~     1.2.3      +«(«— 1)  +  « —      YTi — 3 — 

^ie  dtess  sein  muss,  weil  die  Elemente  in  den  Gruppen  buch- 
f^teos  dreimal  (also  auch  zwei  und  einmal)  wiederholt  erscheinen 
sollen.    DIess  be<(tätigt  sich  auch  an  Zableobeispielen.    So  ist 

19* 


1 
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6.S..2.1  .  6.5.43.2  .  6.S  4^     6.5.4 
^rCe"  +  TÄäÜT  + 1.2  *  1.2  +  TÄJ  • 

Beide  Ausdrflcke  ergänzen  sich   zur  TollstKodigen  Grappeo- 
anzahl  mit  unbeschränkten  Wiederboiangen ,  und  es  ist,  wie  sein 


muss, 


C[fl,.  4.-««r-f*C[a|.  4.- 4]»= 321 +  141=468, 
^r  1«     6-7A9.10.H      .„ 


also 


CK»  ^^"^6Y='C[a^,  <yi,...fl6?+*C[fli,  Äf, ..««]•. 


5.  U. 

Die  Grappenanzahlen  der  Versetzungen,  ohnemid  mit  Wieder 
holunsen,  lassen  sieh  aas  den  Grappenanzahlen  der  Verbindtto- 
gen  (ohne  und  mit  Wiederholungen;  ableiten,  wenn  man  in  die 
einzelnen  Gruppen  der  Verbindungen  die  Versetzungen  einfuhrt, 
welche  die  in  innen  vorkommenden  Elemente  unter  einander  ein- 
gehen können. 

Wendet  man  das  Gesagte  auf  die  in  §.  7. — $•  10.  gefundeneo 
Sätze  an,  so  beantworten  sich  folgende  Probleme: 

Die  Versetzungen  aus  irgend  einer  Elementenzahl   zur  yten 
Classe  werden  gebildet.    Wie  gross  ist 

a)  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin  eine  bestimmte  Anzahl  von 
Elementen  wenigstens  einmal,  eine  andere  wenigstens  zweimal, 
eine  dritte  wenigstens  dreimal  u.  s.  w.  wiederholt  erscheinen? 
Diess  stellt  sich  in  Zeichen  so  dar: 

aas* 

6)  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin  eine  bestimmte  Anzahl  too 
Elementen  höchstens  einmal,  eine  andere  höchstens  zweimal,  eine 
dritte  höchstens  dreimal  u.  s.  w.  wiederholt  erscheinen  ?  In  Zeichen 

k       k  k  k—l  Ir-l  2 

c)  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin  irgend  ein  Element  wenig- 
stens r  mal  wiederholt  erscheint? 
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3)  '/^K,  S*-«^«]«; 

d)  die  Anzahl  derGnippeOy  worin  irgend  ein  Element  höchstens 
rmal  wiederholt  erscheint  f 

Man  hat  zu  dem  Ende  nach  Angabe  von  §.  8.  die  nöthigeo 
Schemata  za  entwickeln»  hieraas  die  Funktionen  der  n,  wie  jiort 
gcffcbeheo,  ahzoleiten  und  mit  jeder  einzelnen  nach  6)  und  7)  §,  7. 
£e  gehorij^  Versetzungszahl  zu  verbinden,  denn  jede  Funktion 
TOD  n  bezieht  sich  auf  gleichartige  Gebilde  der  Gruppen. 

Die  Versetzungszahlen  leiten  sich  dadurch  ans  den  Gebilden 
der  e  unmittelbar  feicht  ab,  wenn  man  bemerkt,  dass  alle  zusam- 
meDgehurige  Ansdrficke  eines  Schemas  einer  und  derselben  Di- 
mension oder  Glasse  zugehoren.  Jede  einzelne  Gruppe  der  e 
Rilirt  daher  auf  eine  Bruchfakultät,  deren  Zähler  die  so  vielte  um 
die  Einheit  steigende  Fakultät  von  der  Einheit  ist  als  die  Summe 
aller  in  ihr  verkommenden  Exponenten  von  e  angiebt,  und  deren 
Nenner  aus  so  vielen  um  die  Einheit  steigenden  Fakultäten  be- 
steht, als  e  vorkommen.  Die  Exponenten  der  e  bilden  dann  die 
Exponenten  der  einzelnen  Fakultäten.  Kommt  man  auf  das  Schema 
S)  m  $.8.  zarGcky  so  gebort  zu 

10|1 

e^  ei  e»  «»  c»  e*=(ci)«     die  Versetzungszahl  ^^,^^^^^^^^^^^^^^^m,l> 
«  e*e^  e*  e*      — (ä*)*6*   „  „  ]i|ip]i^i|i|i|t|S)i' 

i  e   t^  er  =(c )  (e*)  „  »,  "YifiJIjTJäjTiaiT  ' 

leli 

^    ^  V«    )  »9  99  PII^SIIPII    ' 


<»  «»  =  (e»)* 


l«li 


»»  *»  jai  118)1* 


Q-  8.  t  Bringt  man  nun  diese  Zahlenausdrücke  mit  den  zugehö- 
rigen Fakultäten  der  n  in  Verbindungen .  so  erhält  man  för  die 
Gmppeoanzahlen  der  Versetzungen  mit  beschränkten  Wiederho- 
lungen für  die  verschiedenen  Classen  folgende  Zusammenstellung : 

S  3 
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%  S  4 

+  y^  4'"^  («1-2)  +3ift  («2-1)  +  4n,  (n,-l)  +| 


a         6 

'P[/l,  ,  tfs«...<lni,....aii,» ^J   = 

«1-1  41-1  2r-i        ^21-^.^    31-1 

=«1      +15ni      (118-4) +45fi|      («r-2)      +!»»•■ 

+  16ii«(n4-l)+6n|  («*-l)  +  114, 

U.    6.    W. 

Die  Zahlenausdrücke  f&r  die  Gruppen  der  in  2).  3)  und  4) 
deuteten  Versetzungen  ergeben  sicn  nun  aus  1)  9.  9.  und  aiisi 
Gesagten  leicht    Man  hat  daher  aus  gleichen  Gründen: 


Gesagt« 

ö)  ^Pl^u  ^ ««]*=«• 


A  A  A  91"  1 

3  3  2  81-1 

*P[«„ ....  a«,  ,....«11,  ,....Ä»x]'=»i      +  3jt»(«i— i)+ «8  • 

4  4  S  % 

=«1      +6««(«i-l)      +3«a      +4«s(ni 

6  6  4  2 

*/^»£fli  ».•••^»> ....  ö», , ...  afl^ ...,  Oii,]^^ 


-i)+i 


+ 10»,  (n,-l) + 5  «4(11,  -1) + m. 


Ji 


6  0  6  2 


=  ni      +15n«(»i— 1>      +45%      («i— 2)      +I5«f 
+  20ii3(«i-l)      +60it8(ii,-I)(n,-2)  +  10ii, 

+15ii4(«i-jf"+K«4(«i-l)+6»5(«i-l)  + 
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u.  n.  w.    Bei  diesen  FakulUlten-AuscIrflckeD  ist  die  Kranip'sche- 

Bezeiebun^sweise  m*i-**=m(tii— l)(iii— 2)...(m— a?  +  l)  gebraucht, 
ffiernacb  ist: 

4  4       t       8         3       S       A 

'/»[«!  ,^<^,  üj,  fl,,  fly,  a^,  oft,  tf.ot  ^11.  «1«]*= 

=:r2.11.10.0<h6.9.11.tO+3.9  8+47.11  4^4=18348 

filr 

ni=sl2«  na=0|  Wj=7,  114=4. 

Wurde  man  schreiben 

•  Fir  •»♦439822 
'^l^l*  <'»»  ^t  «4»  «b»  «•*  ^r»  <^»  «9»  •lO»  «II»  «iäJ* 

wie  auch  geschieht,  so  hat  Om,  a^  keine  Bedeutung,  da  die  Wie- 
derholungsexponenten  nicht  buher  als  der  Classenexponent  wer- 
den können. 


» 

Die  In  %.  6.  —  $.11  geführte  Untersuchung  hat  die  darin 
aaf{;istellten  Probleme  gelost,  aber  keine  gesohlosseae  Außdräcke 
gmfert,  um  die  dort  vorgelegten  Fragen  zu  beantworten.  Wir 
weodcD  uns  nun  zu  einer  zweiten  Auflösungsmetbode,  die  dieser 
fi^ickriiikang  nidit  unterliegt»  und  stellen  Toigendea  Problem  zur 
Uoteraaehang  auf: 

Die  Verbindungen  mi  t  Wiederholungen  aus  n  Ele- 
menten znr  Arten  (flassse  werden  ^ejbiidet  Wie  gross 
ist  die  Zahl  der  Gruppen,  worin  irgend  ein  Element 
wenigstens  rmal    erscheint? 

Die  Aufgabe  »teilt  sich  in  Zeichen  dar: 

r       r        r  r 

'C\aif  «a;  /F3..../rii]*. 

Eiiii^iiothweiidigB Bedingung  ist,  dass  r^9  Ist   Die  Methode, 

H^elcbe  wir  betreten,  besteht  daitn,'  dass  wir  uns  die  Gruppen  ge- 
bildet denken  und  nach  einer  Richtung  hin  (von  der  Linken  zur 
Rechten)  dieselben  untersuchen  und  fragen.  In  welchen  sich  die 
auflusenden  Gruppen  finden  können  und  dann  die  biedurch  be- 
dingte Zahl  angeben. 

Dm  anflosendeii  Gruppen  sind 

(^Yf  (^',  («b)'.  .f««y. 

Diese  Gruppen  können  entweder  auf  den  r  ersten  Stellen ,  oder 
&«f  r  Stellen  von  der  zweiten  Stelle  an,  oder  auf  r  Stellen  von 
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der  dritten  an  a.  s.  f.,  oder  auf  deo  -r  letsen  Stellen  erscheiiten. 
Mit  jeder  eingenommenen  Stellung  werden  bestimmte  BedingoD- 
gen  eintreten,  die  nicht  übersehen  werden  dürfen.  Es  kann  nSm- 
iicb,  so  verlangt  es  die  Bsldungsweise  der  Gruppen  der  Verbin- 
düngen  mit  Wiederholungen,  keiner  der  genannten  Gruppen  ein 
Element  vorausgehen,  welches  die  gleiche  oder  gar  eine  hö- 
here Stelienzahl  fahrt,  und  ein  Element  folgen,  welches  eine 
niedere  Stellenzahl  fährt.  Elemente  mit  der  gleichen  Stellenzahl 
dürfen  folgen.  Nach  dieser  Bemerkung  beginnen  wir  mit  der 
Untersuchung  der  einzelnen  Fälle. 

a)  Die  auflSsenden  Gruppen  nehmen  die  r  ersten  Stellen  ein. 
In  diesem  Falle  kann  auf  den  (q — r)  letzten  Stellen  iede  beliebige 
Zusammenstellung  von  Elementen  folgen,  welche  aen  oben  ge- 
stellten Grundbedingungen  nicht  widerspricht.  Hieraus  hat  man 
folgende  der  Aufgabe  genügende  Aufstellungen: 


Bestimmt  man  die  jedem  einzelnen  Ausdrucke  zugehörige  Grup- 
penzahl, so  hat  man  folgende  Reihe: 

^1  =  W9-^+  [n-i]^r  +  [n-2],-r  +  ....  [3]»-r+P]^r  +  [l],-r 

Hierin  bedeutet 

r   ,       m(m+l)....(m+a: — 1)     ni*l* 

l^J'= OTTTri =T^' 

6)^  Die  auflosenden  Gruppen  erscheinen  auf  r  Stellen  von  der 
zweiten  Stelle  an.  Ein  Element  kann  daher  vorausgehen  und 
(g—r — 1)  Elemente  können  folgen.  Vorausgehen  und  ^folgen  darf 
keines,  den  oben  genannten  Sedingongen  widersprechendes  Ele- 
ment.   Diese  führt  zu  folgender  AuuteUnmg: 
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wird  folgende  Grappenzabl  herbeigezogen : 

J 


deoD  die  Gmppenform 


kann   als    den  Bedingungen  widersprechend,  nicht  aufgenommen 
werden  und  ist  auch  in  der  Tbat  schon  a»ter  a)  vorgesehen. 

Die  Reihe  J^  and  alle  hierbergeburigen  Reihen  werden  nach 
folgendem  Gesetze  suromirt: 

*)         [m>[lli  +  [m-l^[2]p+ [2]*[m-l]p+[l>[m]p 

_-.  __m(m  +  l)(m  +  2>....  (m  +  k+p)     mHH^ili 

-l«J*+P+i—      1.2.3.....(A  +  p  +  l)        -p+ii+iii- 

c)  Die  auflösenden  Gruppen  erscheinen  von  der  dritten  Stelle 
an.  Zwei  Elemente  können  vorausgehen  und  (g—r-^2)  Elemente 
können  folgen.    Diess  fflbrt  zu  folgendem  Aggregate : 

C  («1  «„ ...  am^)*(a,y  Cifin  )i-^. 
Werdeo  di«  einzelnen  Gruppen  gezählt,  so  erhSlt  man  nach  1) 
^>=[il.[«-l]t--s  +  [2J«  [n-2]^^+...  (n-2],[2],-^ 


d)  Rücken  die  auflösenden  Gruppen  auf  r  Stellen  vor  von  der 
^en  an,  so  hat  man  folgende  Zusammenfassung: 
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C(ai  öa...ii»-i)»(ö«)''C(«»)<-'-». 
Hierau«  uod  aus  1)  ergibt  sich  die  Zahl  der  Gruppen 

^4=[1]8  [«-lj«-r-,s  +  [2]s  [n-l]t^r.,....(«-2],[2]^-.3 

+  [«-l]3llJtw-, 

=  [71— l]^-.r+|. 

Diese  Schlässe  wiederholen  sich*  Jede  einzelne  Aufstellung  fuhrt 
zmr  nämlichen  Gmppenzahl,  denn  die  den  auflösenden  Gruppen 
vorausgehenden  una  nachfoigemlen  Gebilde  ergflnzea  sidi  fanmer 
zu  gleichen  Dimensionen.     Hiemach  erzeugt  sich   der  Ausdruck 

[n — Ijf— r-fi  im  Ganzen  (q — r)  mal.  Denn  er  kommt  in  allen  Fäi- 
en  mit  Ausnahme  des  ersten  (a),  also  in  den  (9— r)  letzten  Stel- 
lungen vor.  *  Die  Summe  aller  auf  diese  Welse  in  Betrachtung 
kommenden  Gruppen  Ist 

und  sie  fährt  zu  folgendem  Ausdrucke: 

n(n  +  i)(n  +  i) (n-hy-r)  .  .        ,(n-l)n(it+l)..(/ifg-r-l) 

—         1.2.3 (9-^+1)  ^^f'^^      ,l.ü.3...{q-T+i) 

Diese  Schiffsse  f&bren  so  lange  sn  elniem  richtigen  Resultate, 
bis  die  vorausgehenden  Gruppen  zur  rten  Classe  angewachsen 
sind.  Geschiebt  diess,  dann  edtbalten '  die  vorausgehenden  Grup- 
pen selbst  wieder  Gebilde,  welche  der  Aufgabe  genügen.  Diese 
müssen  sofort  gezählt  und  ausgeschieden  werden.  Die  Darstel* 
lung,  wodurch  die  efste  Ausscheidung  bedingt  wird,  hat  folgende 
Gestalt: 

.1 

OCh  a^'a^y  («4)'  C'C«»,  a„...a,)*-''  . 


C(ai,  s.  •••«»-«)'  (««-1)'  0(an-i ,  a^-'r , 

Die  Ausscheidungen  kdnnen  durch  die  CHoacbiibg  2)  bewerk- 
stelligt werden,  indem  man  der  Reihe  nach  wegen  der  vorausge- 
gehenden  Ausdrffcke  q=^T  und  statt  n  alimäbl^' die  Elementen- 
anzahlen,  also  1,  2,  3»  4,....,n— 1  setzt  Wegen  des  ersten  Aus- 
drucks ist  dann  aaszuscheUen: 
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wegen  des  iweiten  ' 

»egeo  de«  dritten 

IL  8.  «r.  w^en  des  letzten 

eodiicb 

Die  Samme  aller  dieser  AnsscheldungeD  bedingt  folgendeiReihe : 
Bl=l[«-l]r-,p  +I2],[n-21,-y  +[3].[n-2]t-v  ....[n-l],[l],-y 

Die  Darstelluoe,  wodurch  die  zweite  Ausackeidoog  bedingt 
ist,  bsst  sich  In  Folgendem  znsammeD: 

..  I. 

Um  atte  hterans  aosznacheldeDde  C^ppeti  xu  ^halteil»  hat  man 
'il  statt  q  nnd  1,  2«  3....(n^l)  statt  n  in  3)  zu  setzen  und  mit 
den  Dachfolgenden  ergänzenden  Gruppenzahlen  zu  vervielfachen. 
Es  entsteht  sodapn: 

[[i]i+t[OM[«^w«. 

a2].  +  i.[l]J[n-2]»_^l,*  ' 
[[3]s  +  l[2J.K«-3], 


[[»•-il,+i.[«-a]],Dl 

f 

Wird  nun  vervielfacht,  so  entstehen   zwei  Reihen,   die   sich 
n^h  der  Gleichung  1)  summiren  lassen,  und  man  erhält 
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[»].  [« -2]Mr-i + [2J,[n  -  3], 


Die  hiednrch  bedingte  ansztncheidende  Grappenzahl  ist 

B%=  [»-i]«-*r-h  + 1  l»«-2],-,r+, . 

Die  dritte  Ansscheidnog  ist  dorch  folgende  ZnsammeBsteUaDg 
bedingt : 

*Die  hieraas  hervorgebenden  Gmppeozahlen  ergeben  sich,  weno 
rf2  statt  q  nnd  ailfDählig  1,  2,  3,....n— 1  statt  n  in  2)  geseUt 

wird.    Dadareh  entsteht 

* 

([!].+ 2^  [«-l]f-ir-,. 
a2].+2[l]s)[n-2]^ 
([3],  +  2[2],)[«-31 


([n-l],+2[«-2],)[l] 

Wird  hier  vervielfacht,  so  entstehen  wieder  zwei  Reihen,  die 
sich  nach  1)  samniiren  lassen  und  man  erhUt  sofort  flit  die  dorch 
obige  AofsteUung  bedingten  Ausscheidungen 

B,  =  ln-l],_,rrt + 2[n-2],-y4<. 

Diese  Ausscheidunffen  flibren  sieb  nan  leicht  weiter  fort  Di* 
Darstellung,  wozu  nuyi  bei  der  letzten  Ansschädung  gelangt,  ist: 


Um  die  hiednrch   bedingte  GruppemBahl  su  erhatten,  hat  man  in 
2)  f— r  statt  9  und  l,  i,  3..,(ii — ^1)  statt n  zu  setzen.  Manerbült* 
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Diese  zwei  Raiheo  vereinigen  sieh  in  folgenden  Ausdruck: 

Alle  die  auf  diesem  Wege  erhaltenen  Aosseheidungen    werden 
durch  die  Summe 

angegeben»  welche   (q^2r  +  l)   Glieder   hat.    Alle  B  enthalten 
den  Ausdruck 

[it— l]^-,r+«. 

Dieser  Ausdruck  kommt  daher  (g — ^2r-f  1)  mal  ▼or.  Die  (q — 2r) 
letzten  B  enthalten  noch  einen  zweiten  Ausdruck,  der  einem  he* 
stimmten  Gesetze  unterliegt,  sich  auf  folgende  Weise  darstellt 
und  zusammenziehen  lässt: 

...[V— 2r][«— 2],-v4s 

Di«  Gnipp«nzahl,  welche  daher  vod  2)  ansgeschieden  werden  nmss, 
begreift  sich  in  folgendem  Ausdruck: 

3)  ür=[9-2r+ll  [n-l],-y4,+  [v-2r],  [n-2],-<r4« 

-(9->  +  l)         1.2....(»-2r+2) 

(y-2r)(y-2r+l)  (n— 2)  (n-l)n . . . .  (n+4/-2r-l) 
"•"  1.2  1.2  .3....  (j— 2r+2 

• 

Diese  Ausscheidungen  sind  so  lange  richtig »  bis  sich  die  den 
auflösenden  Gruppen  vorangehenden  Verbin dungsciassen  bis  zur 
(2r)ten  Dimension  erheben.  In  diesem  Falle  sind  zu  viel  ausge- 
schieden worden  und  zwar  alle  unter  den  ausgeschiedenen  begrif- 
fene Gruppen,  welche  die  Eigenschaft  der  auflösenden  Gruppen 
selbst  haben. 

Die  Gleichung  3)  kann  nun  benutzt  werden,  um  die  Ausschei- 
dungen zu  bewerkstelligen,  denn  sie  zeigt  die  Gruppen  an,  welche 
die  E'^enschaft   des   wiederholten    Znsammentrittes  haben.     Es 
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wird  nun  nicht  mehr  nOdhig  die  erfocderltehen  ZnmmmeiistelU 

gen  zu  geben.    Mat  hat  nnr  2r,  2r+l,  2r-f  ^^ g — r  statt  90 

allmählig  1,  %  3  •^.  (n  1)  statt  n  bei  jedem  einzelnen  WerAe  1^ 
q  in  3)  zu  setzen«  und  jedes  einzelne  Glied  mit  der  er^äoMii^ 
Verbindungszahl  zu  vervielfachen.  Es  werden  auch  hier  imai 
Reihen  entstehen ,  die  sich  nach  1)  snmmiren  lassen.  Die  Ad 
drücice,  welche  biedurch  erzeugt  werden,  sind  der  Reihe  nal 
folgende: 

P].[2].[»-3]«r 

(li].[3],[n-4],-„  1 

■  •  • 

.  *  *  • 

•  •  • 

[l]i  .[n-2],[l],-.r  . 

I 

■ 

Wird  nun  2r  +  l  statt  q  und  allmäliir  ],  2,...  (n— 1)  statt  11  nj 

fesetzt  und  werden  die    hieraus  sich  ergebenden  Ausdriicl^el 
en  ergänzenden  Verbindungsclassen  verbunden«   so  entsteht! 
Rücksicht  auf  1) 

Ci=(2  [1],+  [1^0)  [«^2],^,r-i  =2  [n^2],^f^  +  [1],  [h-SJhJ 
(2[2]3  +  [lt[l]3)[n-3]^r-, 
(2[3]3+[l]2[2]»)[«-^4],-^r.» 

: 

(2  [n-i],  +  [!],[«  -3],)  [»],-,,-» ; 

Ferner  wird  fiir  2r-|-2  statt  g  uDd  unter  den  oben  ang^ebai 
Bedingungen: 

Ci=(3[l]4+[2M0]«)[n-2],_,r_,=3[«-2V„+,+[2Mn-3]^^ 
(3[2]4+[2],[l]4)[ii-3J,-„-, 
(3[3J«  +  [2],[2]4[«-4],-„-, 


(3[n-2]4+[2J,[«-3]4)[l],- 


3r-« 


n.  s.  w.  Man  erkennt  nun  leicht,  welchem  Gesetze  die  siiofli 
eben  C  unterliegen.  Es  entstehen  zwei  Reihen,  wovon  die  eti 
{y—3r-f1)  Glieder  und  die  andere  (q — 3r)  Glieder  zählt,  I 
steh  auf  folgende  Weise  behandeln  fassen : 

(1  +  ^2  +  3 + 4 ....  +  {7-3r + l))[«-2],-,r+8 


'  die  ans  3)  aaszüscheidende  Ginppenanzahl  ist  sofort 
I    P=  [fl-3r+lj,  [n-2],-,r+,  +  [g-ir],  [ii^],-,rf , 

_(9-9r+l)  (g-Sr-i-a)  (n-2)(n-l)....  (n-Fy-3r) 
~  1.2  l  .  2....(q—Sr+Sr~ 

(y-2r)  (q^2r+l)  (y-2r+2)  (n-3)(n-2) ....  (n-t^-  3r-l) 
+  1  .T73  ^l~raT3  ...  (v-3r+3)     • 

it  man  min  diese  Schhissweise  fort,  so  erhält  man  för  die 
il  aller  aaflosenden  Gruppen  (A) 

l)  ^=rJlf^iV+P— Q  + 

jiaas  entsteht  durch  Einführung  der  aufgefundenen  Werthe: 


r      r 


+  l7-3r+l]«[n-2],-3r+3      +[fi'-3r]3[«-3]„r+, 

■  • 

^.(!;(stl)...(»4-g— r)      9— r(wr~l)n  (n+l)...(n-i-q'-T—l) 
1.2..  (9— r  + 1)  +     1      1.2.3..,.  (9-r+l) 

ItHl  (lt^l)»....(w^-y^-2r) 

Bb^r)  (y~2r  4- 1)  (11—2)  (n--l) ....  (n  -f  y  ~2r— 1) 
'        172  1  .  2  .  .  •  .  (y— 2r  +  2) 

^Hrfl)(iy-2r-f2)   (n^2)  («-!)...  («+y-3r) 
1.2  1.2....  (y-3r+3) 


^ 


(y~2r)<y-2r+l)(g-2r-f2)   (ji-3)^0ri^)^^+9-3r^ 
^  1.2.3  1.2....  (^— 3r  +  3)    * 


^  Darstellung  lässt  sich  auch  so  umformen : 

!        _}— 2r-fl         ln+fl-«rlU  (y-^2r)^,l       In+y^tr-ll 
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(y-^ar-Kl)«!*      l»H"»|i        "(y^3r)»|i       l>ft-«r-ni 
1«|1  ]a.s,i]f-arfl|l+       li|l       •  Ii;=3}qfrtr4^i 


Werdeo  hierin  die  Fakultäten  im  Nenner,  welche  den  Exponenten 
^  führen,  aasgeschieden,  so  ergibt  sich  folgende  Darstell ong: 

—       iit-i|i  +    1         iit-«|i 


Bei  Ideinen  n  wird  sich  diese  Darstellnng  rortheilhaft  gebrau- 
chen lasseo. 

Die  Anwendung  dieser  Gleichungen  auf  besoodere  Fälle  ist 
sehr  bequem.    So  ist  z.  B. 

.^r  •      ■       *!•     <^'7.&9  .  ^  S.6.7.8     -  5.6 

=  126+3.70—16=321, 

wenn  man  r=3,  n=6,  y=6  io  Nr.  6)   setst,  wie  schon  obeo 
$.  10.  gefunden  wurde. 

Die  Gruppenanzahl  der  Verbindungen,  worin  irgend  ein  Ele* 
ment  höchstens  rmal  wiederholt  erscheint,  ergibt  sich  aus  6)  leicht 
Man  hat  zu  dem  Ende  (r-f-l)  statt  r  zu  setzen  und  das  erhalteoe 
Resultat  von  der  Gesanimtzahl  der  Gruppen  mit  unbeschränkteo 
Wiederholungen  abzuziehen,  denn  die  gesuchte  Gnippenanzabl 
ist  die  Ergänzung  zu  der  ToUständigen  Gruppenanzahl.  Hiernach  ist 

r        r      r  r 

9)       *C[«i.  ot,  as,...a«]<  = 

« 

=  [n]f 

-  [«]«-r— [9-r-l]i  [n— l],-r 

-  [^-3r-2],  [»-2],_,r  -  [y-Sr-a],  [ii-3J,-„ 
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-  \9-r  +  l]-i  - 19-'— 1]  I^-r+l]»-« 

+  [?-2r-2]4  [y-2H-l]«-,  +  [^_2r-2]a  [9-2r+ 1]— , 

-[9-3r-3],[y-3r+ll,_,  -  [»-3r-3],  [y-Sr+l]»-« 


Mit  diesen  Mitteln  kann  man  nun  weitere  Fragen  beantworten. 

» 

Die  Verblödungen  mit  Wiederholungen  aus  n  Ele- 
menten zur  ften  Ciasse  werden  gebildet.  Wiegrose  ist 
die  Zahl  der  Gruppen,  worin  Irgend  ein  Element  gerade 
rmal  wiederholt  vorkdninit? 

Dieses  Problem  lässt  nach  dem  früher  Gesagten  zu,  dass  die 
befrleitenden  Elemente  auch  in  gerkigerec  Zahl  wiederholt  in  den 
aoflüseoden  Gruppen  vorkoramen.  Die  gesuchte  Gruppenzahl  be- 
stiinmt  sich  ohne  Schwierigkeit,  wenn  man  (r-4-1)  statt  t  in  6)  setst 
and  das  so  erhaltene  Resultat  von  6)  abzieht.    Es  ist  sofort 

TT  r  r+I       r-l-l  r+J 

10)       Ar  =  'C[ai ,  Ox, ...  a»]«  —  'C[ai     ,  a^    ,  ...a«     ]« 

Doich  Cfl  r  und  Cmf-^i  sollen  der  Kurze  w^en  die  oben  enge-* 
deuteten  Zablenausorücke  bezeichnet  werden,  um  nicht  die  ent- 
^ckelten  Darstellungen  geben  zu  müssen. 

Satz  lässt  sich  noch  verallgemeinem  auf  folgende  Weise: 


r       T  r  r-|-«^l       H-*+I  »'+•+1 

)lao  bat  (rf-f-fl)  ^^tt  r  in  6)  zu  setzen  und  das  erhaltene  Re- 
sultat von  6)  abzuziehen.  DieDarsteliung  1])  beantwortet  folgen- 
des Problem. . 

9 

Die  Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  n  Ele* 
menten  zur  ^ten  Classewerden  gebildet.  Wiegrossis^ 
die  Gruppenaalil,  worin  irgend  ein  Element  wenigstens 
r  and  höchstens  (r-fs)mal  wiederholt,  also  gerade  r, 
v*-!-!,  r-f2,....  (r4-<)mal  wiederholt  erscheint? 

Hiebet  ist  zu  bemerken,  dass 

ii,(n,  -l)K-2) ..,  (nt-y+1) 
•"      •    I  .  2  .  3  .  .  .  .  9 

1^1  wie  sich  leicht  rechtfertigt;  denn  dtess  sind  in  der  That  die 
Verbindungen   ohne  Wiederholungen  aus   n^  Elementen  zur  ^ten 

Uasse. 

Theil  XY.  20 
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Die  Richtigkeit  dieser  GleichuDgen  soll  an  einigeo  besondero 
Fällen  nachgewiesen  werden. 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  6  Elementen  zur  6ten  Classe 
sollen  g^Ünt  werden«  worin  irgend  ein  Element  gerade  dreimal 
wiederholt  erschdnt.  Man  findet  sie,  wenn  man  q^=6,  n=6  and 
r=3,  dann  r=4  in  Nr-  6.  setzt    Hiernach  ist 

.       ^         ^        6.7.8.9  .  rt  6.6.7.8     -  6.6     «^t      «a«     ime 
^.=q,«-q,^=i;533+3.j-2Ä4-'-  0=321-126=195. 

6.7.8     „  5.6.7 

Lost  man  die  Aufgabe  nach  der  in  8)  angegebenen  Methode, 
so  hat  man  f&r  die  e  folgendes  Schema : 

e«  6»  •»  «i  +  e»  «•  «*  +  «>«•, 

woraus  sich  folgende  Gmppenzabl  ableitet: 

.       6.5.4.3  .  Ä  -  j  ,  6.5     ^g^ 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  zur  6ten  Classe  aus  6  Elemen- 
ten sollen  bestimmt  werden ,  worin  ein  Element  wenigstens  zwei- 
mal  und  höchstens  viermal  wiederholt  erscheint  Man  hat  9= 6, 
n:si6y  r=2  und  r=:5  zu  setzen,  und  es  ist 

j        ^        r'        6.7.8.940  .  ,  5.67.8.9      ^  5,6.7.8    '4.5.6.: 
^s 4=  ^*s  -  ^»5  -1.2.3.4.6  +  H,2  S.4.5  *"  "^TiSJ  " ^\7lU 

4^6 
"*"  1.2.3 

6J     5^. 
""1.2""1.2 

2s  461— 36=425. 

Lost  man  auch  hier  die  Aufgabe  nach  dem  Schema  der  r 
so  ist 

e*  e*  e*  €»  e*  +  e*  «»  «»  «•  +  €»  e*  «» 

«i  #1  e^  c'-f  e*  «*  e'+«'  e* 

wodurch  folgende  Anzahl  bedingt  ist: 

.    _  6.5.4.3  ^  .  6.5   4.3  .  6.5.4  .  6.5.4  ^  .  ^  ^  , 

"**'♦  - 1:233:-^+  o  •  L2 + 1x3 + L2:3-^+®'^-^ 

+^+  jJ5.4+6aJas30+90+90+60+ia0+15+60+M 

=425. 
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§.  13. 

Es  Ist  MO  oidi  ttbrfg  iolgeiHles  Problem  aM  lOMii : 

Die  Versetzungen  mit  Wiedefbolnngen  aus  n  E(e- 
mcnten  cur  ^rten  Classe  ly erden  gebildet.  Wie  gross 
ist  die  Zahl  der  Grappen,  H-orin  irgend  ein  Element 
wenigstens  mal  trieaerfaolt  erscheint?    In  Zeichen 

Die  Vorbedingungen  4  welche  zu  der  Aufgabe  des  vorigen 
Paragraphen  gestellt  wurden  ^  gelten  mit  wenigen  Abänderungen 
auch  hier.  Die  Aufgabe  wird  deswegen  auf  eine  ähnliche  und 
folgende  Wei^e  gelost. 

a)  Die  aoflOs^enden  Gruppen 

erscheinen  von  der  ersten  Stelle  an.  In  diesem  Falle  können 
alle  Elemente  ebne  Unterschied  auf  den  letzten  {q—r)  folgenden 
Stellen  in  jeder  beliebigen  Anordnung  aufrückeo.  Hieraus  ergibt, 
sich  folgendes  Schema: 

ireoD  jede  der  Gruppen 

§ 

ab  eis  Element  betrachtet  wird. 

Die  Anzahl  der  hiedureh  bedingten  Gruppen  ist 

6)  Geht  maa  nmi  eine  Stelle  weiter,  so  kann  ein  fremden 
Element  in  jede  der  auflösenden  Gruppen  treten,  ohne  dass  die 
Bedingungen  der  Aufgabe  aufgehoben  werden.  Die  Elemente  der 
aafiusenden  Gruppen  dürfen  aber  nicht  auf  den  r  ersten  Stellen 
erscheiDeD,  denn  dieser  Fall  ist  in  a)  vorgesehen.  Daher  muss 
ein  fremdes  Element  auf  einer  der  r  ersten  Stellen  erscheinen« 
oder  es  kann  r  Stellen  durchlaufen.  Anf  den  Dachfolgenddit 
(9— r— I)  Stellen  können  alle  Elemente  ohne  Untersckied 
erscheinen.    Hieraus  entsteht  folgendes  Schema: 

{a^y-^Pia^,  iia...cj«)».aiP'(«„  <i« . . . fl«)«^^» 

20* 
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a  • 

IMs  «^^(mlttte  Elemeot  hinter  dem  Punkte  nimmt  eine  feste  Stel- 
liii»^  Vi».    Jede  Zusammenstellung  von 

knmfü  wegen  des  Eintrittes  eines  fremden  Elementes 

r(r-l)..,2.1       r 
1.2...(r— l).l^l 

Versetzungen  hervor.     Hieraus  ergibt  sich  folgende   der  Aofgabe 
fendgende  Gruppenzahl: 

^j=j.ii(«-l)n«-*'-i. 

c)  Geht  man  nun  zwei  Stellen  weiter  und  dehnt  diese  Be- 
trachtung auf  (r  +  2)  Stellen  aus,  so  können  zwei  fremde  Ele- 
mente zwischen  die  auflosenden  Gruppen  treten.  Die  fremdeo 
Elemente  müssen  aber  auf  den  (r-f  1)  ersten  Stellen  vorkommen, 
weil  sonst  die  unter  a)  und  b)  vorgesehenen  Fälle  eintreten  wür- 
den.   Diese  fChrt  zu  folgendem  «Schema : 

{ai)»^  1 JP (fl,, «lg . . .  o«)« .  Ol  P' («r,,  11« •.. . a.)«-^--« 

(a,)»-» P (oi, 02,  a«, . . .  On)'. Os  P' (a„ nj . . .  a«)«-'^* 

.  •  • 

.  *  • 

•  *  a 

•  •  • 

Das  getrennte  Element  hinter  dem  Punkte  nimmt  auch  hier  eine 
feste  Stellung  ein.  Die  vorausgehenden  (r^-l)  Elemente  können 
unter  sich  jede  beliebige  Stellung  einnehmen.  Die  aus  diesen 
Versetzungen  sich  ergebende  Ver^elfacfaungszahl  Ist 


(r-H)(r)(r~l)... 3.2.1^  r(r+l) 
1. 2.1.2. ...(r-1)     ■"    1.2    • 

Sie  gehört  jeder  einzelnen  Gruppe  in  der  vorstehenden  Zusammen- 
stellung an.  n  Gruppen  sind  es*  Die  hieraus  sich  ergebende 
Zahl  der  der  Aufgabe  genügenden  Gruppen  ist 
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Setzt  man  uun  die  angegebeoe  Schlussweiae  durch  alle  Stellen 
fort  und  zSblt  die  hieraus  messenden  Gruppen  zusammen,  so  hat 
man  sofort  folgende  Gesamrat  -  Gruppen  -Anzahl : 

I)  A=Ji^At  +  A,  + 

% 

=11 ««-'  +  J  n  (n-1)  Ht-r-i  ^  '•y^')  „  („  _  l)9„,-r-»  ^. . . . . 

••• 1.2 (y_r) »-(«-l)«-' 

I 

=l4»^+[rl(n-I)«»-r-l+[r],(„_l)2«,-r-«^-[,.Jj(„_l)«„,-r-8^... 

'•.•Wf-r:(«-l)»-'l 

M 

X  dorchUuft  **«  Werihe  0,  1,  2,  3....(9-r). 

Diese  Schlfisse  fShren  so  lange  auf  ein  richtiges  Resultat,  als  die 
eineeschobenen  Elemente  die  rte  Classe  nicht  erreichen.  Er- 
reiciien  sie  diese  und  erheben  sie  sich  darüber,  so  werden  zu 
viele  Gruppen  gezählt,  und  zwar  alle  diejenigen,  welche  in  den 
Ausdrücken 

Pifl^a^  •  ••  OiiK>  ^(äi> «3 •  •  •  •  o«)''» •  ••  /^ («1, o« . . . fln-iV 

oftd  deo  zugehörigen  hühern  Classen  enthalten  sind  und  die  Ei- 
genschaft ^aben,  der  Aufgabe  zu  genügen.  Sie  müssen  fixirt  und 
von  l)  ausgeschieden  werden. 

Die  Gruppen,  welche  in  dem  Ausdrucke  P*  («f«»  Os  •  •  •  On)r  ®ot- 
Uten  sind,  haben  die  Fonn 

(fir2)'>  (fls)',  (oO'...(a»)'. 

Ihre  Zahl  ist  (n— 1),  denn  die  Zahl  der  Elemente  ist  um  die 
Eioheit  Tcrkürzt.  Die  Ausscheidungen  sind  durch  die  Glieder 
der  nachstehenden  Reihe: 

(rV« («  -  iyn9-^,  [r]r+i  n  (n  - 1/^ » it«-«^-*,  - 

oBil  in  ihnen  durch  die  Ausdrücke 

(n-l)r,  (n— in^  (n-.l)r+a,.. 

bediDgt.  Man  Gndet  nun  die  auszuscheidenden  Gruppenanzahlen 
leiclit,  wenn  man  die  ebengeuannten  Ausdrücke  nacii  der  Glei- 
drane  1)  behandelt  Diess  geschieht»  indem  man  n— 1  statt  n  und 
aUmälig  r,  r-f-l^  r-f-^»-*-*  statt  6  schreibt  und  die  fehlenden 
Stellen  aorch  die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  ergänzt.  Da- 
durch eriiät  man  folgende  auszuscheidende  Groppenanzahlen: 
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9)Ä,=[r],n(ii-l)m-*. 

B%  =  Wr+,  n  ((«--I)  (if-1)  +  y(«-l)(n-2))«T-»-' , 

^=Wr-N«((«-l)(»-l)'+5-(»-«)(«-2)(»-l) 

+  [''I.Cr-J)  (i»-2)«>ii*-*-*. 

B*= Wr+i  « ((n-l)  (n-1)«  +  5-(it-l)  («-2)  (n-l)« 

+  [r],(n-l)(n-2)«(n-l)  +  [r]i(«-l)(n-2)»)«»-«'-». 


Ä+i  =  [rV  «  ((«-1)  {n-iy  +  r(ii-l)(i»-2)(«-l)^»+.-. 

...  [r>i»-lX«-2)0»»-». 


Man  kann  onn  die  Klammern   aafVvMH   aad  anders  MdaM. 
Dadurefa  geht  2)  fber  fai 


3)  ß=n(n-l) [[r]rn»-*'+  lr]r+i  (n-l) .nt-> 

+  W'+*(«-l)'"«^*-*+-J 
+ r .  n  («-1)  (n-2)  [[rl,4i  »»-*-»  +  [rjrt,  (n-l)nf-*-« 

+[>'lrH(«-l)*««-*^"  +  ••  •) 
+  [r]«  «  (n-l)  (a-2)«  rWrt,  n«-«r->  +  [r],^^  (n-t)nt-*'-» 

+  [r],B(n-l)(ii.  2)'|IrV««-*'+r'']»^i  (n-I)n»-^» 

+  [»-^44  («— *)«*-*^" + •  ••  I 
^  Mr+i «  (n-l)  (n-2)'+»  [[r]y+i  «i^«r-»  +  [r],,^  («-!)•»-*-• 

+  [r]«rH(«-l)«»-'^  +  -l 
+  [rJ^wC»-!)  (n-2)'+"[[r],rt,n«-*-»  +  [r]r+,(n-l)nf-»-» 

+  ['Vf 4  («—1)  n«-»-« + . .  1 


Die  Darstellung  3)  ISsst  sich  mittelst  der  S  auf  eine  dieUeber 
Hiebt  erleichternde  Weise  wiedergeben  nnd  xwar  auf  folgende 
Weise: 


+  [rln(n-1)(»-2)4[>->+»+*(n-»)'- »»-*-'-' 
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+  lrJ,ii(«-l)(a-2)»-5^[r],+,+,(n-l)'«t-«r- 

•  • 

:  : 

•  • 

+[r>  ii(ii-l)  («-2)'  l?o[rVt*(n-l)««f-*-- 
+[rl+,n(ii-l)(«-2)'+»2;o[r]„+,+,(n-l)«n«-«'-»-* 
+ [r]r+,«  («  -1)  (n-2y+*  £Öir}arH+*  (n-l)'n»-»'-*-' 

•  • 

:  : 

oder: 

5)  Ä=: «  (n-l)  J?o  [rl,(n-2)§  (2i  [r]rf  »i»  (n— 1)' n«-*^-8^') . 


In  5)  bat  man  statt  v allmähllg  dieWerthe  0,  1,  2,  S...^— 2r 
(ako  bis  zu  der  fjube ,  wodurch  der  Exponent  von  n 
in  0  übergeht)  zu  setzen  und  dann  hat  man  filr  jeden  einzelnen 
bestimmten  Zahlen werth  för  ^  allmählig  die  Wertfae  0»  1,  3,  3... 
für  X  einsuf&hren  und  zwar  bb  zu  der  Hohe>  wodurch  der  Expo* 
nent  ?on  n  in  0  fibergeht. 

Die  hier  gemachten  Schlosse  sichern  so'  lange  ein  richtiges 
Resultat»  bis  der  Exponent  von  (ra— 2)  sich  auf  r  und  darfioer 
erbebt.  Von  da  an  sind  wieder  Ausscheidungen  aus  4)  zu  machen, 
>Bd  iwar  in  Besiehung  auf  (n—2),  wie  sie  Torher  auf  (n — 1)  ge- 
madit  wurden. 

in  dem  Ausdrucke  (Nr.  4.) 

»t  (a^S/  nach  der  Gleichung  1}  zu  behandeln  und  zu  dem  Ende 
fsr  uod  (ii — ^2)  statt  n  zu  setzen.  Dadurch  erhält  man  als  aus- 
MMheideDde  Gmi^enzahl 


[r}rn{n  -1)  2?o  Wtr+*  (n-iy  «t-*-'.(ji-2). 
In  dem  Ausdrucke 

[r]r+i«(ii-l)(n-2)r+»2:otrVfi+r(»i-l)'iH-»-»-* 

von  Nr.  4.  ist  wegen  («—2/+*  in  1)  der  Werth  (r+1)  statt  q  und 
("-2)  statt  n  zu  setzen.    Man  erhält  sofort 

fieser  Werth  ist  in  den  verstehenden  Ausdruck  eiozufiShren.  iiie- 
^ch  entsteht  die  auszuscheidende  Gruppenzahl : 

Wr+iii(»-I)  iCkWi-M«'-"'-"*-'  [(n-2)(ii-.2)+r  («-2)(ii-3)]. 


296 

Fährt  man  aof  diese  Wteise  fort,  so  erhSlt  man  folgende  auszo- 
scheidende  Griippenzahi : 

6)  C=[r>n(n-l)(«-2)  sl  [r]*r+*(n-J)'  n?-*--* 

+  Wr+i«(«->)(«-2)io[r]ar+i +«(«-!)''»•-"'-'-' 

X[(n-2)+f(n-3)] 

+  [r]r+t  n  («- 1)  (n-2)  4  [r]«r+*+»  (n-V  ni->r-*-' 

X  [(n-2)«  +  r  («-2)  (n^3)  +  [r],(n-3)*] 

I-  [r],+,n(.i-l)(i.-2)  4[»-}«r4«+«(«-l)'««-"'-*- 
X [(«-2)"  +  r(»-2)« (n-3)  +  [rji  (»-2)(ii-^)«  +  lr],(it-3)«l 

•  »  •  •  • 

•  .  •  •  • 

•  •  •  • 

Auch  diese ZuüaminenstelluDg iässt sich,  wie  inNr.  2.— 5.  ^acfaab, 
anders  ordnen.  Stellt  man  sie  nach  deo  Vertikalreihen  xasammeo* 
80  liegt  in  ihnen  folgendes  Gesetz: 

7)  C=n^  2o[rUn-^* 

(4Wrf.+»^n-2)»(i:oW2r+.+H-x(n-l)'.nf-«^--^')). 

In  dieser  Darstellung  durchläuft  z  allmählig  die  Werthe  von 
0,  1,  2y  3,  ....(^F — 3r)  (bis  zu  der  Höhe,  wodurch  der  Exponent 
von  n  auf  0  sinkt);  ftir  jeden  bestimmten  Werth  Ton  x  durcbläofl 
dann  y  die  Wertne  0,  1,  2,  3,....  bis  zur  erforda^ichen  Höbe 
(d.  h.  bis  der  Exponent  von  n  auf  0  sinkt);  und  endlich  für  je  zwei 
bestimmte  Werthe  t6n  r  nnd  y  (zusammen  genommen)  durchlünfl 

a:  alle  Werthe  0,  1,  2,  3, bis  zur  erforderlichen  Hohe.   Keine 

der  drei  veränderlichen  Grossen  kann  ßir  sieh  den  Werth  (q—^) 
übersteigen.    Dasselbe  gilt  auch  von  ihrer  Gesammthett. 

Das  Gesetz  filr  die  Gesammtzahl  aller  auflösenden  Gruppen 
ist  hiernach: 

oder 

-«>i-*2;tt*Mf(«-2)5(-SoWH^f*(«-l)'»»-«^-^) 
+  ii3l-*-BJr].(w-3)« 

(l^^lr-H+sCn-a)»  (£o[t]v+»H+'  (n-l)'fH-»'— »-')) 


Das  FwteaiigsgeiBetz  diesem  Darstellwig  liegt  klar  vor  Angen. 
Das  erste  Giiea  in  9)  erzeugt  q — r-\-\)  Glieder,  das  zweite 
(,-2.+l)y2r-^2)^  ^  ^.^  4-3,^.l)(y-^+2)(y-3.-t^ 

das  vierte  [9— ^-hl]*  Glieder  u.  s.  f. 

Die  Exponenteo  von<  x  im  ersten  Gliede,  von  Xy  y  im  zweiten 
Gliede,  von  x,  y^  z  im  dritten  Gliede  u.  s.  f.  bilden  nämlich  die 
Gruppen  der  Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  den  Ele* 
nienten  0,  1,  %  3...(9— r)  zur  ersten  Classe;  aus  den  Elementen 
0,  1,  2»  3,...(4r— 2r)  zur  zweiten;  aus  den  Elementen  0,  1»  2,  3,.. 
..(9— 3r)  zur  dritten  Classe  u.  s.  f.  Man  kann  sich  hiedurch  ein 
Scoema  bilden,  welches  die  Bildung  der  einzelnen  Zahlenausdrücke 
^ou  9)  sehr  erleichtert 

Man  kann  nun  mit  den  in  diesem  Paragraphen  aufgefunde- 
Den  Mitteln  auch  ähnliche  Fragen  über  die  Versetzungen  mit  Wie- 
derboliugen  beantworten,  wi^  sie  im  vorhergehenden  Paragraphen 
voD  den  Verbindungen  beantwortet  wurden. 

Hiemacb  bestimmt  sich  die  Gruppe nanzahl  der  Versez- 
zuDgenausiiElementenzur  ^ten  Classe«  wenn  einEle- 
meDt  höchstens  (r — l)mal  wiederholt  erscheint^  durch 

Eben  so  kann  man  nun  die  Gruppenanzahl  dieser  Versetzungen 
besHomen,  worin  irgend  ein  Element  gerade  rmal  wiederholt  er- 
«ckemt    Es  ist 

TT  r  r-f-l      r+l  r-f-i 

11)       ilr='P[ai>  öa,...On]v-'P[ax     ,  o^    ,...0«    J« 

und 

Aas  9)  erhält  man  sofort  durch  Einführung  der  betreifendkn 
Weribe  die  nuthigen  Zahlenausdriicke. 

Die  Gnippenanzahl  der  Versetzunsen  aus  6  Elementen*  :tur 
<Hen  Classe  soll  bestimmt  werden,  worm  irgend  ein  Element  we- 
nigstens dreimal  wie^ejrholt  erscheint. 

Man  hat  in  9)  statt  x  allmählig  0,  1,  %  3;  n±=6i  r :=3  im 
ersten  Gliede  und  0  statf  x,  und  0  statt  y  im  zweiten. Glieds  zu 
setzen.    Dadurch  wird 

ß  5  ^^:^ 
.  "^  ^1.2.3 
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=6[216^-S40-f  000  f  12BO]-3OO=&rl743ft--^300 
=  17J36. 
Behandelt  man  die  Aufi^abe  nach  {.  II.  5)»  so  ist 

ao  setsen,  and  man  erb&lt 

'P[(H$  irJ!..ai'||«=2Qxe.6  .4.3  +  60X0.6.44-10x9.5+15x9.5.4 

+  15x6.5+6x6.5+6 
=7200+7200+300+1800+460+180  +  6 

srl7136. 


S.  14. 

Die  biet  gefundenen  Gleichungen  lassen  manche  Anvrendung 
zu.  Eine  sehr  einfache  Anwendung  ergibt  sich  auf  das  Würfel- 
spiel, denn  hier  kommen  die  Versetzungen  mit  unbeschränkten 
und  beschränkten  Wiederholungen  in  Präge. 

Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit  mit  drei  Wflrfehi  einen 
Pasch  d    h.  wenigstens  zw^  gleiche  Zahlen  zu  werfen? 

Die  Zahl  der  günstigen  Fälle  ist  in  folgendem  Ausdrucke 

2      2      2  2. 

'P[öl,   Il2>   fll>-"<d* 

beeriffen  und  ;  ergibt  sich  aus  9)  §.  13.  wenn   dort  n=6,  r=% 
und  för  x  die  Wertfae  0,  1  gesetzt  werden.    Uiernaoh  ist 

J=6[6i  +  j.5J=6. 16=96. 
Die  Wahrscheinlichkeit  kt  daher  flir  den  fraglichen  Fall 

und  es  ist  4  gegen  6  zu  wetten»  dass  in  jedem  War  e  mil  drei 
Wdrfeb  ein  Pasch  fSedlen  wird. 

*  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit  mit  sechs  Wfirfeln  in  einem 
Wnrfe  wenigstens  zwei  gleiche  Zahlen  zu  werfen? 

Die  Zahl  der  gflnstigen  Fälle  ist  in  dem  Ausdrucke 

2       2        2. 

begriffen.  Sie  wird  gefunden,  wenn  9=6,  r=2,  n=6  gesetzt 
wird.  Hernach  hat  man  filr  or  im  ersten  Gliede  die  Werthe  0,  h 
%  3,  4,  für  y  und  x  die  Doppeiwertbe  0,0;  0,1;  0,2;  1,0;  1,1;  2,0 
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im  ivreiten  Gliede»   und  fiSr  2»  y,  x  die  Wertbe  OAO  im  dritten 
Gliede  lu  0eti»B.    Hiernach  Ist 


^=6(fl*+2.5.6«+fj|s«.6«.+  Tio8»-6+r|i^-8*l 


«Kr2-3 «,.  2.3.4,, .  2.3.4.5  ^,-| 

-*'*Lo- '^+ 073''«+ 07574-^  J 

ß  «  2  ^  r2.3.4        2.3.4.5      -| 

2.3        2.3.4.5 
-6.5.j-5.4«.j  2  j^.6o 

^- -  .  3.3   2.3.4.5 

oder,  wenn  die  angezeigten  Zahlen- Wertbe  ermittelt  werden : 
il  =:6[12g6-|- 2160+2700  +  3000  4-3125j=-f  73686 
-^dO[10S-M204^125]  rr— 10690 

-.250  [24-1- 25]  =-11760 

-1440.5  =-7200 

•fl20.f5  =i-|-lH0a 

=75486—29550=45030. 

4 

Hieniach  ist  die  gesachte  Wahrscheinlichkeit 

^)  ^  —  46656-324' 

Dass  die  in  i)  nnd  2)  gefundenen  Werfhe  richtig  sind,  lässt 
Bieli  aneh  durch  die  in  §,  11.  gegebenen  Gleichungen  nachweisen. 

Ihre  RkhtiriMÄt  Bsst  skh  abev  aaeh  noch  ganz  einfach  dar 
durch  ze^n,  dass  man  bemerlct,  dass  die  Zahl  der  günstigen 
Fälle  alle  diejenigen  Gruppen  in  sich  begreift»  worin  Wtederno* 
Inngeo  vorkommen,  also  diejenigen  ausschliesst ,  worin  nur  Ver- 
Betzungen  aus  6  Elementen  vorkommen.  .Die  günstige  Anzahl  für 
Nro.  1.  ist  daher 

Die  günstige  Anzahl  für  2)  aber  ist  ans  dem  nSmIlcheu  Grunde 
wie  olieu  gefunden  wutde. 
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Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit  mit  zehn  Würfeln  einen 
Wurf  zu  thun,  worin  drei  verschiedene  Zahlen  gerade  je  einmal 
(nicht  mehr,  nicht  weniger),  zwei  andere  gerade  je  zweimal 
und  die  letzte  gerade  dreimal  vorkommt? 

Die  Zahl  der  gunstigen  Fälle  ergibt  sich  nach  7)  $.  7.  aus 
folgendem  Ausdruck: 

2       2  2         9        S  3. 

10.9.8.7.6.5.4.3.2.1  6.5.4.3.2,1  _^v,e,,^ 
^1.1.1.1.2.1.2.1.2.3    1.2.3.1.2.1"-^'^'*^' 

die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ist 

W        IV—  iO'9  8.7.6.5.5.4.3       5^.5.5  _  875 
^        '^ ""6.6.6.6.6.6. 6.6.6.6~    3^ ."^^^  "" 5®2  ' 


§.  15. 

Eine  weitere  Anwendung  der  hier  gegebenen  Entwicklangen 
lässt  sich  auf  das  Polynomium  machen. 

In  §.  2.  haben  wir  den  Zusammenhang,  welcher  zwischeD  deo 
Gruppen  der  Verbindungen  mit  und  ohne  W^iederholungen  und 
denen  der  Versetzungen  mit  und  ohne  Wiederiiolui^en  herrscht, 
nachgewiesen.  Man  kann  die  Gruppen  der  zweiten  Art  aus  denen 
der  ersten  Arf  und  umgekehrt  ableiten,  wenn  man  in  die  einzel* 
nen  Gruppen  der  Verbindungen  die  Versetzungen  einfuhrt »  oder 
umgekehrt  ausstösst.  Uiese  Beziehungen  lassen  sich  in  Zeichen 
80  darstellen : 

1)  P(öi,  oj, . . . Pä)«  =  P[C(a, ,  a^j,..am)9], 

2)  P'(oi,a^.,.an)9=P[C (fii,  a^...aii)v]. 

Durch  das  P  auf   der  rechten  Seite  vor*  der   eckigen  Klammer 
soll  das  EinfjIbTen  der  Versetzungen  w  die  Elemente  der  ans 

C(ai,  (i2>'--^n)^  und  Ci[flj,  ci2>...an)9 

hervorgehenden  Gruppen  angedeutet  werden. 

Aus  der  Zusammenstellung  in  1)  und  2)  lässt  sich  noch  eme 
weitere  Beziehung,  die  zwischen  den  Gruppen  der  Verbindungen 
und  denen  der  Versetzungen  (mit  und  ohne  Wiederholungen)  aufl 
einerlei  Elementenzahl  und  zu  derselben  Classe  herrscht,  erkennen. 
Sie  ist  folgende: 

3)  In  den  Gruppen  derVersetzungen  ohne  Wieder- 
holungen einer  bestimmten  Classe  und  Elementenzahl 
gibt  es  gerade  so  viele  unter  sich  verschiedene  Grup* 
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peo  als  io   denen  dtr  Verbindungjan    ohne   Wiederho- 
langeii  zar  n&mlicheB  Classe  und  Elementenzahl ; 

oder  die  Anzahl  der  unter  6icb  verschiedenen  Gruppen  in 
P(oi,  a2...a«)9  ist  gerade  so  gross  als  in  C(ai,  o«» • ' . On)?^  denn 
das  Mehr  der  Gruppen  in  P(ay  a^  .On)^  hängt  von  der  Versetzuns 
oder  verschiedenen  Stellung  der  nämlichen  Elemente  in  einer  und 
derselben  Gruppe»  nicht  aber  von  verschiedenen  Elementen  ab. 

4)  In  den  Gruppen  der  Versetzungen  mit  Wieder- 
bolangen  einer  bestimmten Classe  und  einer  bestimm- 
ten Elementenzahl  gibt  es  gerade  so  viele  unter  sich 
Terschiedene  Gruppen  als  in  denen  der  Verbindungen 
mit  Wiederholungen  zur  nämlichen  Classe  undEiemen- 
teozahl; 

oder  die  Anzahl  der  unter  sich  verschiedenen  Gruppen 
mP(a|,  a^..an)9  ist  gerade  so  gross  als  in  0(ai,  as,...aii)9  aus 
dem  obeta  angeführten  Grunde. 

Ifiemach  ist  die  Gruppenzahl  (Av)  der  unter  sich  verschiede* 
denen  Gruppen  in  P(ai,  a^,...a^ 


tfv                      ^       y  V      n(n--l)....(n — Q-\-\) 
5)  ^,=(«),=-5^ bla  ' 


md  die  Gruppeazahl    der  nitter  lach  verschiedeneo  CSruppen  in 

«)  ^,=[n]e=: 1.13...  7 

Gn  diese  Sätze  erörterndes  und  bestätigendes  Beispiel  wurde 
»riioo  oben  $.  ^L  angeführt. 

Ausserdem  besteht  ein  ganz  enger  Zusammenhang  zwischen 
den  Versetzungen  mit  Wiederholungen  einer  bestimm- 
ten Classe  und  bestimmten  Elementenzahl  und  dem 
Potynomium»  wenn  die  Elemente  der  Versetzungen  mit  den 
Gliedern  des  Polynomiums  und  der  Classenexnonent mit  der 
Potenz  des  Polynomiums  zusammenfallt  Beines  sind  näi»* 
lieh  verschiedene  Darstellungen  einer  und  derselben^Sdlehe. 

So  ist  z.  B. 

+  3a6« + Zac^ + ^cd  +  3a<P  +  6»  +  36«c 

+  36«d  +  36c« + 6*c€«  +  36€i«  +  c» 

+  3€«+3eif"+d». 

Genau  dieselben  Gebilde  haben  wir  schon  in  §•  2.  erhalten.  Hier- 
nach hat  man: 

(a-|-6  +  c+rf)«=P'(a,  6,  c,  d)^ 
nnd  in  Rücksicht  auf  2)  dieses  Paragraphen. 
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Diese  ScblQsse  lassen  sieb  leicht  ins  Allgemeine  Qberftnigen, 
nnd  man  hat  sofort 

Stellt  man  nun  diesen  Satz  in  der  gew5hnlichen  Polynomialfonn 
dar,  so  ändert  das  in  Nichts  die  geroachte  Schinssf^ifie  nnd  man 
bai,  wenn  die  ordnende  Grösse  x  eingeffihrt  wird. 

Durch  dfe  Darstellane  8)  hat  sieh  nmf  die  Ordnong»  In  wel* 
eher  die  entstehenden  Groppen  susammengestellt  weraen,  nicht 
aber  die  Gruppen  oder  Ihre  Anzahl  geändert  Mao  kann  da- 
her  die  gewonnenen  Sätze  benutzen^  nm  die  Glieder  ^  weiche  l>ei 
der  entwickelten  Darstellung  des  Polynomiums  entstehen«  zu  zählen. 

Hiebei  unterscheiden  sich  folgende  zwei  Fragen: 

a)  wie  gross  ist  die  Zahl  aller  möglichen  Glieder  eines 
Polynomiums? 

b)  wie  gross  ist  die  Zahl  aller  unter  sich  verschiedenen 
Glieder  desselben? 

Die  Zahl  aller  mißlichen  Glieder^  welche  durch  die  entwickelte 
Darstellung  eines  Polynomiums  entetehen»  Hillt  mit  der  Anzahl 
der  Gruppen  zusammen,  welche  entstehen,  wenn  die  Versetzun- 
gen mit  Wiederholungen  gebildet  werden  aus  den  Elementen  der 
Crrundrelbe  des  Polynommnis  zu  der  so  Tielten  Classe  als  der 
Exponent  des  Polynomiums  angibt.    Es  Ist  sofort^ 

Die  Zahl  aller  unter  sieh  verschiedenen  Glieder  in  der  entwickel- 
ten Darstellang  eines  Polynomiums  fallt  mit  der  Zahl  der  Grup- 
pen zusammen,  wenn  die  Verbindungen  mit  Wiederbobngen  aus 
den  Elementen  der  Grundreihe  zur  so  vielten  Classe  gebildet  wer- 
den als  die  Potenz  des  Polynomiums  angibt.    Es  ist  sofort 

10)    AvioiOP,  a%x\..,anS^)^=C[aiXj  a%x\,.,aua^yi 

=  t^'l'^ 1.2.3....^       • 

Den  eben  auf  so  einfache  Weise  gewonnenen  Satz  (Nro.  10.)  hat 
Brianchon  im  Journ.  d«  l'^coie  polyt.  T.  XV.  Cab.  XXV- 
Pg.  158.  (Memoire  sur  les  puissauces  des  Polynome«) 
auf  teine  sehr  weitläufige  Weise  entwickelt,  so  dass  man  sich  io 
der  Tbat  liber  den  Aufwand  der  dort  gebrauchten  Mittel  wundem 
muss,  um  einen  so  einfachen  Satz  zu  beweisen  und  'zum  Gegen- 
stand einer  besondern,  umfangreichen  Abhandlung  zu  machen. 
Er  hat   den  Satz  unter  folgender  Form  gegeben: 
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11)    Äp(aiX,  aaar*,,..a«a:«)«= 172777"^ —  in-yifii 

—     l«-ili      -  1.2 (n-l)         — W+*J»-i- 

Wendet  man  nun  die  gefiindenen  Sätze  auf  den  TorKegenden 
besondern  Fall  an»  so  ist 

wie  60  flein  ranss. 

Wendet  man  nun  die  in  §.  6.  — 13.  gefuiideneo  Sitze  anf  das 
PoIvDomium  an,  so  bietet  diess  reichlichen  Stoff  zur  Anwendung 
Dna  ee  l&sst  sich  nun  eine  Reihe  von  Fragen  beantworten,  wovon 
die  von  Brian  eh  on  gestellte  den  Anfang  bildet. 

Das  Polynomiam 

(ai+flt  +  a»  +  . •.««)« 

wird  entwickelt. 

a)  Wie  gross  Ist  die  Zahl  aller  mogiichen  Glieder,  worin  irgend 
ein  Glied  der  Grundreihe  wenigstens  in  der  rten  Potenz  vor- 
kommt? 9)  §.  13.; 

6)  höchstens  in  der  (r— l)ten  Potenz  vorkommt?  10)  §.  13.. 

c)  worin  irgend  ein  Glied  gerade  in  der  rten  Potenz  vorkommt? 
11)  $.  13. ; 

ij  worin  irgend  ein  Glied  wenigstens  in  der  rten  und  höchstens 
in  der  (r4*s)ten  Potenz  vorkommt?  12)  §.  13.. 

e)  Wie  gross  ist  die  Zahl  aller  unter  sich  verschiedenen  Glie- 
der, worin  irgend  ein  Glied  der  Grundreihe  wenigstens  In 
der  rten  Potenz  erscheint?  6)  §.  12.; 

/)  höchstens  in  der  rten  Potenz  erscheint?  9)  §.  12.; 

g)  worin  irgend  ein  Glied  gerade  in  der  rten  Potenz  erscheint? 
10)  §.12.; 

h)  worin  irgend  ein  Glied  wenigstens  in  der  rten  und  höchstens 
in  der  (r-|-s)ten  Potenz  erscheint?  11)  $.  12.; 

Q.  8.  w.    In   den  angefahrten  Paragraphen  sind  alle  die  Fragen 
allgemein  beantwortet. 

Hieran  knGpft  sich  eine  andere  Reihe  von  Fragen. 

Das  Polynomium 

(ci  X  +  a^x*  +  Ojä:'  +  . ..  a««*)« 

wird  entwickelt  x 

a)  Wie  gross  ist  die  Zahl  der  Glieder  In  der  entwickelten  Dar- 
stellung, worin  die  ordnende  Grosse  x  gerade  in  der  sten 
Potenz  erscheint? 
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b)  wenigstens  in  der  «ten  Potenz  erscheint? 

c)  höchstens  in  der  ften  Potenz  erscheint? 

d)  wenigstens  in  der  «teo  und  höchstens  in  der  (i-|-r)ten  Po- 
tenz erscheint? 

u.  s.  w.  Hierin  kann  das  Polynomium  nur  eine  oder  mehrere  be- 
liebig beschränkte  oder  unterbrochene  Grundreihen  haben. 

Die  Beantwortung  dieser  sehr  mannigfaltigen  Fragen  hängt 
mit  Problemen  zusammen,  die  ich  in  einer  besondern  Schrift 
>,die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  zu  bestimmten  Summen 
aus  einer  oder  mehreren  beliebig  beschränkten  Eteroentenreihen 
nebst  ihrer  Anwendung  auf  Anaiysis  und  Wahrscheinlichkeits- 
Rechnung''  untersucht  habe  und  weswegen  ich  dorthin  verweise. 

Wird  das  Polynomium 

gebildet,  so  ist  die  Zahl  der  unter  sich  verschiedenen  GMeder, 
worin  ein  Glied  der  Grundreihe  wenigstens  in  der  dritten  Potenz 
erscheint,  nach  6)  §.  12. 

/^r»     ^  ^11.     10.11.12.13  .  ^  9.10.11.12     ,   9.10 

<^t^*'  ^ ^»«J=     1.2.3.4     +  ^-    1.2.8.4    -^^'TX 

=2200—45=2105. 

Die  Zahl  der  unter  sich  verschiedenen  Glieder,  vorin  irgend 
ein  Glied  der  Grundreihe  gerade  in  der  dritten  Potenz  erscheint,  ist 
nach  10)  §.  12. 

SS  S  4      4  4 

_10. 11. 12.13        9.10.11.12     9.10 
—     1.2.3.14    +^'  1.2.3.4    ""1.2 

10.11.12     ,,9.10.11 
""    1.2.3    ■"''^"  1.2.2 

=2200— 593=:  1605. 

Die  Zahl  aller  muglicben  Glieder ,  worin  ein  Glied  der  Grand' 
reihe  wenigstens, in  der  dritten  Potenz  erscheint,  ist  nach  9)  §,  H- 

'P[af,  fl.2?...flior=10.(10»  +  3.l02.9+  l3.10.9«  +  ^^.9') 

lu.y.j  2.3 
=  158r>00  -  900=  157600. 


^^  • 


•  '  » 


Gnindr^ilie  gerade  th  der  diitten  Potenz  erscbeiiit,  tat  nach  Itjß.  13  ^* 

-10[l0»-f4.10. 9+7-4.^  '•    . 


«• 


=:lS85flO-iaßOO=:144900.  ^      ^        'i        ^^i  ^'     •  #. 


..  * 


Oie-gteichen  R<ftultate  erhält  man,  wenn  linan  diese  Probl^/iie»  '" 
nach  ft  a  und  6. 11.  behandelt  *  •«  ^ 


> 


NMh«{De  dritte  AnweaduDg  der.  hier  gegebenen  EtjtwickMn-  # 
geD  8oll*ai|f  daa^^lensystem  igemacbt  iverden. 


..  / 


••  • 


Die  Zak(,eii ,  uiiseres    Zahlensyatems    bilden    bekanntßeh    die     , 
Vorset^aAg'eAfjnit  WiederhaluDgen    aus    den  Eleipeuten     * 

;  .  '    .•'  (^.Ir2,3,4,  5,  6,  7,  8,  9  *        '. "     t  *. 

f  ■  * 

9  ^  verschiedenen  Classen^  jedoch  Mi  der  Beschränkung,  dae^  *>    ^ 
m  0  nieht  die  erate  Stelle  einnehtnen  kann«    In  den  Zahlen  einer     *..  ** 
ood  derselben   Classe   können    dab^  die    einzelnen    Ziffern    eis 
oder  taehreae  m^  wiederholt  erscheinen.    Alle  Zahlen«  wehche  eilt ' 
2tfem  lind,  mehf  haben«  müssen  daher  irgend  ein  Eienaenf  mehrere 
i&al  wiederholt  ia  sich   fuhren.      Bei  Zähiep   ^ber,  welche   zejfii 
Ziffern  und  Veniger  haben,  müssen  nicht  nothwendlg  wiededioltok 
ZaUzeich^n  vorkonoimen.  *    .        ^ 

UfiD   kane   daher  bei  den  Zahlen    einer    bestimmten    Classe 
ff^gen:  viie  viele  Zahlen  kommen  darin  voi^  worin  irgend  '  « 
eiiveZiff^r  grade  einmal,  zweimal,  dreimaUi».  s,  w.  wie-' 
'{«r^^lt,  oder   in    beliebiger  Verbindung  mit  einander 
wi#derhoIter8chei«t 

UiA  nun  die  eben  ^nfßtegte  Frage  für  einen  besHni  inten  Fall 
beantworten   zu  können,  muss  eine  auf  die  Stellung    der  Q  sich    ' 
^Ä^hepi^  Vorfrage  beantwortet  werden^     Sie  ^ergpebt  siob  aus 
^M^*AhscbnUte  mf^n^Gombinations Lehre  6.4I.Nto.  1^2.  oder  135^  .     -* 
u.      ^  ^^  leleht.     Es   handeltl  sich  nämKck  mm  die  Zerstreuung 
^  Qeiaente  in  Fächer,  oder  um  Einweisung  einzelner  Elemente 

S lief  eine«  Elementes)  in  bestimmte  S.telleo  bei  den  Gruppen 
er  Versetzungen  mit  Wieder holunj^^en.  ,^ 

Sollen  nämlifeh  je  r  Eiementß  ans  n  Elementen  ausgehoben  und 
^tBtell^n  zerstreut  werd6u,  .so  wird  die  enlsteheada  Gnippenzabl 

•  •  •       • 

Band  XV.  21 
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^  sa'  ^Imal  geDommeit  werden  müssen  als  eine  der  nacfaateb^tiden 
^  Gleie&inigen  angibt:  '^ 

"^  1.2.. ..r  •         TT273...r 


2)    Z.P[5;  rt,;  a2,.,:a„]'^=rn*'l-H4 


•r 


k    « 


=  n(n-l)..,.(«-r+l). f^^:^^ 

Im  ersten  Fälle  kommen  keine  ¥er^etznfegeii  in  Fragen;  Im  zwei- 
ten  s^üchieht»  diess.  Der  Bucbstj^be  Z  bedeutet  Zerstreuungen 
in  Fächer  oder  Eio Weisung- der.  Elemente  in  t>eslimmte  Stellen. 

^nd  die  zu  zerstreu ebdop  Elemente  gleiclG^,    so  Jindert  dißsa 

*  an  der'«Schlassr#he  nldits^  Es  tritt  littr  4K  Be^hrlnkui^  ein, 
.dass  JSlemeotenzahl  undjiCJassenäxpouent  Einander' gleieh  |prden. 

Hiertiach  ist  aus  1)'  v  •■  ;  "    .'  "  '         *  • 

In  dem  Zahlensystem  fallt  nnn  die  0  unter  das  Gesetz  3).  Sie 
kann  alle  Stellen  mit  Ausnahme  «^der   ersten  dorelflaufen  s  und  er- 

*  scheint  dann  entweder  eiomal',  oder  zl^eimal  oder  dreimal 
Viedierbolt  u.  s.  w.  KOmmt^  sie  nun  bei  einer  (i-|-T)^teUfgen^ZaU 
^n  Frage,  so  kann  sie  nur  die  {$)  letzten  iStelien  in  den  geiitaniftei 

Dimensionen  onrehlaufen.    8ie  erzeugt  dann  im  betreffenden  Falle 
feigende  Vervietfachungen:  .      «    ' 

4)      •  a[*;  ao3*=(«)i. 


Z[<;«äv^(,),=r'-^, 
-/r       ^-m     t\      '(t-1)(i-^' 


u.  ß.  w.;  • 

• 

denn  sie  bringt  in  jeder 'einzelnen  Gruppe,  womit  sie  in  Verbin* 
düng  tritt,  die  gleichen  Erscheinuogen,  also  .al|cli  die  gleicbea 
Ver^elfachungen  hervor. 

r  Nach  diesen  Vorbemerkungen  sollen  nun  die  Eigenschaf- 
ten  aller    sechsstelligen    Zahlen    nntersücfit   ^eÜMü, 

.we{f^e  durch  wled  erboltes  Vorkommen  .der  sie  erzewe»* 
den  Ziffern  bedingt  sind,  foie  sechsstelligen  Zafalee  zerfaltan  bier- 
nach  in  folgende  Arten : 

a)  soMie,  wofln  rtur  eine  ZKffer  vorkommt  oder  eine'^tffer  er* 
scheint  sechsmal  wiederbolt.  Diese  Eigenscbaft  wild  an- 
gedeutet durch  das  $finbol  (pach  §.  8.)   «      '   ^ 


•  •4' 


l'  ■*,.'•/•'*'      ■■'■■•■ 


M7  «  's 


^fm«i 


4» 


.  j^       ■ 
*  I» 

i^«»lche/irorin  drei  vetscfaiedeneiZfffefD^torlGonimeD«    Die 

^^hiMifäll^  lassen  sichdofch  fblgetide  SymlSftl^peiJpeniien'« 

*  -'  • 

i-     .•  .      •*  '     *•.     ■       ' 

d)  soklA^  iTf^in,  Tier  ve r s ch i e d eft eJSiffern  xprkojptamjTjjß^ 
forgenden'  Sylbboleti :  ♦  ^     ,     ^ 

.     e^  e»  e*  i«,  6*  e*  ««  «*«;  -      - 

i    '■  *  *,       .      • 

•,       gyapkkef  -worin  fünf  TefsohiodeD«  Ziliem  tsrkdtiaiie^mMh  föl- 
1^.     '  ^ttdem  Symbole:  ^  ^  ' 

•     . .  e^  c*  I?»  s^  s»;    *  • 

f)0Üa/9i,   worin    sechs   verschied^fke   Kiffefn   yorkommey\ 
ttcl^  Colgendein  Symbole.  ^ 


»•• 


«*  e*  s*  e*  e*  e*. 


^e  {ifef  aofgeziUblten  Fälle  mflssen  nun  mit  Hucksicht  «of    . 
lAongen  4)  und  auf  die  Gleicfanng  7)  $.7.  untersucht  wer- 
leberall»  wo  die  Null  in  Frage  .kommt,  soK  sie  durch  das 
m  Oq  angedeutet  werden. 

S)  Das  Symbol  s^  deutet  auf  folgende  G^uppenzahl: 

8)   Dfts  Symbol  «^  «^   deutet  auf  folgeikde  Pslle,   und  zwar     • 
'    oUsA 

BT »      *         I      »     ö        »  6 .8.4. 3.2.1  „  -      .„ 

m 

Mit  der  0  als  Einfacfaes: 

4 

Mit  der  e  fs  FOnffaehest 


•  • 


sds 


^  'Dal  Symbol  ^-  ^  erzeugt  folgende  GroppenzabU  and  zwar 
ohneA):     . 

Df^  *     *  «      4     «        4  6.5,4.3.2.1    ^  o^inon 

'  ^l«!*  02»-/-^;  öl»  <»H"'q»J^  =g|  2  j[.2  3.4^    ^^^^^^* 

^it  der  0  als  Zw^ifacbes: 
.'Mit  der  0  als  Vierfaehes:  «  *  -.      .      , 


•  .  ■ 


.« 


/» 


S)    I)fLS  SyBibbl  «^  e'  erzesgt  fol§e»de  GnippenzaUL«  obiie  6\ 


i 


r 

*  * 


'     '         'nfj      »      »,^     6.1:4.3.8.1   9.8     -_-     *   '* 


Mit  der  0  ala  Dreifaches : 

4 

■  ••      t*-     ■  ■ 


9)    Da«    Symbol    e^  «'   e^    erzeugt    folgea^  Grtti)^|fi8»hlet, 
ohrfe  0: 


i 

4 


«r-        '  *     *       *!*•      6.6.4.3.2.1  !.9.S  ^     _-^. 

J/LAit  oz» - •  •  ^ ;  ffij  fla,...fl9j  '  =  l.l.i.2.3.4*  172    *^^^'^' 

If  it  der  0  als  EioCsuAes :  -  ,     ." 

* .  ,  .    •■* 

■ 
•  ■  ■ 

■ 

.  Mtt  der  0  als  Vierfticbe«: 

or  ift/^re     *iA     2.1  9.8  5.4^pS.2     ^ 

■ 

*   r^O)    Dae   Symbol    e^' e'  e^  erzeugt  folgeode  GruppemaMeo, 
.    'Ofine  0: 


«  • 


6.5.4.3.2.1 


=4j40. 


r  » 
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[     Mit  iar  0  ak  BiDfacfaee: 

I 


5.4.3.2.1  „„5 


l> 


Mit  der  «^  Zweifaches :  * 


•    ^#        r 


\    Oh  d^VdriL^U  firetOiiiliß^V        .    *     r*  ' 

•  ?[«!.  o«."«9;  o».  4.'.a^>*?[5;.flb]'=.TiJ-*^^ri3'~^^^ 

*■•  .  •  '  •  *  ^       ' 

I  •  ••  i  4 

•  ■     ll)' Dq«i  *SygiAoL"iß^  «6'»e^   erzeugt  '(olgendQ   wuppenzi^le», 

ohneHlf         *         /  .         '  %.      .     ■        "^ 


Df*    »      '^^irtk    In     4.3, t^.l   9,8-5.4     '^™ 


oboe 


^  ■ 

J2)I)a% 'Symbol  6^  6^  e^  e'  erseugt  folgende  Gnippertzahlen, 


a         /. 


•    «.■•        ''  »     »       »1».     6.5.*t.8.2.1    9.8.7^    J  .^.   .. 

*   HiHUbr^  al«  EiofilphM : 

'■    ^*fc^i:  /^'i  "V  4... ••  «Ip** ?15;  aJ*.  ", '    *.  .  ■ 

■  •      •      •  " 


MR.i|e^.<^«b  Dreifaches: 


Viifc*     *      ^--i.'^rR'      \»      3.2.1  .9. 8.T;  5:4:3  •_  . 

I^Q&j^yDibol  e^  e^  e*  e^  erzeugt  folgende  dmpp^zahlfiVf 
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'  ^.  ,  t    t       »,^_     6,6.4.3.2.1   9.6  7.6 

P[ai,  /72'-—^d;  ^»  ^2» •  • ' «9j^*=  1 . 1 . 1 . 2. 1  .'2 *  TT?  ' TT 


==:]3608a 


Mit  der t^  als  Einfaches: 


kr  '    **      «        «a,5i«t«       1t      fr.4.3.2.1^8J  5 

Aitt  der  0  q)«  KwftifiEicbes : 


t     * 


»^  '•'»-.« ;  «n.     ^«     4:3.ai  "9.8  -.  6.4 
"*  •  ^=:3(«4ö!     '      • 


.  liQ  Oas'^Sy mbol .  e^  e^  «^  «^  e>  bediii|t  f9lgeii4e€Mp|«p|ahleD, 
ohne  0: 

aS2680O. 
.  Mit  der  0  ats  EinAtcbes : 

_,  •     •         •„,»■„       „     ß.4;3.2:I    "9.8.7.« 

Ploi>  ««.•••«»;  «i.  i%,...fl9j»'^Z[5;  goJ'=  1 . 1 . i.  1. ä  •  03    1 

*         '.  =151200. 

Mit  der  0  als  2weifacheB : 

>w  -i.i^r         ■-!•     4.3.2.1    9.8.7.6   5.4     o«ä^a 

Piot,  .i/,...fl9]*Z[«,;  «o]*ÄYxm  •1.^.3.4    O  =*'^ 

J5)   Das  Symbol  e^  e^  e^  e^  e^  e^  bedingt  folgende  Gmppeo- 

'sa^lep,  ohne  0 : 

« 

.^Mit'decO  als  lEtnfaches: 

^!]^/t^.  iya,...ff9J*Z[6;<%P3=6.4,3.2.1.j'^ 

t  .  •  i  • 


«     % 
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Steill  man  nun  nach  dieser  Aufzählung  der  einzelneo  Fälle 
die  gevrooBeoe^  Resultate  zusammen»  so  ist  unter  d^  seehsstel- 
^   Ggen  AUsn  '^ie  Ansah!  derjeDigen : 

o)  worin  nur  dne  Ziffer  vorkommt  nach   5) ^9 

6)  irorin.  i^vd  Torsehiedene  Ziffern  vorkommen,  6}»  7),  8)        2511    t 
c)  woHn  drei  Tersefaiedene  Ziffern  vorkommen^  9),  10)>  11)    58320« 

4)  werfai  vier  veroehiedene  Ziffern  vorkommen,  12),  13)  .  294840 

e)  worin  IBbf  ^verschiedene  Ziffern  vorkommen;  14)    .    .'  40^40 

/)  worin  sech«  verschiedene  Ziffern  ro^kommen,  15)  .    •  136080 

Die  Summe  «aller  dieser  £ahlen  beträgt'  .    ^    •    .    .  900000  t 

wie  diess  seid  muss,  denn  dieZahluller  sechsstelligen  Zahlen, ist 

^['4««i/-..«9]*-i^[«o>  >'i.-...fl9i*==io*^io»=9(«)o6o: 


*  ^4 


Die  h^ritnieftiuchten  Fälle  beantworten  alle  auf  die  sechsstelligen 
Zahlen  tKftäj^Bchen  Fragen.  So  ist  die  Anzahl,  derjenigen  Zahlen, 
wQ^o  f0tdAe  drei  verschiedene  Zahlen  vorkommen ,  die. eine 
eeraAe  einmal,  die  anjiere  gi^rade  zweimal,  die  dritte  gerade 
ireimil  WiederhoUtiäch  Nro.  10)  (e^  e^  e>): 

30240+3600^2880  +  2160=38880. 

Aa  grussten  ist  die  Zahl  derjenigen,  worin  fünf  verschiedene. 
Zifan  vorkommen ,  nämlich  vier  unter  sich  verschiedene  Zahlen  ' 
j«ti|Ubai,  .eine  länfte  zweimal  nach  14)  (e^  e^  e^  e^  €*):  • 

.     '228800+ 15f200+30240  =408240. 

Auf  dielier  gezeigte  Weise  sjnd  alte  das  Zahlensystem  betref- 
fenden  tnd  hier  einschlagenden  Fragen  zu  behandeln. 

Soll  die  Anzahl  aller 'zehnstelligen  Zahlen  bestimmt  werden» 
vorin  dr6l>  verschiedene  Ziffern  je  einmal«  zwei  weitere  unter  sich 
nod  dea  vorigen  verschiedene  Ziffern  je  zweimal  und  eine  sechste 
dreimal  wfederbojt  erscheint,  so  hat  man  das  Symbol 

e*  e*  e^  c*  e^  e' 

naeb  7)  $.  6«  und  Nro.  3)  dieses  Paragraphen   zu  behandeln.    Es 
ntstebt  sofort  ohne  0 : 

a      a      s     3      a       s 

10.9.8.7.6.5.4.3.2^.1   9.8.7  6.5 
—  1.1.1.1.2.1.2.1.2.3    TO  O* 

=762048000. 
Vit  4er  NoU  als  Einfaches: 


I 
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*  2         2  ft         3       3  3 


.  ►' 


v 


9.8.7.6.6.4.3.2.1  9.8    7.(}  ,  9 

=  1:1.1.2.1.2.1.2.3"  IT^;  1 . 2  °  i 


*     .  =514382400. 

*Mit  der  d  als  Zwelfftcbes: 


».  '  ."     •.     •        V     8.7.6..'i.4.3.2.t  ».S^f  ^  1  9._8 

^'  •  ^  •;    «  *     ,      .  =^.i.f.i.i.i.2.3T75^*-7'i.2' 

^         .  ••      '     .      «»304819200.  *  't..    ;^)'  • 

..     'MH  Je*  (fafs  OrÄfache»:*        *       •      "      .       .     '    *  .^■ 

•     .  J   *.  7.».5^4'.3.^.I  '  9:8.7 '6.5  .a.8.7 

^1.  J.*.!?!  .-2.1.2  •.  1.2.3  1 .2M.2..'J 
=138358400.    •      •  • 

*  tiiernach  ist  clitf  g^suchfe*Aiiza}il: 

m  -ml 

^4=762048000^1-5143^400  + 301819200+133358408    . 
i=l7146080Q0.  .  ■  •    •  .    : 


f» 


Ilbs  «Il]2enie1ne  Gesetz,    warauf  die  in  diesem  Paragrapten 

feg^benen  CDtwickiungen' berahen«  ist»  wie  man  siebt,  e^e  Ver* 
indung  des  Satzes  7)  §.  7.  mit  3)  dieses  Pkragraplien.  Bezeicb« 
net  man  der  Kdrze  liegen  die  za  7)  $.  7.  gehurige  Calrqfpeiizaiil 
durch  A  /  so  ist  sofort  •  .      . 


2       2       2  k      k         k 


'\ 


und  dieser  Satz  sagt  aus:  Die  Oruppen  der  Versetzungen 
siolied  unter  den  zu  Ts  ^.  7.  aagegebenen  BodinguogeD 

f'efaildet  werden,  una  m  jede  Gruppe  soll  e.in  n4eua9 
lernen t  (a^)  als  mfaefces  eintreten  und  bestimmte  Stal* 
len  (beliebig  s«  Anfang,  in  der  Mitte,  anif£|!d^dtircb- 
laufen.  «  i 

Hier  gibt  die  ebeA  schon  angegebene  Bediqgungsgiek^triing 
.17)  j;=l.flr, +2.^2  +  3.^5 +  ...-^^i.9;<    ?    "      '' 

di»  Bescnränkung  für  die  Vertb«ilungsexpoiienten  qud 

"^     t     ' 


• 


f 


"* 

*• 


813 

* 

li»  BesHmmong  (ur  iHe  Dimensionen  der  Elemente ,  cRe    hi  jeder 
"  xelneo  Gruppe  vj^^mnien  sollen.,  .  •  *      '     i   * 


flu 


^17. 


♦      4 


8idiliessljcfa  Ist  ^u  .bemerken»  dass«cler*  Ort,  wo  die  'hic^  ii».  *      « 
[  Ü.H. —  §.16.  entwiekeitefi  Sfttze^n  der  Cömbinationslehre  i^r«  Stelle    .'^, 
tinden/  klar   vorliegt.     Sie  gehören  »zu  den  Cbmbinaftionen  ^Ver-     * 
^etztin^ei^  «nd  Verjjindiin^n)  mit  und  ohne  M^iederhpluogen.   Die 
inj.LT.wid  9. 13.  aufuefuliitenrGeliilde  lassel^*si<h•aucb  noch 


V 


einer 
.andern  Afislcllt  m^t^^fdtien  iffid 'schliessen  sich  deswegen  tfitch 
fioer  and^n  (^la^se  von  Gombhiatiopen  ao »  die  ich  In  einer  Ab- 
haiirllü^  Ke  ReiKen^folge  der%Elemente  beld^in  Ver- 
f^etzongetl^  *mit  ubd  lohne-  Wiederhöfun^en.  aus  einar 
oder..inebreren  Elemegtenreihen  6nd  ihre.Anw^nliung 
aufWahrs^ch'einlicbkeitsrechAung''  behandelt  habe>.deaii 
i^le  ^eben  die  Z^hl  d^r  Gfuppen  an,  worin  die  A-zeugeoden  Ete- 
neote  ein  oder  m^eremal  wiederholt  öddf  an  ^uri^i^der  ger%ibt  * 
eri»cbe7nen.  Tob  diesem  Ansicht  aps  sind  sicf 'betrachtet -und  u|^  * 
tewieht '  ^eia^s  hat  in  *der  oben  angefiiKrten  Abbaadhing  (Aro. 
l  Qo4  IL)  die  m  §.-  %  aufgefuhf teiä  Problea^  (wea^a^ch^die  Ver- 
^«tiaogen  mit  bescbräfJcx«^  .Wiedecholuogea  gehören),  jlie  ^ich 
oaehimserer-Beleichpunflr  ^  darstellen  1  *  ^  -.*.**.  '       t  •      '4 

k     i     'k  A-.J  '       .3      .   &•   .  t  **' 

•  ■ 

• 

untersucht,  wie'Mch  ainfajh  aus  det  Vergleichnng  der  hie/ anf- 
ges^llteii  Gleicluigen  mit  den  dort  entwicEelten  Formeln  und  -ge- 
wählten B0ispielen  .ergibt;  bat-aberidie  in  §.  8.and$.-]l.  aufgestell-'   *• 
ten  Probleme  nkbt  t^erdcksichfigt,  die  ich  durch  .:   *       i      ,       .    I 


8  *-l  *       . 

2  * 


•» 

• 

•  I 


bezeichnet  habe.    Beide  Arten  van  Froblemen  gebSren,  wie  hier 
gezeigt  worde  (S.  6. -nnd  §^  7.),  zusammentind  ergänzen  sich  ffegen^ 
seitig.    Der  Ueoergaog  von  den  Pr^bfemen  der  ein<fn.  Art  auf  die*\ 
anderen  ist  destregen  nicht  schiKer,«wie  aus  den  «Igierhergel^igen  *' 
Paragra|iben  hervnrgejit.*  *•*•»"/'.'/*       *  •  *     *  •'       • 

Die  10  6.K — §.lh'entwfek<^teu  Gesetze  liihteiCauuJceine  |e^ 
^cUossenenlrotin^n.  Ditfser  Vorzug  koitml'mr  iw  in.  f.  l^*  ^i  2 


■  /.    •  -1-    .•    ^  .  "• 


V  '   '•    • 


t 
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V 


^PejqpyAattoneD»  Cöin'biDatioDen  and  Variationen  mit  be- 
schrankter Steilenbesetzung  genannt. 

Auch  auf  diesem  Gebfete  lobnt  die  Wissendcb^  dankbar  mit 
reicbeniiAusbeufe»  wie  sieb  dort  zeigt.  Der  von  ibm  dort  behan- 
delte Gegenstand  ordnet  lieh  nacb  mmeioemÜafdrhaiten  der  voo  mir 
«mieten  Abschnitte  meiner  Combinatiunslehre  aufgeführten  Abthei- 
lang  uflt^r,  worin  diejenigen  Cpmbiiiationen  untersucht  sind«  weiche 
du^lf  Verbindung  der  ^rupp^n  verscbtedeAer  Elementen -Reihen 
eiih^gt  werden,  ich  verweise  doswegeq  zur  Bestätigoag-  des  Ge« 
sagten  auf  die  S§.  ^33^34^  35. ,  36.  i^id  37.  der  Corobihanenslebre, 
wo^^ie  Grohdzüge  des  aneeregteo  Gegebataade«  Aa<4i  defü  Zwwkn 
dieaer  Schrift  sich  entwicKelt  finden. 

Auch  hier  kehrt  der  Wunsch,  wieder,  sich  über. Benennans: 
ift\d  Bezeichnung  in  der  Combinationslehre  zu  verstandigen,  yfiri 
nun  aber  ans  iVgeiid  welchen  Gründen  dennocfi  von  demeineD 
oder  dem  anderp  eine  ihm  besonderk  zusagende  Benennungs-.ojM 
Bez^ichnungsweise  gewählt,  so  Hegt  es,  in  allseitigem  Iji^resse» 
dass  der  Ort,  mto  der  «behandelte  Gegenst^n^  irii  System  stph  ein- 
rl^iht,  ferner  Namen  und  Bezeiehming /unter  wolobei^  der,  nämliche 
Gegenstand  von  anderen  adfgeflibrt  wurde,  mit  a.Pgegebi|n«^Mrefde. 
^s  lassen  sich  gar  manthe  Probleme  unter  verschiedianen  G^sidita- 
pupktQii/  wia  aus  dem  bier  Gesagten  hervorgeht,  benandelp  und  be- 
ieuobt^m  »Jedenfalls  hSite  eine  solche  Zusamtnepst^llnngi  den 
Vortheii,  da^  sie  deu  I7eberblii:k  und  die  ZarecKtfindung  leich- 
terte; vtoA  IR>  Gelegenheit  bete,  den  Vorzug  der  einen  Benennungs- 
di^d  Bezeiehnungsweise  vor  der  andern  festzustellen« 


■ 


f   ' 


f 


.  • 


• 

• 


'    •     M 


*  • 


■      l 


•  \ 


n 


« 


• 


^'  ■■  •  *■•  ••  -is^i^-. 


»        • 


•  • 


4* 


MhoAer/llegMNldUiiiirea^y^  «  «i 


*  •  •  •  t* 


SttfmuTfai  d«r  Glerehuiig.         <^     .  kr.' 


4 


« 


iC^ULFk.  1.  defiXeitstraU  r=;foo9  so  whd  er  der  Asymptote*. 
ntteL  Wud  daC&r  der  Wti^el  fft=d,  so  haben  wir 

1  dvaus-  der-Wiilkel  d  bestimmt,  «o  erhält  man  den  Abstand 
E=^  der  Asymptote  vom  Pole'^nf  folgende  Art:  Ffir  irgend 
ke  »elhng.  des  LjBitstrahis  ^C  ist 

N)  man  ^as  Stöek  CF  durch    u  bezeichnet    Da  dieser  Aus-  ^ 
inick  för  jeden  Wer th  von  9  gilt,  so  seUoa  wir  jetpt9=:d,  also 


* 


•*       « 


••   • 


t  •  •     •  -*      •         » 


*  •    ■ 
« • 


,•    '♦     .     ♦  .'   S16. 


"t        Um  ^Qn/\^rth  ni<rftes  iml^fitimiiiten  AusdnickeB  m  -bestimmea, 


.  •  • 


'    /^*'    .-•♦  ♦      '^3*  dir    1    .^         rfr 


*"*"  ^"      '    «fird 


« '  •  .'   .    SdzQii  wir  nun  o^4M,  0b  ^ 


1  • 


^     *;  "l."   Die  Pollrgfetch^g  eioer  (^r^^ist^  ■  ,   *, 


«'  ' '  t'/    Alan  soll  ihre  Asyniptote  bi^thnj|ieo/  .  '   ^ 

_  B 


äsio^d 


(»=5' 


■•sri, 


— ■  l  -^  »• 
€080 

.•  *    ■  ■  . 

Da  der  Zähler  nicht  unendlich  gros9  irerdeo  kann,    so.  muss  der 
.  ,4     ^  Kenner  gleich  ]Null  vrerdeo,  daher  Tau  VUL  Fig.  %: 

*  "         *      '        '  *  "•     '    *  •         <i     • " 

*•    '  •     '  cosJ=:0,     d=s«X>,  ... 


4         * 


4     f 


a^sinV 


r 


;^v-^*# 


.» 


■ 


ibctand  o  mass 'iaan  auf  der  Abscidsealitiie  ilB  nthmen,^  • 


Deo  Ab«taii4  a  mass  'inan  auf  der  Abscidsealioie  AB  n«hniei\f 
Heil  ^=90^;   fliaeM 
die  Asymptote  BF. 


%t\\  d=:90^;  JDdelit  mao  Bf  senkrecht  zu  ABs  ^  erhält 

"4  *  '  .  J%»» 


'         -J»iert  CrtVe  ist  die  Cissoide.)    ,/•  f  *       *      #■     '\ 
Aümerkttira.  B|%tB|Glicbung  cosj=0'gibf'^tt«r  jrs^Qo  aal 


f 


^ftpiiruen  müsse,  •uemn-'-iiacn  r||.viu.  ri^^^^^^  4|b   '    *  ^ 
^«£rA^  ^^■•ip4r'^8eAki||ht  zu  ^^^ii  zf&   i^'emqr   ; 

der  sieb  dr 
We 


{Der  zl^^tt  Weftb  yopu^  mgt  ^ahfr^  ^s  iB/V;^Aym-   \  .' 


*■ 


r  =  aD/**^0*=tfJ 


♦  •  i- 


%  ^ » 


t.  • 


•'  - 


j   '  » «'.. 


afp.         q>* 


a« 


Tar.  ttil^tip.  SrDie  Asym^tttte  ist  der  Linie  AB  pantHel.  "OktV"   .■  V   . 
negafif e  Zeftben  im  Ausdrecke  f0r  #;  zeist  an ,    da«  man  die    %      ./ 
GrussOi  «r  nicht  von.A  nach  F,  somlern  nach  der  entgegensresetz-         "^* 
ten  Richtung  AD  auftragcfn  ^lisse  (vergleiche  Taf.  Yin.  Fjg.  1).  *«^'^ 


(Hyperbolische  Spirale.)  ''  *  * .., 

'  coso 


(osa^o.  a=dO<>, 


'»    '      •      .  ; "    ' 
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dr      Möfp 
dtp      cofi^ 


^. .     •       •   •.    '      '      (flcogy  +  6)»  '   ', 

'   -•     Taf.  VnifFfi.  ^  Die  Asymptote  fitöht  senkrechf  auf  JB;  ihr  Ab- 

'       V      stand  jott  Pole  i^l  =s  ft« 

*#  •  ;       .    •        •  *''  ' 

▼  ••  ♦  A.A.  ■ 


(Conclioide.) 

..  "  Der  Nenner  wird  C(t  t'^QÖn  ä:^0;  alfea  dann  wird  aueli  der 

'/     Zähler  =0.  '  •  '       ' 

r 

Nimmt  man  dagegen  d=J«,  ßb  wfrd'der  Ausdruck  oo« 

dr     3«  sing)— ^08« 

9        2fl    fiiocp — €pcosq>    •"  sing>— qocosy 

•     ^,  '  •'■"'sind— dco«d     fiin?c— «coöä     0+» 


?. 


'  Da  9  ==  TT,  so  läuft  die  Asymptote  der  Linie  AD  p^aVeL  Dm 
^  ihren  Abstand  Taf.  VUl.  Fig.  6.  von^l  2a  erbalten,  bem^Ueea  wir. 
«  .*"  dass  hl  der.  Gleichung 


m 

2a     y 


•  4 

■ 


r  ^  •  ^  7t    Sing? 


XOf  9=900  rcna  ^vird;  daher  ist  JF=3«.    I^acben  wir  FE=jäF 
ilöd  ziehen  EG  parallel  AD,  n  Ist  £6  die  Ajqrmptote. 


« 


« . 


•  » 


•     •  • 
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» 


•  i 


«'    " 


Nimmt  ottD-Ma*  Wbiliel  <4>  n^Aiiv,  -^ 

[^batf' jdto  CifKe  in  Bezo^  anf  die*  4x< 


« 


^  .      ?  ;//:^^    (Qaadrairix.) 

•  1  •» 

^      *      •      l' 


Nan  ist- 


sind  ts  V^l:— C08^=I  -7ä=jU:-  » 

Vl+9 

^         •'*  gsr  ■■'O'A^j      COBd  = ;:?:js=  • 


I     ^      • 


Da  faier^tfd  jedenfalls  negativ  i9t,  so  lisgt  d  im  zweitoiy^dä-  ^ 
im  dntt^  ftfyfanten;  wir  emalten  also  zwei  Asymptoteo.  '  i^ 

\ft  nnnijf  neg^T,  so  wird  Bhyvohlff,  als  auch  cosd« imAgiBäA 

bl  4r£=H)^  st»  wird  d=:«180P,  g—(x>. 

Ihm  wenn  9  poKtiv  ist  and  einen  endlichen.  Wert^  besitat> 
hat  die  Cnrve  Asynf^toteo. 

Nun  didckt  aber  obige  Polargleichmig  alle  KegelscJinittalinien ' 

aas;  p  tind  9  haben  dieselbe  fieaeotung,  wie  in  der  GMchanff  - 

■ 


m  .  • 


I 


t 


• 
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Ut  9  Aiigktiv»  BD  M  ^ie  I^oie  «ine  ^Ulipse 
M  frsO  '  '     ,»  ,,      .    ,f  PaiabcL 

I«t  q  p<Aiitiv     „     •     • »,     ^  «  « •     .'  Hyperbel. 

AU2  Dor  Vie  letzter«  LiDie  hat  A^ympUten. 


Taf.  VIII.  Fig.6.Sln^  a,  b  A\b  Halhaxen,  c  die  Ezcentrictfä«, 
so  ist  »  '    «       . 

.     •     / 
•       :      •  2ft*  Ä« 

daher  •  ■     , 


v^ä  w^  ''. 


Mittest  dieser  \Vev(M  vsn  tioni  ond  ^  sind  die  Asymploteiiileicbt 
z»  eonetrairen. 


•     •      ^  . 


•  , 

BA  der  Parabel  fallen  die  ''A^igftptoten  io's  Un^dlich#;  bei 
ihr  wird  aneb  dör  Winkel  der  Tangente  aii£  der  A^e  ipmer  Uet' 
nei*.  ie  weiter  sieh  die  Punkte  vom.  ScheiteL  entfernen. 

AnoterJ^ing  i)ie  Methode  zeigt,  es  daher  auch  deotlieh  an. 
iveim  die  Curve  keine  Aerymptaten  besjtzt« 


ft  r=r  — 


1+cotj-  tg| 


00  =s  -  j-. 


'  .    ■  9         •■  1  «  • 


kf      • 


•«•- 
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dq> 


—  Acota-.sec^^.y 

* --g 

;(i+c«t|tg|) 


A« 


(l+cot|tg|) 


9> 


• 


g==^ — 2  AsiD  jrcos  3-= -^'AaiDf 


•  r 


TaHUL  Flg.  7.    Der  Pol  der  Garve  tat  A;,  der  verSndteliche  ' 
W&ikd  ip  wird  Ton  AB  aus  gezählt  ^         * 

•  Ist  dei^X^nkef  tp  pofitiv,  so  fallt  er  auf  die  Seite  von  Aß 
MMch  H.  Da  hier  Winkel  d  =  — €  gefunden  wurde*,  so  muss  man 
Winkel  BAD^e  machen,  um  die  Richtung  der  Asymptote  zu 
erfcaken.  Das  Zeicbefl  '—  im  Ausdrucke  von  g  zeigt,  dass  man 
die  Glosse  Asim^^ AG  von  A  nach  G  tragen  muss.  (^GAJh=zW9),  ^ 

Die  Gleicfaiing  der  Curve   •       *  "*     , 


r= 


9 


* 


•i-\^i^tgf 


« » 

•  <  ■ 


i&r  jedeh  Wierth  von  gr  nur  einen  Werth  n    DenAst  .Ei^ 
erhlüt  wuLul  wenn  man  q>  zwischen  r^s  und  0  nimmt. 


£C^  von  9=0  6^   g)=:180o..'  's 

-  '  JC^Fvon  ip=180obi8  9=360«-rf. 
Demn  Ddbnten  v^tr  einen  Winkel  BAH^^tp'  grosser  als  180^»  io 

h  -A 


r=: 


1 --cot  g  cot  2 


cot  5"  cot  s"  — 1 


Da  jelzt  r' negativ  geworden ,  so  muss  der  Leitstrahl  nicht  nach 


de?  Richtobg  AB",  sondern  nach  der  entgegengMetzton  RichtoDg 
AH'  angetragen  werden. 

Diese  Linie  ist  die  Focale  (Brennpunktslinie).  Sie  Ist  der 
geometrische  Ort  der  Brennpunkte  alier  Kegeischnittslioien,  welche 
entstehen  9  wenn  man  durch  einen  festen  Punkt  auf  der  Oberfläche 
eines  senkrechten  Kreiskeeels  alte  möglichen  Ebenen  legt«  welche 
senkrecht  auf  der  durch  den  genannten  Punkt  und  die  Axe  des 
Kegels  gehenden  Ebene  stehen. 

Mit  dieser  Linie  beschäftiete  sich  zuerst  Dr.  E.,  Kfilp,  Pro- 
fessor an  der  höheren  Gewerbschule  zu  Darmstadt;  man  sehe: 
Francoeur's  AnalytiacheGeometrie  in  der  Ebene,  über- 
setzt und  mit  Zusätzen  versehen  von. Dr.  £•  K^lp; 
Seite  ^221.  u.  f.  Bern,  Chur  und  Leipzig,  Verlag  von 
J.  F.  J.  Dalp.  1839.  ^   v  . 

Die  Foci^le  lässt  sich  sehr  einfach  auf  folgende  Art  coo- 
strüiren. 

Taf.IX.^Fig*^  7.  Die  Linie  JK,  welche  doreh  die  Mitte  ron 
AB  geht  und'W* Seite  des  Kegels  parallel  ist,  enthfilt  die  Mit- 
telpunkte aller  Kegelschnittsliuien.  Legt  man  nun  durch  den  Pol 
A  irgend  eine  Gerade  AH,  lyelche  die  JK  in  L  triiR,  und  b^ 
schreibt  aus  L  mit  dem  HalbmesseV  LC  den  Halbkreis  HCtt* 
so  lind  H  und  H'  Punkte  der^Curve. 


^  ^^ 2fl6singo 

~  (a*-6)sina  +  (a-f  6)coso  tgqt>  *   . 

Damit  rr=x  werde,,  muss  der  Nenner  =0  werden  ^  indem  der 
^Zähler  nicht  od  werden  kann. 

(a — 6)sina+(i/-;f-6)cosfftgd^=0,' 

<  •  I 

.  ((a— A)sintf+(a+*)cosfftg9i)cQSgp---(aH**)c9S«si«9-j^ 

>-t— =2aÄ ' j — -  a   *' — ■   ■■  %  > ^       \, 

ttf)  ((a— 6)sina  +  (o  +  6)cosiirtg9)«   ^  •     » 


2<iftsin^cos*d 

^     — (a+6)cosatgdcos^d^(o;;|-6)coscsln'Ä ' 

— 2fl&sin*Jcos^'''        ■ 

^  "  (a4-6)cososind(cos2d  4-  sln^) ' 

3a6sindcosM 
^  (a-f6)cosa 

Uia  den  Winkel  i  aus  diesem  Ausdrucke  zu 


>  •  • 


\ 


r»  9 


— ^nh  ■■  y   * 


^= 


(a-f6)co8a 


(a+6)cQ8tf(l-ftg«d)8' 


l«|-tgM_l  +  (^^4)acos«a  "■     -(a  +  6)*co8*a     ' 

*'lab{a'^b)Aika 


t 


*= 


(a+Ä)«cos««. 


■  ■ .  I         *■■  ■  I 

(a+6)'co8*a 


i  ^""(«*  +  6«+2ii6co»2a)l' 

Die  Asymptote  kSnneo  wir  dud  auch  coDstnriteo. 
In  Tar.IX.Pig.  &'ist 

AC-b,    BC-aj  ^  •    ■ 

^ACG=:^GCB^a; 

'  Ubirt  awo  die  Gfirade  AB  in  J7,  m  wt  ^  eCH=si }  C^  gibt 
<Uirdie  Richtung  der  Asymptote  an. 

t 

Halbirt  man  fenier  die  Linien  AC^  BC.dvltA  die  Senkrech- 
ten JK  und  X^»  welche  die  Linie  CB  in  K  und  ilf  schneiden, 
ind  aeht  die  Geraden  AK,  BM,  so  ist  der  Abstand  NO  dia 
Dwchschuttspanktes  N  von  der  Linie  CH  gleich  der  Grusse  y« 
Errichtet  man  daher  auf  CB  die  Senkrechte  CS  und  macht  sie 
gleich  NO,  so  geht  die  Asymptote  durch  5. 

Beweis.  Das  neeative  Zeichen  von  tgil  zelgt>  dass  der  Winkel 
^  f  00  CG  ans  na^  der  Seite  gegen  B  hin  aufautragen  ist 

Sehen  wi?  mm  von  diesem  Zeichen  ab ,  und  berücksichtigeii 
Bor  den  al»solaten  Wfertb 

Xs  -f'&)coo«sind=:  (o — b)mmuco9ip 

ocosasind  -|-  ftcoscrsinds  osiacrcosd — ösinacosd, 

osin  (o— d)  =r  6  6lh(tt -f  d) . 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  Taf.  IX.  Fig.  8.  und  denkt 
.UL  j-..  1^11,2^  cg  ^  geaogSD,  das« 


sich 


ft* 


»• 


so  ist 


daher 


d.  i. 
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BCjmBCQ=ACjAaACP, 
BQ=zÄP, 


/ 


Daher  sind  die   rechtwinkligen  iDreiecke  BQH  nnd  APHfAeeh 
tisch«  folglich  ' 

AH^BH. 

m 

Der  Vnnkel  GCH  tet  daher  =r  9.  wenn  Cff  durch  di«  Mitte  vob 
.<iff  geht 

Es  ist  nun  noch  nachzuweisen,  dass  IfO^g. 

Aus  den  ähnlichen  Dreiecke  APK,'  NOK  folgt: 

NO:'AP=KO:KP=CO-  CK:  KP. 
NO 


AP 


'KP=C0—CK. 


Ganz  ebenso  erhilt  man    aus  den    Ihnlichen  Dreiecken  NOM, 
MBQ: 

NO 
^.MQstCM-CO. 

Addirt  man  beide  Gleichungen  und  berflcksichtigt,  dass  BQ=AP: 

^(MQ+KP)=CM-CK. 


Nun  ist 


^ACk=a  +  S.    ^BCM=:a—Si 

^JUP=90o,-2(a+d).  ^^Ä<?=90»— 2(«-d); 
JUQ  —BQ.tg(W>—'2(a—t))=:AP.cot2(»-S) ; 
KP=AP.tg(!M»-2(ti+S)):=  JP.cot2(o+d); 

CL  a 


CM= 


CK- 


cÖbScW ^  2cos(a— d) * 

CJ b 

cos ACK~  2cos(«-fd)' 


.    * 
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Fakrt  nraQ  diese  vier  Weitbö  jtüa,  so  wird 

t 

'    NO 

2p(4^cot2(ft— «)  +  ^/>cot2(a+«))  . 

_  /    a,  b 


•  cot2(«+d)  +  cot2(«— d) 


Es  ist  Aer  allgemein 

.     -       .        6in(a:-f^) 

cote  +  COttf  ==  -r^ — V^ 

^       siiursiDy 


•    2cos(»-^cos(«-M).^„^,4':X+^  ' 
liM  aaa  im  ZlUw  die  Klai||mer  aof ,  so  erbSlt  man    ■ 


sina 
(Sidie  Seite  323.  UDten.) 


no^ 


(a-f-Ä>$iDdcos2a  »- 


o-  /       »v       /    .^  28111 2or  .cos2a 

^'■'°^^"-^'^^^^isin(a-^)c^(«-^/>sin(a.|^cos(a+.^^ 

mj^      (a  +  b)a\n88in(a--S)s\n(a+8)  # 

sina.^sinacosix 

Da  aber 

* 

8in(« — d)  =  sincKCosA— cosofliod = sma  cob8  ( 1 —  ~Xä  ) ' 


Eben  fto 


* 

•  /      9^     ibsinacoad  ' 

8io(a— -0)  = px —  . 

^        '  a  +  6 


/   iiLx  »^A -^loo^ostf    26siDacos4 


2siiAKCQSo 


«> 


„^      2oMlii6eo*M    . 
"^r   (a+6jcos«  ' 

Dieser  Aumiruck  stimmt,  abgeseiieii  Tgn  Zeictfeo,  genaa  mit 

dem  zuerst  erhaltenen  Wertne  von  g  überein. 

*  • 

Bei  diesem  Beispiele  aeigt  ftich  der  Vortheil  unserer  Methode 
sehr  auffallend.  Hfttte  man  die  Asymptote  nach  einer  der  alten 
Methoden  bestimmen  wollen^  so  hätte  man  zuerst  die  Polarglei- 
ohung  auf  rechtivioldige  Coordioalen  transformiren  müssen»  wo* 
dnreh   man  .eine  deicbaog   vom  dritten   Grade   erhalten   haben 

würde.    Denn  setzt  man 

s 

d?:=r€os^,  so  ist  r=V^J*+y^»  • 

y=r8io9,  tgy=|, 

sinffi^— =  '  t-...j.,'...i4  • 
Diwe  Werthtt  in  diePaUrgl«klnn||^«ibgenihit  md  gMid^at,  gJU 

Diese  Gleichung  ist  sdwr  sehr  mühsam  sa  behandeln, 

unsere  Methode  blelet  noch  den  Vortheil,  dass  man  nnr  deo 
Leitstrafal  oo  werden  sn  lassen  braucht,  während  man  bei  d^ 
äteren  Methode  beide  Coordlnatea  nach  einander  e=sQ»  «etieD 
muss,  um  alle  geraden  A^mptoten  zu  erhalten. 

^Auch  ^nden  wir  den  kürzesten  Abstand  der  Asymptote  tob 
Pole ,   welcher  daher  immer  einen  endlichen  Werth  itanen  moss. 

Deberdiess  sind  die  Polargleichungen  der  meisten  kmnmea 
Linien  viel  einfacher,  als  die  auf  rechhrinklige  Coordinaten  bexo- 
geneo  Gleichungen.  Bei  den  sieben  Beispteleo  kommt  der  Radius- 
▼ector  nur  auf  der  ersten  Potenz  vtor,  während  die  andern  Glei* 
chungen  ?om  zweiten,  dritten  und  selbst  vierten  Grade  (Coochoide) 
sind. 

Di^  in  dem  Vorigen  entwidselte  Methode  fand  Ich »  als  ich 
mich  mit  der  Aufgabe  beschäftigte,  den  Glanzpunkt  dA>  Kv 
gel  zu  bestimmen. 

Diese  Aufgabe  lässt  sich»  da  die  Reflexion  in  der  Ebene  vor 
sich  geht,  die  durch  den  Mittelpunkt  C  der  Kugel ,, dlirch  das 
Licht  B  und  das  Auge  A  gelegt  werden  kann,  auch  so  aus- 
drücken: •'  ^ 

Es  Ist  <Taf.  IX.  Fie.  9.)  ein  Kreis  um  C  und  ausserhalb  zmi 
Punkte  A  und  U  gegeben;  man  soll  auf  dem  Umfangt  des  Kreises 


•• 


'  • 
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* 

imjeoigfu.  Puokt  D  fimiea,  9a  das«  die  Winkel  ADE»  BDF, 

iFdelie  ^e^  voA  A   aud'A   nach    £>  .f^ezogeiieii  Lioien  toXi  der 

Ttagenle  EF  bilden,  einander  gleich  sin<^ 

•        •  *  * 

.Up  diese« Aufgebe  analytieeb  »u  losen»  nehmeo  wir 

•      «  .  *        • 

'      .      AC=&,'  ♦CO=r,  '    .  , 

=€C. 

b  den  A  ACD  ist  ' 

Ebenso  findet  man  im  ^  CDS 

Da  nnn  ^ADC:=^BDC»  so  ist 

6sin(a^ap)  a8in(a-f9>) 

r^-^  cos  («  — y)      ir^-iaco8(«  +  9)  ^ 

All  dbser  CMchune  ist  nun  der  Winkel  fp  su  bestimmen«    Wir 
^m  deshalb  die  lUammern  auf,   oad  finden  nacb  einer  leichten 

Bcdaelktt: 


2ak  * 

^^^  sin9 — (a+6)  tgy = (a— 6)  tga . 

« 

D»  in  diesem  Ansdnicke  stn^  und  tgcp  getrennt  vorkommen ,'  so 
länt  sidider  Winkel  9  nicht  direct  nereehnen;  dagegen  konrnit 
iie  GrGsse  r  nur  auf  der  ersten  Potenz  vor;  nimmt  man  daher 
fc  7  »bestimmle  Werthe  an,  «e  lassen  sich  die  zugc^bdrigen 
Werths  von  r  leicht  berechnen.  Es  stellt  daher  obiger  Ausdruck 
^  Polanrleichane  einer  Corre  daf ,  worin  q>  der  veränderliche 
Winkel,  r  der  Lmtstray 

-    2efrsln» 

^^  (a— 6)sina-f  («^6)co8otg9  * 

^•DLFig.  8.  Der  Durchschnitt  dieser  Curve  mit  dem  Kreise 
vom  Radius  r  gibt  den  gesuchten  GlaojBpunkt.  Diese  Linie  ist 
«so  der  geometrische  Ort  der  Glanzpunkte  aller  aus  demselben 
Punkte  C  als  Hittelpunkt  beschriebenen  Kugeh. 


• 


^ 


Wie  man   bemerkt,  schneidet   die   Linie  den  Kreis  in  vier 
IWttn  D,  ly,  V,  ly.    Der  pnnkt  />'  Ist  der  Glanzpunkt  filr 
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*  « 

den  Hohlspiegel.    If  q|)<j  V  habea  nur  eine  gepmetrisihe  II 
deatong.  , .   ^  ^  *    .  ... 

Taf.  IX.  Fig.  a  JSi^^vixk^  lässt  sich  leichl  taf  foleendej! 
construiren.  Man  beschreibe,  einen  Kreis  um  C  mH  aemBd| 
messer  C4=?Ay  zjebe- voix<tt  aus  ii^end  ell^oehne  AE,  haH 
sie  durch  die  Senkrechte  •  C/*,  s(^  i^t  der  Durchsehoitt  D  <i 
Linie  BED  mit  CF  ein  Punkt  der  Curve :  ;denn  es  ist  offeili 
^  CDA—^CBf:,  Bescjireibt  «aan  über  CA  älslhircbmesser  eh 
Ki^s ,  so  liegen  atf f  ihm  ^\»  Mittelpunkte  aller  aus  A  g^ogoi 
.  Sennen ;  man  kann  sich  also  dadurch  die  Arbeit  erletchtern.  '  i 

Man  kann  die  Curve  auch  dadurch  construiren,  dass  masi 
C  irgend  eioen  Kreis  beschreibt,  von  den  beiden  PonktOk 
und  jf?  aus  Tangenten  90  den  Kreis  legt,  so /geben  die  11 
Durchschnittspunkte  dieser  vier  Tangenten  auch  vier  CurveDpoi 

Ais  ich  nun  die   Asymptote  dieser  Linie  bestimmen 
fiel  es*  mir  auf,   dass  man  noch  keine  R^el  hatte,    dieselbe 
'der  Polargleiphung  abzuleiten. 

r 

Di£  weitläufigen  Entwiekelungen ,  welche  zur  Bestini 
der  Asypintote  dieser  Curve  nach  den  frQher  bekannten  R^ 
«rforderlicn  sind,  veranlassten  mich,  darüber  nacbz^denkea 
es  nicht  möglich  sei,  die  Asymptote  direct  aus  der  so  eiol 
Polanrf  le^sbung  herzuleiten.  1^0  kam  ich  auf  die  oben  entwii 
Methode.  Im  siebenten  Beispiele  findet  man  sie  auf  die  ' 
curi%  angewandt 

Schliesslich-  wollen  wir  noch  auf  etwas  aufmerksam  mi, 
^  Vergleicht  man  nämlich  die  Figuren  Taf.  IX.  Fie.  7.  u.  8.  mitemamil. 
'findet  man,  dass  sie  in  der  Gestalt  ziemlicn  ubereinstittinem 
mentlich,  wenn  man  Taf.  IX.  Fig.  8.  herumdreht,  so  dass  B 
^  hin  Kommt.     Beide  Linien   haben    eine  Schleife,    einen  Dof 
punkt,    eine  Asymptote,  ferner  eine'  gera^  Linie,    welche  < 
den  Doppelpunkt  geht  und  zur  Asymptote  parallel  ist.  Alles 
föhrt  auf  den  Gedanken,  dass  beide  Xiinien  nahe  verwandt, 
leicht  gan^  identisch  sind. 

Soll  das  Letztere  stattfinden,    so  müssen   ihve  Gleich 
auf   dasselbe  Coordioatensystem    bezogen  >    genau  mit  ei 
übereinstimmen.  Wir  waIIoh  diess  näher  untersuchen.  Zueist 
formiren   wir   die  Gleichung  der  Focale  auf  rechtwinklige  C 
dinaten  (Taf.  IX.  Fig.  10.),  nehmen  ^  als  Anfangspunkt,  MC 
'  Abscissenaxe  >   ^^als  Ordinatenaxe ;    bezeichnen  ^A  durcl 
MC  durch  m,  und  LC^=iLH^=i^i  so  haben  wir  zufolge  derO 
stryction  dieser  Linie  (Siehe  Seite  322.):. 


p  :  y=  LAx  c, 

LA^^c^  +  im-^fi 

m 


.  • 


S29 

ex  ex 

Hl  — p;^  •        p  =  Wl—  ? 

(«-4)W(.-+i^)> 


(«  (c-y)  -  ca;)« =y«((c-5)» + ^ ; 

m«(c-y)«— 2cm(c-y)j:+c»a:«=y"(c-y)« +y>;t« ; 

Bt«(c— ar)*— '2cm:t(c— y)  +  ar«(c+y)(c-y)-y«(c-y)*=0; 

m^J^nfly — %:mx + ca:* + xhf — c^*  4-^' = 0 ; 

»  • 

Wir   wollen  nun  aiicb  die  Gteichung  der  'Glanzcurve  tat  dÄs 
nimliche  Coordiiiatefisystem  svcfaen. 

Die  Linie  C^  In  Tat  IX<  Eig.  a  entspricht  ofFeobtir  di^r 
Unie  CJ  in  Taf.  IX.  Fig.  7.;  denn  beide  geben  durch  den  Dop- 
pdpnnkt  C  and  sind  der  Asymptote  parallel.  Die  Linie  CH  dient 
HO«  daher  als  Abscisseilitx^.  In  Taf  IX.  Fig.  7.  haben  wir  AM 
zw  Ordinatenaxe  angenoniraen ;  da  wir  aber  in  Taf.  IX.  Fig.  8.  den 
dem  Pankte  A  in  Fif^.  7.  entsprechenden  Punkt  noch  nicht-  keo- 
nea,  sa  nehmen  i^ir  inn  zuerst  wHIkuhrlich  in  A'  an,  bezeichnen 
den  A1>stand  CM^  von  der  Linie  A'Mt  durch  /,  und  woilön  die- 
ses /  so  bestimmen,  dass  beide  Gleichungen  n^oglichst  nijie  über- 
ein«ktimmen.  >      •      m- 

Aus  Taf.  IX.  Flg.  1).  finden  wir  oua  leicht 

r  co6(9>  +  6)  =  / — Xt 
rsin(9  +  d)=y. 

I 

Aus  diesen   beiden    Gleichungen  sind    r   und    w   zu  bestimineo 
Qod  10  die  Polargleicbung  der  Glanzcurve  einzofähreo.  Man 'findet 


%<v+^=*r5r-iltß(pi«r* 


•ik 
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Setzt  mao  doh  zuerst  diese  Werthe  too  tg^  oad  ob^  in  die 
Gleidmog 


""(a — 6)8ioa  -f-  (a-|-6)co8atg9 ' 
80  erhlit  maD 

2<i6coa^(y— (^x)tgd) 
r 

"    (a-6)siD«  +  (a  +  6)cos«g|=^ 

^2fl&cos^(y-tf>-a:)tgd)(/-ar-fytg<) 
'^••(a-6)8lDiK/-ar+ytgd)+(a+6)co«a(yH/--.«)tg5  ' 
(j*  +  {l-xf)  I  (a--6)»iiia(/— ar+ytgd)+(a+6)cosa(y— (*— ar)tg«  l 

Betraditen  wir    zoerst   den  Anedmck  in  der  groenen  Klaaini^ 
(«.•(  und  bemerken,  das« 

(ii--6)^iD«=:  (a  4  6)eoea  tgd,  # 

an  haben  wir 

(«+Ä)ooa«l(H?)tgd +ytg««+y  -  (/-'a?)tg*|=(a+4)€o»«.y(l+tg«), 

♦  • 

und  weil 

1 


coeds 


V^l+tg»d* 


80  ist 


9 

=2oÄcos«(y(*-«)-(/-«)«tg(J+3f»tg*-y(*-«)tg««),   . 

4 

Bezeichnen  wir  der  KüfzVfanlb^  den*  ersten  Goeffieieniep 

•        .  *  •         ••      • 

(a  +  fe)co8« 
2a^osM 
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ihi'cli  /*,  mo  wt 

=^1— tg««)  -nzy(l-tg«a)  +y«tg«-Ägi  +  2lxtgS-altgi, 


r         f  f 


VercMc&eo   wir  Dun   diese  Gleichang  Glied   für 
GiMbqng  der  Poeale  (Seite  329.),  so  findet  sich: 

-I  '  s=CIII*. 
•  J 


Am 


l:^>j,=.0 


,  i-tg«a 

UieM9  Warth  von  i  in  die  folgende  Gldchnag  gesetit,  gibt 

.    .(l-tg«J)»      (l-t<t^»__  (l-4gM)* 

'  9 


1-te' 


also  m:sl. 

Setzt  man  in  den  bdden  letsten  AnsdrüdKen 

m=;/  und  ^^zse^ 

so  wiNen  sifi  Uenlisah.    •  « 

Da'  also  bbide  Gleicbaogei»  aaT's  Genaueste  flbereinsllmmen, 
so  Seht ,  daijias  hftfOT  ,''AM^ß  die  Focale  nnd  die  Glanacurve  ei 
an«  die'BSml(c!ie*Llitie  sind. 


eine 
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Es  ist  nun 


^_  (g  +  b)  cegg 


aUo 


tgd      i2a&8iii^co6^ 
/"         (o  +  6)cosa 

,     <i6co8^-*tg«a) 
(a-f  6)cosa 

\  Aus  diesen  Wertben  von  c  und  m  können  wie  auch  d^n  Wift* 
kel  i  vregbringen: 

tgd  =  — ri»g«»  «080= -7=====.,      sine =-7====*==, 
•«        a+6  ö  V^l+tg«Ä  V^TH^  . 

_    ab(a^^b*)siB2a 

_  06  (2fl6  +  (flH6^  cos2a) 
"•""     (a«+6«+2a6co«2«)l     ' 

Vergleicht  man  den  Wertb  ?on  e  mit  dem  früber  gefundenen 
Wertbe  von  NO  in  Taf.  IX.  Fis:  8.  (Siebe  Seite  326.)» 
so  findet  man,  dass  sie  einander  gleicb  sind,  dass  also  N  der 
Punkt  Ist,  der  dem  Punkte  A  in  Taf.  lX.Fig.  ?•  entspricht  Audi 
folgt  nun  CO:=zm, 

Seite  322.  baben    wir    eine   Construction  der   Focaie    ang^ 

Sehen;  diese  können  wir  jetzt  auch  auf  die  Glanzcurve  anwea-^ 
en.  Zieht  man  nämKeh  Tat.lX.Fie.  8.  durch  den  Punkt  ilT  irgend 
eine  Gerade  BNB',  welche  die  Linie  CH  In  M  schneidet  und 
macht  man 

MB::^MB:=zMC, 

SO  sind  B  und  B'  Curvenpunkte.  Hieraus  iSsst  sich  aber  leicht 
ujngekebrt  vermittelst  zweier  gegebener  Punkte  A  und  B  der 
Punkt  N  finden.  Denn  balbirt*  man  die  Linien  ACs  BC  durch 
diö  Senkrechten  JK,  hM.  welche  CH  in  K  und  M  schneiden, 
so  eibt  Jetzt  der  Durchschnitt  der  Linien  AK  und  BM  den  ge- 
suchten Funkt  2V ,  weil  offenbar 

AK=KC  ttnd  MB^MC. 

Es  folgt  daraus  NO^c^szg  =:  dem  Abstand  det  Asyllip^ 
vom  Pole.  •     ^ , 

Dieser  Beweis  Ist  viel  anschaulicher' als» der  •oben,  gegebene.* 


♦  t 


Fjir  e  aod  m  erkalteo  wir  die  Aosdrflcke: 

^absinScoam 


e=z 


(a4-6)cosa 


aftboa¥(l-tg«^, 

(a-f6)co8a 


wo 


a — b 

I 

Die  beiden  Grössen  e  und  m  charakterisiren  die  Focale  voll- 
stSndig;  man  kann  sie  leicht  aus  den  gegebenen  GrSssen  a,  b 
nnd  a  der  Glanzcnrve  berecbnen.  Wollte  man  aber  umgekehrt 
aus  den  gegebenen  Grossen  d  m  der  Focale  die  entsprechenden 
a»  6  and  er  der  Gtanzcurre  bereebnen,  so  hat  man  dafär  nur  zwer 
Gleichongen;  man  kann  daher  eine  der  drei  Grossen  a,  b,  a  wiU- 
kuhrltch  aonehmen  und  dann  die  zwei  andern  berechnen. 

IM?idiren  wir  den  Ausdruck  von  c  durch  den  von  m>  so  wird 
TatUL  Eig.  a 

c_        2smjf        _    2tgd 
«""  (i— tg«d)€osd~l— tg*«  • 


dahtt 


e^      ISO 

m 


tg.M=-  =  ^^. 


AIm  ist 


^NCO=2d,    ^NCG=^GCB. 


Ist  iaStgr  c '  nnd  m  graeben,    so.  ist  Wbkel  d  nicbt  melir  will- 
küiiriidi.     ' 

Setzen  wir  ~-=n>  so  wird 

o 


Nehmen  wir  Ar  n  irgend  eiifea  Werth  an,  so  lässt  sic^  Winkel 
tt  berechnen.  Man  hätte  aber  adch  Winkel  a  wilikühriidl  ^nneh- 
aen  nnd  das  zugehörige  n  bei^bchnen  «können : 


«  • 


_te'*t-*8?      .„, ain(it— <) 

Hat  man  nun  n  und  IVinkel  a  bestiiunty    so  kann  man  jbtzt  a 
oodA  berechnen:  ' 


*•  t 
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oder  auch 


4  = 


€(!+«) 


cos4.siD2tf  ' 


6  =  - 


csidSIr' 


m{m+if)Bm2i' 


und    endlich     a^—  • 

fi 

Wir  kSnneo  aber  auch  Alles  durch  eine  einfache 
erhalten.    Tragen  wir  nämlich  Taf.  IX.  Fig.  8.  nur  den  willkaltrBcb 
angenommenen  Werth  ron  a  za  beiden  Seiten  der  Linie  CG,  als* 

so  Ist  eil  das   neue  6  und   CJb  das  nene  a.    Ziehen   wir  die 
Linien  HD  und  JbD,  so  ist  auch 

Wir  könnten  daher  auch  in  IB  das  Licht  anbringen,   so  is(  wie» 
der*m  D  der  Glanzpunkt  für  das  in  TL  befindliche  Auge.   * 

Die  Glanzcnrve  enthält  daher  nicht  nur  die  Glanzpunkte  ^ 
alle  concentrischen  Kugeln,  sondern  sie  erlaubt  auch,  dass»  wenn 
sie  ftir  eine  bestimmte  Stellung  des  Lichtes  und  Auges  gegeii  den 
Mittelpunkt  der  Kugel  constroirt  ist»  einen  jener  Punkte  wllfkuhr- 
lieh  auf  ihr  anzunehmen ;  dann  ist  aber  die  Lage  des  andern  be- 
stimmt« 


ist 


4      4 

* 


•  * 


#  • 


*«, 


Us 


Praxen  aus  der  SEeeliaDlk. 

\oa  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Vorttood  der  höbereli  Borgerschole  la  Ettenheiin. 


L   Debet  dt«  Kurve,  die  6in  Hund  beschreiBt,  der 

seinem  Herrn  folgt. 

Ek  sei  der  Weg,  überhaupt  die  Bewegung  des  Herrn  völlig 
Maai^t;  zugleich  möge  vorausgesetzt  werden,  dass  beide  Bewe* 
inotteD  in  derselben  Ebene  vor  sich  eehen.  Es  seien  am  Ende 
d«r  Zeit  Ux,  v  die  Koordinaten  des  Ortes  des  Herrn,  ai,  v  des 
flondes,  so  bt  y  als  Funktion  von  .a?  bekannt^  w&hrend  beide 
bekannte  Fnnk^onea  von  t  sind.  f>  Ist  eme  Funktion  von  u  und 
diess  letztere  wieder  von  jr,  abo^auch  von  t    Sei  nun 

y—q>{x),  (1) 

«worin  ^x)  bekannt  bt  Sei  ferner  die  Geschwindigkeit  kt  des 
Hein  jn  jed^  ;lugenblicke  m^lnal  so  gi^ss  ab  die  Gesehwindig"- 
l^eit  -Kl  des  Ha^es/  90  ist  .     .      • 

■■'■  v^^^ '= -v^^^- '  ■  <^ 

•  ■  * 

Hieraus  Cilgt : 


■  •,...V"H©t=-V">+a)'-..  • 


(3) 


U6 

Die  Geschwindigkeit  des  Hundes  am  Ende  der  Ztnt  t  ist^  nadi  J 
Linie  gerichtet,  die  von  (x,y)  nach  (tf,ü)  geht.  Diese  Linie ma 
mit  der  Axe  der  x  einen  Winlcel»  dessen  Cosinus  gleich  1 


«— tt 


V(y-e)H(a:^tt)»' 


dessen  Sinus 


y— „ 


V(y-«)*+(ar-i«)«' 


so  dass 


3r    ;  3<f 


1=1 


du     da 


T:r-M 


St       dt   V(y— „)«4.(a:— „)«•   a<      Sr  V  (y-r)*+ (ar— «y 
Hieraus  folgt: 

3»       V  —  r 


8ti      a?— «* 


oder 
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(^— «)gi=»— «^ 


(4) 


Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich ,  dass  die  Linie  ^oii  (^»9\ 
(ai,o)  Tangente  ist  im  Punkte  (u^)  an  die  Kurve  des  Hunde 

Man  zieht  aus  (4): 


•  t 


d.  h. 


8a: _  (^-")p 


(5) 


Durch  Verbindung  der  Gleichuogen  (3)  lind  (5)  erhilt  main : 

li- 


nder 


(» 


$3T 

Die  Glelefaung  (4)  Ist  auch 

g)(a?),*-r=(ar— tt)gj^.  (7) 

Man  eliminire  nan  zfrischen  (6)  und  (7)  die  GrOsse  x^  so  erhält 
oiao  eine  Differenzialgleichüng  in  v  und  tf,  aus  der  die  eine  dieser 
Grossen  durch  die  andere  ausgedruckt  werden  kann.  Diese  Glei^ 
chons  ist  die  Differenzialgleicnung  der  Kurve  des  Hundes.  Ver- 
mittelst (2)  kann  man  sodann  u»  v  als  Funktionen  von  i  bestim- 
men und  vermittelst  (7)  die^  zu  einander  gehörigen  a  und  u  er- 
kennen. 

Wir  wollen  den  besonderen  Fall  betrachten,  in  dem  der  Herr 
eiae  gerade  Linie  beschreibt  Nehmen  wir  sie  als  Axe  der  ^  an, 
80  ist  iD  (t)  ^(w)=:zOf  also  sind  die  Gleichungen  (6)  und  (7): 

-r=(j:-i«)g^,  (70 


^-)S=-IV'+©'-      <^ 


Ificfsos  folgt: 
Cm  an  SU  integrireo  setze  ich 


8*» 

"'S? 


also 


8^0      vp      dp  vv         Bp 
S«?      du       Bv  du      '^  Bv 


so  ist  wo»  (S)i 


woraus 
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worin  C  ehie  willkohrliche  Konstante.    Hieraiw  ngiebt  «ich 

P 

2Cb» 


ferner 

p=V      2tt-     ^=2(l-ii.)t~  2(m+l)  +  ^' 

wo  O  eine  neue  willkfihrlicbe  Konstante. 

Die  Gleichung  der  Kurve  des  Bandes  ist  also 

•*  =  ^+3al-iii)""2(m+ir  ^^ 

Torausgesetzt,  dass  nicht  m=L    In   diesem  letstem  Falle  fSnde 
man : 

— c+fg-^.         ao) 

In  diesem  letztern  Falle  wfirde  die  Kurve  des  Hundes  der 
Aze  der  x  (oder  u)  sich  nähern,  ohne  sie  zu  erreichen.  Im  All- 
gemeinen ist  also  noth wendig  ir<1. 

Um  einen  hesondem  Fall  festzustellen,  wollen  wir  annehme«, 
dass  im  Anfange  der  Zeit  U 

arz=:0,  «=0,  9=0 
#\ 
sei,  so  folgt  aas  (70  im  Anfang  ö-:=0,  d.  h. 

0=1— Cfl^, 

and  ans  (9): 

"-t^+2  0[l-«»)~2(m+t)* 
Aas  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 

1 


^=±«- 


und  aus  der  zweiten: 
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O-^OT^'-^^'^f-.^O^f      "• 


m—m)  ^2(1+1«)  -  '^  ^  m^l  ' 
Demnach  ist  in  diesem  Falle  die  Gleichmig  der  Kurre  des  Hundes: 

*""■*■  i-m»  ^^  2(r=:;;r)  +  ss^oJi+i)'  ^  '^ 

worin  die  obeni  and  uDtem  Zeichen  zusammen  gehören. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Bewegung  nach  der  Richtung  der 
positiTen  a:  geschah,  so  müssen  die  tintem  Zeichen  gewählt  wer- 
den^ und  man  hat: 

Die  ZoBamnienkonft  gerchieht  in  dem  Punkte,  dessen  Abscisse 
"l^^«'  wt*  ««f  der  Aze  der  .t.  Gesetzt  die  Bewegung  des  Herrn 
sei  gleichförmig  gewesen,  dessen  Geschwindigkeit  =a,  so  ist 

Die  Bewegung  des  Hundes  ist  ebenfalls  gleichförmig;   seine  Ge- 
sdnriidigkeit  --•    Um  tc,ü  als  Funktionen  von  t  zu  erhalten,  hat 


1. "' 


flr""      2Cfe"      ~"      «e«  —  — 2a»ew' 
also  aas  (70: 

2s«»9»      -<^'-^l_TO«"~  2ii«(iii+l)  +  2(l-m)^' 

•  _ 

woraus  e  als  Funktion  von  f  zu  bestimmen  ist.    Aus  (9'')  ergiebt 
Steh  sodann  auch  u  als  Funktion   von  t 

-a_  Äfft  .    t    ^      .  ^WW  . 

Für  ^=f— — r=<rf  Ist  <=-7i sv,  also 

I— m*  a(I  —  m*) ' 

2s«e«      ~Ll— m«""  1— m«  ^  2a«(m+l)  "*"  2(1  -m) J 

~2(l^/n)  "■  2am(m  +  l)* 

93« 
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woraas  9=0,    so  dass  also  wirklich  das  ZasammentreBeii  Statt 

hat  und  zwar  am  Ende  der  Zeit  -71 51  •     Der  W^  des  Hnih 

des  ist 

—  2C(l-w)  +  2(^+T)  +  VI  — -  2TI=-iii)  *"  2(f»+l)fl-  "^  ^ ' 
und  folglich  von  t7=a  bis  9=0: 

2(1— m)  +  2(l+m)~l--iii«* 

wie  natürlich  y   da  seine  Geschwfndigiceit  — •    Uebrigens  ist  das 

Letztere  richtig,  welches  auch  die  Art  der  Bewegmig  des  Hem 
gewesen. 

Da  im  Anfange  der  Bewegung  (die  Gleichnog  (9'^}  Tfwaasge- 
setzt)  g-r=:|r,    SO  ist  die  Axe  der  y  Tangente  der  Kurve.    Im 

Punkte  tc=^  iL-mi    ^*  Sii'^®'  ^^  ^^'*  ^'^  Axe  der  j:  Tai^ente 
an  die  Kurve. 

Die  allgemeine  Form  der  Gleichung  der  Kurve  ist  eigentlich 

•* '"Vr=^^2fl»(m+l)~2(l— mV  ' 
und  es  sind  also  zwei  Zweige,  die  beiderseitig  mit 

am  .  QVü 

tt=-y 5-    oder   ~ 


1— m*  1— -m* 

enden.    Die  Kurve  (9^)  geht  nur  von  vszza  bis  9;=0. 


II.    Ueber  den  vortheiihaftesten  Abhang  eines  Kanals, 

an  dessen  Ende  das  Wasser  einen  industriell  zu 

benutzenden  Fall  hildensoll. 


Wenn  Wasser   in   einem   offenen  Kanäle  fiiesst,    der  einen 
gleichförmigen  Fall  hat  und  dessen  Durchschnitt  überall  derselbe 
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V 

ist,  «0  findet  man  die  glelchfurmige  Gescbwiodigkeit  t>,  die  e« 
aonimmt,  dorcii  die  Gleicbang: 

worin  A  die  FMche  des  Schnitte»  C  sein  benetzter  Umfang,  t  der 
Fall  aof  jeden  Meter,  a,ß  zwei  Konstanten,  die  bestimmt  wur- 
den sä 

«=(^00004445,  ß=zOfiooa(m. 

(Man  sehe:  Navier,  Resum^  des  le^ons  sur  Tapplication 
de  la  H^canique.    2"*«  Partie.  §  122.) 

Gesetzt  nun,  es  befinde  sich  in  einem  Flusse  eine  Insel  und 
der  Flnss  habe  Wasser  genng,  dass  man  die  Kraft  desselben 
iDdastrieil  anwenden  könne.  Man  wolle  zu  diesem  Ende  durch 
£e  eanze  Länge  der  Insel  einen  Kanal  graben,  an  dessen  Ende 
daa  Wasser  einen  kleinen  Fall  bilden  soll,  dessen  Kraft  nun  an- 
eevendet  werde.  Es  ist  nun  ganz  klar,  dass  man  den  grussten 
Fall  erhalten  würde,  wenn  man  den  Kanal  horizontal  anlegte, 
allein  in  diesem  Falle  würde  kein  Wasser  durch  denselben, flies- 
sen.  Dagegen  würde  die  grOsste  Masse  Wassers  durch  densel- 
Wn  fliessen,  wenn  man  ihm  dieselbe  Pieigung  gäbe,  die  der  Fiuss 
liat;  bi  diesem  Falle  hätte  map  aber  keinen  Fall.  Zwischen  die- 
sen beiden  Aenssersten  nun  hegt  der  Fall ,  da  man  bei  grOsst- 
iB<*|lidiem  Falle  die  grusstmogliohe  Masse  Wassers  erhält, 

Stelle  Taf.  X.  Fig.  3.  AB  =  CD  die  (horizontal  gemessene) 
Läfiee  h  der  Insel  (des  Kanals)  CE  dar;  sei  i  dessen  Fall  auf 
dea  Meter,  so  ist  DEzrzLi;  endlich  sei  AC=H  der  Unterschied 
der  Niveaux  des  Wassers  an  den  Enden  der  Insel,  so  ist  BE 
^B'-Ia,  Bedeuten  A  und  C  was  oben,  so  ist  die  Geschwindig- 
keit des  Wassers  im  Kanal  gegeben  durch 

Die  Menge  Wassers,  die  in  einer  Sekunde  durch  den  «Schnitt  des 
Kanals  messt,  ist  A9\  also,  wenn  ^  das  Gewicht  der  Kubikeioheit 
des  Wassers  ist,  derea  Gewicht  Aqv.  Diese  Masse  ßUlt  diueb 
die  H5lie  H—ld,  kann  also,  nuten  angekommen^  die  Arbeit 

AeviB'—Li) 

^^nichten*  wenn  man  darauf  nicht  achtet,  dass  sie  schon  eine 
Uklaagliebe  Geschwindickeit  besitzt  Achtet  man  darauf,  somuss 
luo  obiger  Grosse  nocn 

>vfugen.  Alsdann  ist  die  Arbeit,  die  in  der  Sekunde  durch  das 
Uende  1^ asser  Yerrichtet  werden  kann: 
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« 

:=zAH^^L9Cmtß^L9Cßf>^  +  ^, 
Crfaw  na  da  M>Ti«ni  sein  solL    Man  findet; 


TeraacUlBrigt,  so  bitte  sich  ergeben; 


Kennt  aan  o,  so  findet  sieb: 

frodoreb  oan  der  Torteilbnfteste  AbfsD  gefiinden  ist. 


IIL    Ueber  das  Princip  des  Tellurioms. 


Eine  Kngel  drehe  sich  mit  der  Winicelgeschwiudigkeit  o  om 
eine,  aosser  ihr  liegende  Axe  AB  (Taf.  X.  Fig.  4.),  und  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  e  zugleich  nm  eine  doreh  ihren  Mittelponkt 
gebende,  mit  ilA  parallele  Axe  CD,  und  es  sei  die  Richtung  von 
<  der  von  cd  eotgegengesetct;  man  verlangt  die  Laee  einer  oeiie- 
bigen  (festen)  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Liinie  EF  am 
Ende  der  Zelt  t 

Man  nehme  AB  als  feste  Axe  der  i  an  und  lege  durch  A 
swel  Axen  der  x  und  y^  die  anftngliche  Richtung  von  AC  gebt 
die  Richtung  der  positiven  Axe  der  d?  an,  und  tne  positive  Axe 
der  y  sei  so  gewählt,  dass  die  Kchtung  der  Geschwindigkeit  0 
von  der  positiven  Axe  der  x  unmittelbar  zur  positiven  £ce  der 

?)  gehe.  Durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  lege  man  eben  so  eio 
n  ihr  festes  Koordinatensystem,  von  dem  OD  die  positive  Axe 
der  Xi  und,  in  der  anfänglichen  Lage,  die  \xen  der  Xi  und  ^1 
den  vorigen   (der  x  und  y)  parallel  seien.    EF  sei  so,   dass  sie 
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im  An&oge  mit  den  festen  Axen  in  A  die  Winliel  a>  0>  y  mache, 
welche  Wiokel  sie  also  in  diesem  Augenblick  auch  mit  den  durch 
0  geheoden  Axen  macht 

Offßnbar  werden  wir  unsere  Aufgabe  auch  dadurch  losen  kon- 
B^,  das^  wir  zuerst,  während  einer  Zeit  t^  der  Kugel  bloss  die 
ßetregung  um  AB^  und  dann  während  einer  eben  solchen  Zeit 
bloss  die  um  CD  ertheilen.  Lassen  wir  also  zuerst  die  Kugel 
Bich  bloss  um  AB  drehen  und  suchen  wir  am  Ende  der  Zeit  t 
die  Laj^e  der  Axen  in  Q  in  Bezug  auf  die  in  A.  Die  beiden  Axen 
der  2  sind  noch  immer  parallel.  Die  Axe  d§r  x^  (durch  O)  macht  mit 
der  Axe  der  x  (durch  A)  den  Winkel  o^,  mit  der  der  y  den  Win- 

X  IT 

kd  ^  <-  ol,  mit  der  der  %  den  Winkel  ä*  »  die  AxQ  der  y^  macht 
out  der  der  x  den  Wiokel  5-  -f  oe,  mit  der  der  y  den  Winkel  »< 

ofid  mit  der  der  z  den  Winkel  ^  •    Bei  dieser  Drehung  sind  alfiTo 

die  durch  O  gehenden  Axen  beweglich  gewesen ,  als  feste  Linien 
in  der  Kugel. 

Lassen  wir  nun  die  Kugel  sich  um  CD  während  einer  Zeit  i 
drehen  und  während  dieser  Zeit  die  Axen  der  Xn  jfi,  Xi  fest  (als 
feste  Linien  im  Räume,  unbeirrt  durch  die  Bewegung  der  Kugel), 
so  wollen  wir  die  Lage  von  EF  in  Bezug  auf  die  durch  O  ge* 
hendeo  Axen  am  Ende  der  neuen  Zeit  t  suchen,  an  deren  Anfang 
Batariich  EF  mit  diesen  Axen  die  Winkel  a,  ß,y  machte.  EF 
nacht  mit  CD  ständig  den  Winkel  y;  legt  man  also  durch  EF 
and  C/>  (die  Axe  der  Zi)  eine  Ebene  und  achtet  auf  die  Durch- 
sdnuttsUnie  dieser  Ebene  mit  der  Ebene  der  Xtifi,  so  macht 
diese  Durcfaschnittslinie  am  Ende  der  J^eit  i  mit  der  Axe  der  Xi 


fC 


den  Winkel  ai-^tti  mit  der  Axe  der  yi  den  Winkel  (r*^>^i  4*  ^ 

nit  der  der  z^  den  Winkel  q-,   wenn  Oi  der    anfängliche  Winkel 

mit  der  Axe  der  Xx  ist  a^  ist  zu  bestimmen  aus  den  Glei- 
choogen: 

cos« = cosfl^siny ,    cos^  r=  sino^siny ; 
d.h. 

cos«  -. 

Ftr  unsem  Zweck  wäre  es  Tollkommen  genug,  «i  =.0  zu  setzen, 
hl  welchem  Falle  ^=s- 9  «=5-— 7  wäre.  Doch  wollen  wir  die 
Allgemeinheit  beibehalten. 

Sind  nun  «',  ß\  /  die  Winkel,    welche  die  EF  mit  den  durch 
0  gehenden  Axen  am  Ende  der  Zeit  t  macht,  so  hat  man 
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cosa'z=co8{ai'^^»BmYf  camß'  ::^Bin(ai'^BtiMnj ,  /=y.         (2) 

Man  wird  nan ,  wenn  man  beide  erhaltenen  Resaltate  «aeaminen 
nimmt,  leicht  einsehen ,  dass  die  mehr  genannte  Durchschnitts- 
linie  mit  den  Axen  der  x,  y,  %  folsende  Winkel  nacht  am  Ende 
der  Zeit  %  (während  »welctier  bei&  Bewegungen  zugleich  ge- 
achahen) : 

mit  der  Axe  der  x  den  Winkel:  cot-f  «^i  —  «^=«1  +(»— O^f 

mit  der  ^x»  der  y  den  Winkel;  j— ai<— («i— fQ^^a-^-iri— <«— «)f, 

mm 

mit  der  Aw  der  z  den  Wiüfcei ;  «  • 

Sind  al9Q  jetstt  a".  ^'\  f  die  Winkel  der  Linie  EF  mit  den 
drei  Axen  durch  A^  «o  ist: 

eo8a''3DCos(oi-f-(<o— c)#).8hi)^,  eo8j3^=3sin((of-><)H<ri)*9iD}^yy*=X.  (3) 


FSr  den  besondern  Fall,  dass  fi)=£»  wie  diess  b€um TelloriuRi 
der  Fall  ist,  folgt  aus  (3): 

Cosa^=:co9aisiny,  cos^^=:8in(X|9in}^»  y"=y.;  (4) 

d.  b,  w^nn  man  (4)  mit  (1)  vergleicht: 

0-=^«,     /J-=|y,     y^=y;  ^) 

oder  die  titnle  i^Fbleibt  beständig  VkW  sick  gelbst  pa- 
ritllel. 

Ure^t  aUo  eine  Ki^et  sich  tun  die  Axe  AB  und  zugleich  an 
die  mit  ihr  parallele  CD^  sind  die  beiderseitigen  Winkel- 
aesthfviiidtgkeiten  gletek,  aber  entgegengäsetzt  gerichtet,  so  bleibt 
jeder  durch  O  gehende  Durchmesser  der  Kueel  beständig  mit  sieb 
pitfilllel.  |>ifss  ist  nw  das  Priocip  des  Tefinriums.  Dii^  l^Wich- 
tuQg  desselben  ist  übersichtlich  folgende: 

Eine  Stange  AB  (Taf.  X.  Fig.  5.)  ist  um  MN  drehbar.  An 
MN  ist  ein  horizontales,  nach  unten  gezähntes  Rädchen  G  fest 
In  dieses  greift  ein  vertikale«  Rädeben  C  ein>  das  an  der  Stange 
CD  ist,  welche  letztere  in  £  und  Fan  AB  befestigt,  sonst  aber 
ganz  frei  ist.  In  D  ist  ein  vertikales  Rädchen,  ebenfalls  fest  an 
CD  und  ganz  gleich  dem  in  C,  welches  dann  in  das  horizontale 
H  eingreift,  d^a  gleich  G,  aber  innerhalb  der  Rädchen  C  uod 
D  ist. 

Die  Axe  dieses  Rädchens,  die  an  demselben  fest  ist,  trägt 
dd»  (Halb-)  Ring  Khy  au  dem,  an  der  (schiefen)  Axe.  KL  eine 
Kugel  ist  Man  sieht  leicht  ein,  dass  diese  Vorrichtung  die  obi* 
gen  Voraussetzungen  verwirklicht,  so  dass  KL.  bei  der Be^y^wung 
von  AB  um  MN,  wobei  also  die  Kugel  sich  um  MIS  xaii  HJ 
dreht,  die  Linie  KL  z.  B.  (die  Erdaxe,  wenn  die  Kugel  die  Erde 
in  ihjrex  Be.weguiig  um  die  Sonne  vorstellt  und  KL  um.  StSy«^ 
gegen  JdlS  geneigt  ist)  Immer  mit  sieb  parallel  bleibt,  was  be- 
kanntlich mit  der  Erdaxe  der  Falle  ist. 
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Heber  Curren  aweiter  iiii4  dritter 

OrdHoiigr. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Clausen^ 

Obtervator  an  der  Sternwarte  so  Dorpat* 


Jkf   elegante  PascaTsche  Satz   in    BezieliuDg   auf  Curveo 
Zureiter  Ordnung  veranlasste  mich   einen  ähnlichen    in  Beziehung 
aof  ConreD  dritter  Ordnuns  anÜEUsuchen.     Bei  diesen  letztem  ge- 
stalten sich  aber  die  Gleicnangeo  viel  verwickelter;    so  dass  ver- 
QvtUich  mehrere  solche  Sätze  existireD»   die  man  erlangt»   wenn 
DUO  die  Gleichung  der  Curve  auf  verschiedene  Weise  behandelt; 
ivobei   man    bei   Curven    zweiter   Ordnung    auf  einerlei    Resultat 
kommt,    bei  denen  dritter  Ordnung  aber  verschiedene  Resultate 
findet    Ich  gelangte  durch  eine  völlig  gleiche  Behandlungsweise 
zn  dem  Pascaf sehen  Satze  und  z«  einem,  wie  idi  glaube,  neven 
einfaehen  Satze  in  Beziehung   auf  Gurven    dritter  Ordnung,    der 
mir  der  Verolfentlicbmig  nicht  ni^werth  schien,   weshalb  ich  ihn 

mittheile. 

• 

1.  Zuerst  suche  ich  die  allgemeine  C^eichung  einer  Curve,  die 
dorch  vier  gegebene  Punkte  Pi,  P9»  P3,  P4  geht'  Zieht  man 
dprch  zwei  dieser  Punkte  P|  und  P^  eine  Gerade  und'  bctraclHet 
diese  als  Axe  der  s;  und  setzt  man  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dioaten  im  Punkfe  A:  so-  hat  man  fnr  diet  beiden  Punkte 

and 


E«  sei  £=0  die  Gleicbimg  für  die  Gurve.  Man  sieht  kidit,  dass 
K  um  den  beiden  Werthen  zu  genfigen  r  vm»  der  Form  sein  anfisM: 
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jr=(j?-^a)(a^-<iOifi+fÄi; 

in  welcher  Formel  Ki  and  K^  andere  PoljFnome  Ton  :v  und  y  « 
Constanten  bezeichnen.  Es  seien  nun  ferner  die  Gleichangeo 
die  Geraden,  die  durch  Pi  und  P,,  P^  und  P4  gehen: 

sei  femer  l^^y,  so  hat  man: 

{X  und  V  bedeuten  Constanten)  also: 

K=zl^.l^.Ki  +  l.K^,...  (1) 

worin  Jlf«  ein  ähnliches  Polynom  als  S^  beseichnet  Auf  g»u  s 
liehe  Weise  findet  man»  wenn  man  die  Gleichung  fiir  dieGenj 
die  durch  P^  und  P^  gezogen  ist,  4=0  setzt: 

K=:li.k.K^  +  h.X^  (2) 

Subtrahirt  man  nun  die  Gleichungen  (I)  und  (2)  von  einander, 
findet  sich: 

Da  in  dem  Durchschnitte  der  Geraden  /  und  /,*)  weder  /,  vd 
▼ersch winden,  so  muss  K^  —  K^  in  diesem  Punkte  =0  sda 
muss  daher 

sein,  wo  wiederum  K^  und  A^  Polynome  von  x  und  y  bezekll 
Demnach  ist: 

Kl — • .  K^  ^K^^-'l^  •  Kf  :=s  AJn , 

wodurch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  sich  verwandeln  in: 

K=^li.l^.K^  +  li.khKr  +  l.^E^^k'U'Ks  +  '.  («kH  J«- 
Demnach  ist: 

Es  muss  also  sein: 


*)  KArme  halber  werde  ich  im  Folgenden,  wenn  keio  HiMTOits 
alee  ma  befürchten  ist^  statt:  die  Gerade  deres Gletchong  L — 0,  tcUid 
weg  die  Gerade  L 


oder  eodiichc 
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'2,  Bei  Curreo  zweiter  Ordnang  werden  die  Gröseeii  A«  und 
K^  CoDstaoteiB.  Nimmt  man  nuq  zwei  andere  Punlcte  P5»  rV  auf 
der  Corve  an,  nod  setzt  die  Gleicbung  der  Geraden,  die  durch 
Pi  und  P^  geht:  ^=0;  der  Geraden,  die  durch  /\  und  P^  geht: 
4=0;  und  aer  Geraden,  die  durch  P^  und  P4  gent:  io==0;  so 
bat  man  auf  ganz  ähnliche  Art  in  Beziehung  auf  die  Punkte  P^, 
^ftt  /«»  P4   folgende  Gleichung  filr  die  Curve: 

K:;^Jt.l^.l^  +  lsf.l^.h  ......  (4) 

v^o  k  und  W  Constanten  bezeichnen.    Eltminirt  man  nun  aus  den 
Gleichungen  (3)  und  (4)  /,,  so  erhält  man: 

(AfJ^-^E^Kzszk'J[^.i,.U.l^^A.K^J.hJ^  ...(5) 

Da  i,  i^,  K^,  Kq  Constanten  sind,  so  wird 

Ae  Gkicbang  einer  Geraden  sein.  Die  neun  Durchschnitte  der 
^vei  Geraden  ^,  /,  und  l^  mit  den  drei  anderen  Geraden  /,  /« 
n»d  L  liegen  also,  da  in  ihnen  die  beiden  Glieder  der  Gleichung  (5) 
VMNkwindeD,  entweder  auf  der  Curve,  oder  auf  der  Geraden  l^. 
^n  aller  schneidet  die  Gerade  ^  die  Geraden  /  und  l^  auf  der 
Corre.  Sie  kann  die  Curve  nur  in  zweien  Punkten  schneiden, 
also  muss  der  Durchschnitt  mit  I4 »  da  er  von  den  beiden  andern 
im  Allgemeinen  verschieden  ist,  auf  der  Geraden  L  liegen.  Eben 
80  mfissen  die  Durchschnitte  /«  und  4 ,  4  und  i  auf  derselben 
Geraden  liegen.    Dieses  ist  der  Pascarsche  Satz. 

« 

3.  Bei  Curven  dritter  Ordnung  werden  die  Grossen  K^,  K^ 
in  der  Formel  (3)  nicht  fiber  die  erste  Ordnung  sein;  eine  dersel- 
ben muss  wenigstens  vom  ersten  Grade  sein,  da  sonst  die  Curve 
nur  von  zweiter  Ordnung  wäre.  In  dem  Folgenden  wird  ange- 
nommen, dass  beide  die  Gleichungen  von  Geraden  darstellen,  dass 
also  die  Gleichung  ftir  die  Curre  von  folgender  Form  sein  wird: 

jr=  /•  4  •  /s  +  /a  •  ^4  •  's  • (6) 

Die  Gerade  l  gehe  durch  die  Punkte  P,,  P«,  Pf  (Taf.  VIL 
%  5.);  A  durch  die  Punkte  P„  P4,  P^;  /,  durch  P^,  P%y  P,; 
/«  durch  P«,  P5,  Pe;  so  sieht  man  leicht,  dass  l^,  durch  die 
Punkte  P,,  Pe,  Pg;  und  dass  L  durch  Py,  Pg,  P9  gebt  Wenn 
nan  also  durch  vier  in  der  Curve  liegende  Punkte  Pi»  Pt» 
P4,  Pi  die  vier  Geraden  zieht:  1)  PiPs>  die  die  Curve  überdies 
in  P,   schneidet;     ^  P^P^f   die  die   Curve   in    Pe   schneidet; 
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3)  />!  jP«,  die  die  Curv»  noch  in  A  epchneMet;  4)  P^P^,  die 
Curve  noch  in  P^  Bchoeidet:  so  schneideo  die  Geraden  P>P| 
PrPs  die  Curve  in  demselben  Punkte  Pg. 

Es  werden  die  Geraden  /  und  /,  beibehaiten,  oder  ik 
Pi»  Pit  P99  P49  P7»  und  vier  andere  Gerade  gezogen:  h 
die  Punkte  P«,  P^,  P.;    /',  durch  P«,  P^,  P^l    f*  durch 
^ö.  ^(j;    /'«durch  Pr,  Pg',  Pa.    Alle  diese  Punkte  liegen 
der  Corve.    Statt  des  Vierecks  Ps^P^»  Ps»  P9  eotsteht  atse 
neues  P'5 ,  P'« »  P, ,  P^ »  dessen  verlängerte  Seiten  die  Ci 
denselben  Pankten»  wie  die  verlängerten  %iten  des  erotera 
den.    Da    beide   in  der  Curve  eiogeschrieben  sind,    so  hat 
ebenfalls  flir  das  letztere: 

Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  (6)  ,und  (7)  /»«    so 
sich: 

J^  oder  die  Gleichung  l&r  die  Curve  kann  nicht  darch  /  tb( 
sein,  folglich  muss 

sein«   wo  L=0   die  Gleichung  einer  neuen  Geraden   ist. 
nach  Ist: 

Die  Gerade  4  kann  die  Curve  nur  in  dreien  verschiedenen 
ten  schneiden«  nemlich  in  ihren  Durchschnitten  mit  Tj,  /«, 
der  Durchschnitt  d  (Taf.  VII.  Fig.  5.)  mit  l'^  liegt  daher  asf  ( 
Geraden  Li  eben  so  liegen:  a  der  Durchtichnitt  von  ^  mit  fiU 
der  Durchschnitt  von  /\  mit  l^;  v  der  Durchschnitt  von  f|  ■ 
l^  auf  derselben  Geraden.'  Wir  haben  also  den  Satz: 

^Beschreibt  man   in    einer   Curve   dritter  Ordnai 
swei  Vierecke,   deren  verlängerte  Seiten  die  Cnrre 
denselben  vier  Punkten  schneiden;    so  liegen  die  rij 
Durchschnitte  der  vier  Seiten  des  einen  Vierecks  m 
den   den    gegenüberliegenden  Seiten    entsprecheoi 
in  dem  andern  Vierecke,  auf  einer  Geraden." 

Durch  Hülfe  dieses  Satzes  lassen  sich,  wenn  die  acht  Da 
schnitte  der  vier  Seiten  eines  in  die  Curve  eingeschriebenen  VmI) 
eeks  mit  der  Curve  bekannt  sind,  siitteUt  eines  neunten  Pn  ^ 
wenn  dieser  nicht  der  oben  erwähnte  neunte  Punkt  Pg  ist,  eine 
endliche  Anzahl  Punkte  der  Curve  durch  die  leichteste  Con« 
ctioa  finden.  Es  sei  nemlich  (Taf.  VIL  Fiff.  5.)  P5  dieser  Fu 
Man  ziehe  P%P^  oder  f|,  die  die  Gerade  U  in  dem  Panktei 
schneidet;  P4P6  oder  die  Gerade  /'4,  die  4  in  dem  Punkitß 
schneidet  Durch  a  und  ß  siebe  man  nun  die  Gerade  X| ,  die  u 
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im  Punkte  f,li  aber  im  Punkte  8  schneidet  9*00  gehen  die  Gera- 
den f ,  durch  P»  und  dy  l\  aber  dnrch  P^  und  y^  wodurch  daa 
ganze  Viereck  ToUig  bestimmt  ist.  Man  findet  also  auf  diese 
Weise  drei  neue  Punkte  durch  Uuife  des  einzigen  P*^.  Durch 
Verwechselung  der  Geraden  /,  l^  und  /,  unter  einander  und  ht 
U,  U  iaissen  sich  mehrere  neue  Punkte  blos  durch  P^  finden; 
wenn  man  aber  die  neu  gefundenen  auf  dieselbe  Art  als  P"^  be« 
handelt,  oder  die  neuen  Complexe  Ton  drei  und  drei  Geraden 
anwendet,  und  die  Operationen  wiederholt,  kann  man  -jede  belie- 
bige Anaahl  Punkte  auf  der  Curve  finden. 

4.  EiS  seien  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung  zwei  Vierecke 
etDgeschrieben,  deren  auf  einander  folgende  Seiten  /,  L,  U,  l^ 
joiA  tf  i'i,  V%y  tt  sind.  Man  hat  also,  wenn  K=0  die  Gleichung 
der  Cunre  ist: 

folgBch  darcfa  Elimination : 

(»  !••  3  ■"■  •!•'•/  tLz^ i,i^,i  j.t  B  "*-•  ,1  s*f|aftj  • 

Von  den  seohszeho  Durchschnitten  der  vier  Geraden  l,  l^,  l\ 
uad  f,  mit  den  vier  andern  t  j  t^,  ^  und  4  liegen  nur  acht  auf 
der  Cnrve,  und  kqiinen  nicht  mehr  verschiedene  liegen,  weil. jede 
Gerade  die  Curve  nur  in  zweien  Punkten  schneiden  kann.  Die 
fibrigen  acht  Durchschnitte  /  und  /^  mit  t  und  f^;  /^  und  ^  mit 
^1  md  F^  liegen  auf  einer  Curve  zweiter  Ordnung,  oder  einem 
Svateme  von  zweien  Geraden,  deren  Gleichung 

isL    Man  kann  hieraus  folgenden  bekannten  Satz  folgern: 

„Wenn  von  zweien  in  einem  Kegelschnitte  einge- 
schriebenen Vierecken,  die  drei  Seiten  des  einen  die 
entsprechenden  drei  Seiten  des  andern  auf  einer  Ge- 
raden schneiden;  so  liegt  der  Durchschnitt  der  vier- 
ten Seite  mit  der  entsprechenden  im  andern  Dreiecke 
aaf  derselben  Geraden.  Zugleich  liegen  die  Durch- 
achoitte  der  vier  Seiten  des  einen  Vierecks  mit  den 
eotsprechenden  gegenüberstehenden  im  anderen  Vier- 
ecke auf  einer  anderen  Geraden." 

5.  In  einer  Curve  dritter  Ordnung  seien  zwei  verschiedene 
Vierecke  eingeschrieben,  in  denen  blos  zwei  einander  gegenüber- 
stehende Seiten  die  Curve  in  denselben  beiden  Punkten  schnei* 
den.    Es  sei  also  Jlf=0  die  Gleichung  der  Curve,  so  ist: 
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ElfaBioirt  nutn  hienuia  /,  so  erglebt  ricfa; 

VoD  deo  RlDtnndzwanztg  DaTcbacbnitteD  der  Gerfcd«o  fi,  f» 
t,,  l*,  It  mit  deo  Geraden  l,,  t,,  f,,  f,,  tt  liegen  di«  in  dem 
unten stefaen den  Schema  mit  0  bezeichneten  Dnrchscfaaitte  der  id 
der  obem  horizootalen  Reibe  mit  denen  in  der  vertikalen  anf  der 
Ciirve.  Die  Abrieen  liegen  anf  einer  andern  Cnrre  odei  Systeme 
von  zweien  Geraden,   deren  Gleichnng 

?,.P,-i,./.=0 


Hieran«  folgt  sorieich,  doss  wenn  drei  dieaer  tetstem  Dorcb- 
■chnitte  anf  einer  Geraden  lieren.  die  almmtlieben  aeha  Durch- 
acbnitle  anr  Eweien  Geraden  liegen  mOuen,  und  swar  auf  jeder 
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Zweite  Bearbeitonir  des  In  dem  Auf- 
satsEe  TM.  XIH.  STr.  XXXIII.  gregpe- 
benen  Beweises  eines  greometrischeii 

fitatKes. 

Von 

Herrn  Theodor  Lange 

in   Berlin. 


Es  erscbeint  hiermit  eine  neue  Bearbeitnog  des  Beweises  zn 
dcBiii  TbLXIlL  Nr.XXXlII.  S.  341.  aufgestellten  Satze:  Wenn  ans 
xirdPankten  A  and  B  einer  geraden  Linie  zwei  gerade  Linien  ilC 
opd  BD  ausgeben»  welcbe  mit  der  Linie  AB  die  Winkel  a  und  b 
bilden  mögen,  und  wenn  eine  aus  dem  Punkte  A  auf  die  Gerade 
DB  g/BMügitiüie  Linie  Ton  der  L8n^  r  den  Winkel  a  in  demsel- 
ben Verbältoisse  tbeilt,  in  dem  eme  aus  dem  Punkte  B  auf  die 
LiDie  AC  gezogene  Linie  von  derselben  LSiiee  r  den  Winkel  ö 
theilt,  so  sind  die  Winkel  a  und  6  einanaer  gleich.  Der  hier 
folgende  Beweis  scheint,  abgesehen  von  seiner  grossem  Einfach- 
beit,  deshalb  ▼ielleicbt  einige  Aufmerksamkeit  zu  verdienen,  weil 
m  seinem  Verlauf  deutlicher  hervortritt,  woher  es  wohl  gekommen 
ist,  dass  so  viele  Versuche  einen  rein  geometrischen  Beweis  die- 
ses Satzes  zu  geben,  gescheitert  sind.  Indem  nämlich  dieBedin- 
gsiig,  dass  die  Halbmesser  in  den  Winkeln  a  und  b  liegen  mfis- 
660,  einmal  begrenzend  und  dann  wieder  ausschliessend  wirkt;  da 

dieselbe  bewirkt,  dass,  wenn  a'^PBA  ist,  die  Gleichung  rr=^ 

die  Gleichung  a^=sb  bedingt,  indessen  sie,  wenn  a<PBA  ist, 
die  Gleichung  unmöglich  macht  und  den  Fall,  dass  die  Kreise 
sich  nicht  schneiden ,  ganz  ausschliesst ;  aber  auch  die  Gleichungen 

^Sä>  und  *r7=7  lucht  eintreten  lässt* 

(Ton  nun  an  t.  m.  Taf.  X.) 
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Alle  geradeu  Linien  ans  einem  Punkte  Ag  aof  denen  Punkte 
liegen,  welche  von  einem  Punkte  B  den  bestimmten  Abstand  r 
haben ,  sind  Secanten  ans  A  fär  den  mit  r  als  Halbmesser  um  des 
Punkt  B  beschriebenen  Kreis«  Ebenso  sind  alle  eerade  Linien 
aus  dem  Punkte  B,  auf  denen  Punkte  liegen,  welche  von  dem 
Punkte  A  den  bestimmten  Abstand  r  haben,  Secanten  aus  B  ßir 
den  mit  dem  Halbmesser  r  um  A  gezeichneten  Kreis.'  —  Man 
stelle  sich  vor,  eine  8ecante  filr  den  Kreis  um  A  aus  dem  Punkte 
B  drehe  sich  um  diesen  Punkt  so,  dass  sie  aus  der  Lage  BA 
als  der  ursprünglichen  sich  nach  einer  Richtune  bewege,  nis  sie 
in  die  Lage  jeder  Secante  gekommen  ist  Der  bei  dieser  Drehung 
zunehmende  Winkel,  welcfien  die  Secante  mit  BA  bildet,  sei  6. 
Sind  während  der  Drehung  auf  die  Secanten  stets  die  Halbmesser 
gezogen ,  so  wird  jeder  Halbmesser  mit  BA  Winkel  bilden,  von 
denen  der  eine  a  -mit  dem  Winkel  b  gleichieitiß  zanimmtf  indes- 
sen der  ihm  der  Lage  nach  entsprechende  Winkel  er'  am  andern 
Halbmesser  ibrtwibrend  abnimmt  Man  bezeichne  lerner  dmi  Win- 
kel ,  den  eine  beliebige  Secante  aus  A  Hir  den  Kreis  um  B  mit 
AB  bildet,  mit  a  und,  der  obigen  Uezeichnniijg  der  Winkel  a  und 
a^  entsprechend,  die^  Winkel,  welche  die  auf  diese  Secanten  ge- 
zogenen Halbmesser  gegen  AB  bilden,  mit  ß  und  ß'. 

Da  die  Winkel  <*  und  b  beständig  denselben  Werth  bebalten, 
dagegen  b  und  a  gleichzeitig  zunehmen,  so  nimmt  das  Verhältntss 

—  ab,  indessen  -tt zunimmt    Es  kann  also  nur  höchstens  ein- 

"ab 

mal  ~=7  werden,  während  die  Secante  in  die  Lage  jeder  Se- 

cante  gekommen  ist    Da  aber,  wenn  a=6  Ist,  immer  i:  =  7  ^^ 

so  D^uss  auch    umgekehrt,    wenn  ~=7  i^tj  aszb  «ein. 

Mit  mehr  Schwierigkeiten  ist  aber  ^e  Untersuebane;  vtitlm^ 
den ,  »aler  welchen  Bedingangen  die  Quotienten  —,  und  ^  einan- 
der gleich  sind,  da  diese  Verhältnisse  gleichzeitig  zunehmen.  Man 
stelle  sich  vor,  6  nehme  immer  um  einen  beständigen  Winkel^  zu;  als* 
dann  wird  a'  um  Winkel  abnehmen,  welche  selbst  entweder  stetig  zu' 
nehmen,  wenn  AB^r  ist,  oder  immer  gleich  bleiben,  vi^enn  AB 
=zr  ist,  oder  stetig  abnehmen,    wenn  AB ^r  ist.    WArend  da- 

b  9C 

her  das  Verhältntss  j,  von  Null  beginnend  bis  ^  immer  «m  die- 
selben Werthe  zunimmt,  muss  ->  von  ~  begkinend  bis  xu  an- 
endlich  grossen  Werthen  zunehmen.  Daraus  folgt,  dass  das  Ver« 
hältnlss    -;,   während  -g,    um   immer   gleiche     Sffieke  zuninunt 

um  immer  grossere  und  grossere  zunimmt,  denn  dieses  Verb&lt- 
niss  muss  sich  immer  in  derselben  Weise  ändem.    Da  nun  aber» 
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weoD  b  gleich  a  wird,  a; = rpist«  so  folgt«  dass  anfangs^}  <  ^  ist,  dann 
aber  ^=3^,    dann    g>>^>     dann    55==^   und  zaletBt    ß><  ^ 

wifd*  Im  Allgemeinen  mass  daher  zweimal  g,  gleich  ~>  '  wer- 
den« and  xwar  einmal  wenii^  a^^b  Ist« 

Weon  gleich  es  mir  nicht  gelangen  ist»  die  Grenze  genau  zu 

•  Q,  b 

bestimmen,  wann  die  Gleichung  ~}  =  ?#  die  Gleichheit»  wann  die 

ÜDgieichheit  der  Winkel  a  und  6  bedinge,  so 'zeigt  doch  folgende 
Untersuchung ,  dass  unter  besondem  Bedingungen  nur  dieser  oder 
jeaer  Fall  eintreten  kann. 

Es  8«i  zaerst  AB  und  r  so  gegeben,   dass  die  Kreise  um  A 

uid  om  ^  sieh  schneiden«    Wenn  in  diesem  Falle  a  >  ^'  g^ege* 

b       o 
beo  ist,  und  6  gleich  ß'  wird,  sa  ist  fl^>tf,  folglich  ?/>-;•    Es 

mii88  daher  schon  ehe  b^^ß'  geworden  Ist,  einmal  z;=7/  gewe- 
sen sein «   und  es  muss  auch,   wenn    ft>ß'  wird,   noch   einmal 

a    6 

-ss^  werden.    Da  b  hier  kleiner  als  o  Ist,  und  wenn  6=a  wird, 

fi  b 

u«  Verhältnisse  -^  und-g>    gleich   sind,   so   folgt,    dass   wenn 

^=%    ist,    während  6>^^  ist,    die  Winkel  a  und  b  einander 

gfeicb  sind.   —    Wenn  aber  o^ß'  ist,    und  b=^ß'  wird,   so  ist 

K««ft^»v  t  if  üb 

«>a',  also  g#<ir«    Da  nno  aber,   als  6=0  war,  '"/=3>   gewe- 

a        b 
sea  sein  muss,   kann^  wenn  6>|3'wird,   die  Gleichung    ^/=  g> 

fticbt  eintreten.     Wenn  also  beide  Kreise   sich    schneiden    und 

a     6 

^=sg>  ist,  während  b^ß'  ist,  so  muss  auch  der  Winkel  a  gleich 

dem  Winkel  6  sein. 

Es  sei  AB  und  r  so  gegeben,  dass  die  Kreise  sich  nicht 
schneiden,  so  zeigt  die  Figur  deutlich,  dass  die  Winkel  a*  und  j7' 
■idit  glelebaeitig  in  den  wiakeln  a  und  b  liegen.  Wenn  man 
daher  als  Bedingung  hinstellt,  dass  af  und  ß'  gleichzeitig  in  den 
iboea  entsprechenden  Winkeln  a  und  6  liegen  sollen ,  so  schliesst 
pan  den  Fall ,  dass  die  beiden  Kreise  sich  nicht  schneiden ,  aus, 
indem  man  die  Bedingungen,  welche,  wenn  die  Kreise  sich  schnei- 
den, die    Gleichungen ->=  3;     und    0=6   gleichzeitig   auftreten 

lassen,  erfällt  —  Wenn   daher  ^=^/    ist,  während  a*  und 
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MlseelleD. 


Wi«  man  deo  körperlichen  Inbalt  der  Halbkugel  oder  der 
Ku^el  durch  VergleichuDg  derselben  mit  einem  Kegel  und  einem 
€ylmder  zu  bestimmen  pflegt,  ist  bekaiuit  genue,  und  findet  siicii 
Cwt  In  allen  Lehrbüchern  der  Geometrie.  .  mcht  so  hokaoot 
scheint  cu  sein,  verdient  aber,  so  einfach  die  Sache  auch  *an  sich 
bt,  für  den  geometrischen  Elementarunterricht  wohl  eine  Bemer* 
kun^,  dass  man  fast  mit  derselben  Leichtigkeit  ganz  auf  dieselbe 
Weise  sogleich  den  körperlichen  Inhalt  eines  beliebigen  Kogel- 
Segments,  und  dann  femer  auch  dessen  sphärische  Oberflächei 
bestimmen  kann,  wie  im  Nachfolgenden  in  der  Kürze  gezeigt 
werden  soll. 

bt  nämlich  Täf.  X.  Fig.  1.  die  allgemein  bekannte  Fi^ar  für 
den  Fall  der  Halbkugel,  so  denke  man  sich  Cr jY  parallel  mit  AB 

fezogen,  und  betrachte  nun  die  drei  durch  Umdrehung  too 
^DGN,  HEMy  DJLF  um  CE  oder  KE  als  Axe  entstandoDen 
Korper,  welche  respective  ein  Cylinder,  ein  Kugelsegment  ud<1 
ein  abgestumpfter  Keg^l  sind.  Betrachtet  man  nun  einen  beliebi- 
gen mit  GN  parallelen  Schnitt  G'N",  so  ist : 

Schnitt  im  Cylinder  ^K'G^.n, 
Schnitt  in  der  Kugel  ^EIB^.n, 
Schnitt  im  Kegel       zi^KfJ'^.n. 

Zieht  man  aber  CU%  so  iaiCH'z=zK!G',  und  ausserdem  ist  ofeo- 
bar  K'J'z^CEf\  aUo  ist 


Schnitt  im  Cylinder  ^Cm.ns 
Schnitt  in  der  Kugel  —K'H'^.n, 
Schnitt  pi  Kegel  =r  CK'^ .  n . 
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Weil  nan  nach  d«^  pythag^räischen  Lehrsatze 

ut,  BO  ist 

Schnitt  im  Cylinder 
=  Schnitt  in  der  Kngel  4  Schnitt  im  Kegel, 

woraus  nach  einer  bekannten' SchlnssNH^eise  fl>lgt,  dass  der  durch 
Umdrehung  von  FJDGN  um  A£  entstandene  Cylinder  gleich  der 
Summe  des  durch  Umdrehung  von  MEMum'ME  entstandenen  Kugel* 
ise^ments  und  des  durch  Umdrehung  von  DJLF  um  KE  entstan- 
denen  abgestumpften  Kegels  ist. 

Bezeichnen  wirjetzt  den  Halbmesser  der  Kugel  durch  r,  und 
ietzen  ausserdem  ££=A«  so  ist,  weil  offenbar 

ist,  KJssr^kt  und  folglich  nach  bekannten  Sktzen: 
»  Cj^inder  sst^nh. 

Abgestumpfter  Kegel  ss^nh{r^+  r(r^h)  +  (r^hji^ I ; 

ahonch  dem  Obigen 

Kngela«gmeat 

=r»«A- j  «A  {t»  + r(r-A)  +  (r-*)"| 
a=  «*<  r*  -  j  fr" + r<r-A) +<»— *)*! ) . 

...  •       ^ 

woraus  man  mitteLs^t  leichter  Rechnung 

1 

Kugelsegment  =  nh^  (r —  ^h) 

erbilL    Nun   ist   aber  nach  einem  bekannten  Satze  vom  Kreise, 
wenn  wir  KB=i(f  setzen,  offenbar: 

also 


folglich  nadh  dem  'Obigen 
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Kagelsegroent  :=  ^^\K  ^^ÖA  ) 


welches    die  bekannte  Formel  fISr  den  kCrperlichen  Inhalt  eioe« 
Kugelsegments  ist 

Beseichaen  wir  ferner  die  aphiriache  Oberfetehe  dea  Kugel- 
aegtmeata  dorch  O,  ao  erhellet  nittelat  einer  einfachen  Betrachtnag 
aaf  der  Sielte  die  llichti^eit  der  Gleichung 


=  j  jf  A  |3Ar2r-^A)  +  A«|  +  j  «A(2r-A)(r-Ä) 
woraus  nach  leichter  Rechnung 

also 

*        .      ■ 

0=^2nhr 


<  ( 


folgt,  welchea  wieder  eine  längst  bekannte  Formel  ist,  die  för 
A=r  auf  der  Stelle  zur  Oberftehe  Sr%  der  Halbkugel ,  aleo  mr 
OberflSche  4r^n  der  ganzen  Kugel  fiihrt. 

Solche  Erweiterungen  bekannter  Darstellungsroetboden ,  die 
gewöhnlich  nur  in  specielleren  F&llen  aifgewandt  zu  werden  pfle- 
gen, mueen  ffir  den  gef^metri^chfo  Elemeatartaterricht  einiees 
Interesse  nahen,  und  verdienen  didier  vielleicht  nicht  gaoa  unbe- 
achtet gelaasen  au  werden.  G. 


Schreiben  des  Herrn  W.  Minki  Lehren  der  Mathematik  an  der  hdherra 
StadUchale  su  Cfrefeld  an  den  Heraaegeber. 

Ihre  Aufforderung  im  letzten  Hefte  dea  Archivs  der  Mathematik 
und  Physik  (Thl.XIIL),  zu  dem  darin  unter  Nr.XXXBL  mitgetfaeilten 
Satze  geometrische  joeweise  am  liefern,  veranlasst  mich  Ihnen 
beifolgende  Kleinigkeit  zu  übersenden.  Mir  wurde  dieser  Sati 
und  zwar  mit  der  Beschränkung ,  daaa  die  Winkel.  Iu4birt  wArdeo^ 
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Tor  eiDiger  ZA  von  einem  frühern  Schüler  der  KOnigl.  Gewerb- 
Khole  mitffetheilt  mit  dem  Bemerken,  dass  der  Benreis  dessel- 
l»en  so  aneieich  «vbv?itriger  se^f  als  d^rdjM  umgekehrten  Satzes. 
Ich  fand  aamals  den  hier  mitgelheilten  Bevreis  ond  überzeugte 
mich  von  der  Richtigkeit  jener  Bemerkung.  Der  allgemeinere  Satz 
wird  sich  auf  die  hier  eiog^cUMene  Weise  schwerlich  beweisen 
lassen,  ich  werde  aber,  so  bald  ich  einige  Müsse  habe»  mich  be- 
mühen, auch  den  Beweis  fiir  diesen  zu  finden,  und  wenn  es  mir 
gelingen  sollte,  Ihnen  zur  Zeit  Hittbeilung  davon  machen. 


Lehrsatz.    Wenn  die  Halbirungslinien  AD  nnd  BE 
f.  X    •"       ^      "       —    .    .    ^.^    o 

gleich. 


(Taf.  X.  FIff.  2.)  der  Winkel  CAB  und   CBA   im    Dreieck 
ABC  gleich  sind,    so  «Ind  auch  die  Seiten  BC  uni  AC 


Beweis. 

Es  sei  GF\\AB  und  AD  und  BE  verlSngert  bis  sumDurck- 
Bchaitt  mit  GF,  so  ist : 


ond 


ibo 


ABiAD=:CFiDF=:AC:DFs 


AB:BE=zCG:EGr=BC:EG; 


1.       AC:BC=:DF:EG. 


Nu  mi    aas  den  ähnlichen  Dreiecken  ABD  und  CFD,   so  wie 
^^£und  CGE: 


BD.DC      ,   ^^     AE.EC 
AD 


DFsz — T^r-^  und  EG=     ^m      s 


daher 

n.    AC;BC=BD.DC: AE.EC. 

Ferner  ist  nach  einem  bekannten  Satze 

AB:AC=BD:DC. 

abo 

ud  naeh  demselben  Satze: 


360 

also  '  *  li 

I 

III.     AC:BC=tAaBIP:BC.4E^; 

woraus 


also 


oder 


Folglich  ist 


w.  2.  b    w. 


1:1=::BJD>:4£* 


BD^^AE^ 


^^ABE,    ^DBA^Z^BAB, 
AC=BC\ 


Ul 


Bie  ^V'ichfigrkeil;  einer  richtigren  Auf- 
fassangr  i^on  Thlbant's  Beweise  der 
Simime  der  iDreleckswInkel  fttr  die 
sesamiiite  SSIementar-Oeonietrie,  and 
besonders  fOr  die  Tiieorie  der 

Parallelen. 

Von  dem 

Dr*  Theol.  Herrn  F.  H.  Germar^ 

IQ  Heide  in  Norder -Dithmarschen. 


Nacb  ^er  Aedssernfi^  des  Proklns  schreibt  Eudemus  den 
raktidischen  Beweis  des  Satzes,  dasq^  die  Summe  aller  Dreiecks- 
ninkel  gleich  zwei  rechteo  Winkeln  sei,  den  PythagorSem  zu; 
er  war  also  schon  lange  vor  Euktides  in  Gebranch.  Da  aber  diese 
Beweisart  sich  anf  die  Gleichheit  der  Wechselswinkel  bei  den 
eeraden  Parallelen  gründet,  so  blieb  dem  Enkiid,  wenn  er  bei 
aerselben  bleiben  wollte,  nichts  anders  übrig,  als  auch  bei  der 
desxhalb  eingeführten  Definition  der  geraden  Parallelen  zu  ver- 
harren, nach  welcher  ^»gerade  Parallelen  solche  gerade  Linien 
io  der  nämlichen  Ebene  sind,  welche  unendlich  verlängert  sich 
i^h  keiner  Seite  schneiden^,  wie  sehr  auch  »einem  sonst  so  rich- 
tigen nnd  strengen  logischen  Tacte  eine  solche  Definition  wider- 
nirechen  mochte.  Denn,  weil  Keiner  läuefnen  wird,  dass  es  auch 
Parallel-Kreise,  felglich  krumme  Parallelen  fi^lebt;  so  wird  man 
aoch  das  logische  Gesets  zugeben  müssen ,  dass  die  Definition 
znerst  anf  ParalMlinien  überhaupt,  als  das  genus,  sich  bezie- 
ben,  und  dann  erst  die  dtfferentia  specifica  flir  gerade  Parallel- 
Boieo  angeben  solle.  Für  das  genus  ist  aber  schwerlich  ein  an- 
deres Merkmal  aufzufinden,  als  dasjenige,  welches  der  sensu» 
communis   überall   mit  dem  Paralleiismus  verbindet,    nämlich  den 

Theil  XV.  25 
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florehgftngigen  gleicheo  Abstandy  dessen  Beweis  bd 
Paraüei-KreiseD  In  einer  Ebene  keine  Schwierigkeit  haben  k 
weil  hei  concentriscfaen  in  einer  Ebene  liegenden  Kreben 
Differenzen  aller  möglichen  Radien  zwischen  jenen  Kreisen  » 
wendig  einander  gleich  sein  mfissen.  Auch  leuchtet^  es  tod  m 
ein«  dass  Linien  überhaupt,  welche  durchgängig  gleichen  Abs! 
haben»  einander  niemals  schneiden  k5nnen ,  keineswegs  aber,« 
gerade  Linien  in  einer  Ebene,  welche  unendlich  verlängert  i 
nach  keiner  Seite  schneiden,  deswegen  gleichen  Abstand  hi 
müssen.    Falls  nämlich  ihre  Annäherung  in  gleichen  Abstand« 

beiden  Seiten  etwa  in  dem  Verhältnisse  wie  T>  g  »  «g  ihres 

heren  Abstandes  fortschritte,  sa  würden  sie  sich  unaufhOrlidi 
hern,  ohne  sich  jemals  zu  schneiden;  und  dieses  würde  noch 
weniger  geschehen,  wenn  sie  in  solchem  Verhältnisse  sich  ^ 
den  Seiten  von  einander  entfernten.  Dass  aber  ein  solcfaes  ^ 
hältniss  bei  geraden  Linien  nicht  Statt  finden  kann,  verstekti 
nicht  von  selbst,  muss  also  erst  bewiesen  werden. 

Dagegen  scheint  aber  auch  der  Beweia,  dass  zwei  sd 
Lhiien  in  einer  Ebene,  wenn  sie  in  zwei  Punkten  eleicheki 
stand  haben,  den  nämlichen  auch  in  allen  ttbrigen  ha«eo  mi 
ganz  unmugiich  zu  sein,  wenn  die  Summe  der  Dreiecksi 
nicht  schon  vorher,  und  unabhängig  von  der  Theorie  der  Pl 
len  gefunden  ist.  Gerade  darin  aber  dürfte  der  Grund  fl 
dass  alle  Versuche,  den  gleichen  Abstand  zu  beweisen,  ei 
wohl  scheitern  mussten,  als  die  Bemühungen,  das  Uni 
gende  der  euklidischen  Beweisart  zu  beseitigen. 

Wenn  man  nämlich  auf  einer  geraden  Linie  zwei  m 
Verticalen  erhebt,  und  durch  ihre  Endpunkte  eine  (Serade  m 
so  lässt  sich,  bevor  die  Summe  der  Dreieckswinkel  gefundon 
nimmer  durch  Gleichheit  der  Dreiecke  beweisen,  dass  diex^ 
Gerade  in  allen  übrigen  Punkten  gleichen  Abstand  von  der  eri 
habe,  d.  h.  alle  übrigen  Verticalen  jenen  beiden  gleicht 
müssen.  Errichtet  man  hingegen  drei  gleiche  Verticaleo,  «ol 
sen  sich  immer  nur  zwei  Endpunkte  derselben  durch  eine  Gm 
verbinden ,  und  dann  kann  man  eben  so  wenig  beweisen ,  dassl 
beiden  dadurch  entstandenen  an  einander  stossenden  Linien  i 
einzige  Gerade  bilden. 

Vermehrt  wird  die  Schwierigkeit  der  Sache  aber  anch  i 
durch  den  unbestimmten  Begriff  der  geraden  Linie,  <j 
derselbe,  wie  gewöhnlich  so  abgefasst  ist:  sie  sei  diejenige  Li 
deren  Elemente  oder  Punkte  sämmtlich  in  einerlei  Ri<^b|^ 
liegen.  Denn,  was  «st  einerlei  Richtung?  Beide  Wörter  ioi 
gleich  sehr  an  Dunfeelbeit,  end  man  wird  anf  ihren  Urspron; 
rück  sehen  müssen,  wenn  man  sie  deutlich  naefaen  wüi.  ' 
Wort  K ich  tu  ng  ist  nämlich  von  der  Bewegung  des  An^  j 
genommen,  und  bezeichnet  diejenige  Stellun{r  desselben,  in  H 
eher  es  den  kleinsten  Gegenstana  am  deutliefasten  sieht,  m 
nun  eine  Linie,  (d.  h.  dieGränze  einer  Fläche,  so  wietÜeFt«^ 
die  Gränze  des  eingeschlossenen  Raums  i8t)  entweder  dvch  ß 
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ogene  oder^  des  Auges  B€«reg;iiM  in  eise  solche  SleUnsg  kam» 
meoy  dass  in  der  Richtung  desselhea  alle  Elemente  der  Uoie  in 
eioen  Punkt  zasammenzufallen  scheinen,  oder  sich  decken;^  so 
bat  sie  in  aUen  ihren  EIckseoteD  dis  nämliebe  ^Richtsog  wie  die 
Richtaoff  des  Auges,  also  einerlei  Richtung.  Dies  erhellet 
auch  8<»on  ans  der  Art,  wie  die  gerade  Linie  praktisch  geprüft 
wird.  Die  Definition  derselben  dürfte  also  richtiger  folffender- 
masseo  lauten:  Die  gerade  Linie  ist  diejenige,  welche  in  eine 
solche  8tell«ng  gegen  die'  Rkbtmig  des  Auges  kommen  kann, 
dass  alle  ihre  Elemente  in  einem  PanSte  znsam'men  zu  fallen  schel- 
■en,  oder  einander  decken;  diejenige  aber,  h^i  welcher  dieses 
«MoSglich  Ist,  helsst  eine  kramme. 

Daraas  folgt  denn  freilieh ,  dass  die  Elemente  einer  geraden 
Linie  ineinerlcli  Richtung  liegen  müssen,  d.  h.  mit  der  Rich- 
tung des  Anges  znsaramen  fallen  können ;  desgleichen,  dass  zwei 
Punkte  die  Richtung  einer  geraden  Linie  roUkommen  bestim* 
nen;  femer,  dass  die  Ebene  diejenige  Fliehe  ist,  mit  welcher 
gerade  Linien  Ten  jeder .  Richtung  in  allen  Punkten  zusammen* 
iaUeo,  sobald  dtei«es  In  zwei  Punkten  geschieh^ 

Zirar  wird  mm  die  Sebftrfe  der  Grundhegriffe  und  der  Beweise 
vov  deaen  get^g  geschätzt,  denen  es  nar  um  Resultate  der  6eo* 
netrie  ftir  die  pruktiscbe  Anwendung  zu  tbun  ist;  daher  diese 
eiw  Menge  von  Sfitzen  der  Elementar -Geometrie  als  Axiome  dar- 
Btdieii.  Das  Ist  jedoch  nicht  im  Sinne  Euklids  gehandelt.  Den 
Griedien  war  es  nicht  so  sehr  um  die  Resultate  der  Geometrie, 
^VB  Htrenee  logische  Form  der  Beweise  zu  thun;  ihnen  war 
»•  haptsacnlich  eine  Propftdentlk  der  Philosophie.  Uns  sind 
Bm  freilich  jene  Resultate  weit  wichtiger  für  die  Naturkunde  und 
Tecksik  geworden,  als  sie  ihnen  waren;  aber  deswegen  bleibt 
doch  auch  fttr  nns  die  BHdong  zu  einem  stren^Iogischen  Denken 
ncht  weniger  wicht^.  Unbestimmte  vieldeutige  Grundbegriffe 
nditen  In  allen  Wissenschaften ,  besonders  in  den  discurslTcn  und 
specolativen,  unsägliches  Unheil  an,  und  haltlose  Schlüsse  ans 
erschlichenen  oder  halbwahren  Prämissen  versperrten  oft  für  Jahr- 
bonderte  den  Weg  zur  Wahrheit  Des  Aristoteles  Fehlschluss 
^  eine  yerschiedene  Fallgeschwindigkeit  der  KHrper  hielt  über 
^  Jahrtausend  alle  Kopfe  gefangen,  und  die  schlagendsten  eng- 
iischen  Beobachtungen  haben  noch  nicht  die  Reine  von  Fehl- 
MblSssen  über  FInth  und  Ebbe  verdrängen  künnen,  zu  welchen 
mao  bloss  dadurch  verieitet  ward,  dass  man  vergass,  die  Erde 
^  kein  solcher  Körper  als  die  Theorie  sie  nothwendig  denken 
VQsste,  uro  die  Wirkung  der  Attraction  Mar  zu  machen.  Wenn 
^er  solches  sogar  in  der  Physik  geschehen  konnte,  wie  viel  grös- 
ser ist  die  Gefahr  ftir  diejenigen  Wissenschaften,  welche  von 
Beobachtungen  und  Erfahrungen  wenig  oder  gar  nicht  unterstfitzt 
werden  I 

Jedenfalls  schickt  es  sich  am  wenigsten  f3r  die  reine  Geome- 
^e .  welche  vor  allen  andern  Wissenschaften  auf  uonmstossliche 
Wahrheit  Ihrer  Lehrsätze  Anspruch  macht,  wenn  auch  sie  sich 
^huldigen  lassen  muss,  'für  manche  ihrer  Grundbegriffe  nur 
snklate  Worte,   and  ftlr  einen  Ihrer  wichtigsten  und  folgenrelch- 
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steil  Lehrsitze  Dur   einen  niasg^liaften  unbetKedigendea  Bevrds 
zu  haben. 

Es  fehlt  also  nicht  an  triftigen  ReebtfertignngsgrfiDden  för  das 
Bestreben  derjenigen,  weiche  immer  neueVersache  gemacht  ha- 
ben, jenen  Vorwurf  von  der  Geometrie  abzuwenden.  Auch  der 
Verfasser  dieses  Aufsatzes«  der  in  verschiedenen  Verbältnisseo 
seines  langen  Lebens  zum  wiederholten  Vortrage  der  Wissen- 
schaft genuthigt  war ,  konnte  sich  solcher  Versuche  nicht  entschla- 
fen,  sah  sie  jedoch  stets  vereitelt,  bis  schon  vor  vielen  Jahren 
ie  Ansicht  von  T  hlb  au ts  Geometrie  durch  die  Art,  wie  derselbe 
unabhängig  von  der  Theorie  der  Parallelen  den  Beweis  fär  den 
Satz  von  der  Summe  der  Dreieckswinkel  ftihrt ,  ihm  den  Weg  zu 
offnen  schien«  Doch  ward  er  damals  durch  dringendere  Arbeiten 
verhindert  denselbeu  weiter  zu  verfolgen.  Wider  seine  Vemin- 
thung  hat  er  aber  auch  nicht  erfahren ,  dass  jener  Beweis  bei  den 
späteren  Versuchen  so  benutzt  wäre,  wie  er  es  so  verdienee 
scheint,  vielleicht  weil  der  Urheber  denselben  mehr  andeutete  als 
vollständig  ausführte.  Daher  benutzte  er,  bei  einer  neaen  Veran- 
lassung, die  Sache  wieder  aufzunehmen,  die  unfreiwillige  Musse, 
welche  ihm  durch  die  nun  schon  mehr  als  zweijährige  dänische 
Vertreibung  aus  seinem  Amte  geworden  ist,  die  Wichtigkeit, 
welche  er  einer  richtigen  Auffassung  jenes  Beweises 
für  die  gesammte  Elementar-Geometrie  undbesoaders 
für  die  Theorie  der  Parallelen  zuschreiben  zu  müssen 
glaubt,  der  öffentlichen  Prüfuns  vorzulegen ,  indem  er  zugleich  dem 
Herrn  Dr.  Vechtmann  in  Aleldorf  für  die  sachkundige  Sorgfalt, 
mit  welcher  derselbe  sich  zuerst  derselben  unterzog,  so  wie  auch 
dem  Herrn  Professor  Hörn  in  Gluckstadt  seinen  Dank  abstattet 

Um  aber  den  Raum  und  die  unnotiiigen  Kosten  vieler  Fipuren 
zu  ersparen ;  sind  im  Folgenden  alle  von  der  Summe  der  Dreiecb- 
winkel  unabhängigen  Beweise  nur  kurz  angedeutet,  diejen^en 
Sätze  aber  ganz  wesgelassen,  welche  mit  dem  Hauptziele  in  ko- 
ner  nothwendigen  Verbindung  stehen. 


Will  man  jedoch  den  von  Professor  Thibaut  angebahnteo 
Weg  verfolgen,  so  Ynuss  man.  nach  seinem  Vorgange  von  einer 
andern  Definition  des  Winkels  ausgehen,  als  die  gevruhn- 
licbe  ist,  welche  durdi  den  Ausdruck  —  „  der  Winkel  sei  die 
Neigung  zweier  Linien,  welche  in  einem  Punkte  zusammenstos- 
sen'*  —  wiederum  den  dunkeln  Be||^riff  der  Neigung  in  die  De- 
finition mischt.  Denn  dieser  Begriff  kann  nur  durch  den  Gegen- 
satz, nämlich  als  Abweichung  vom  Parallelismus,  deutlich  trer* 
den;  von  diesem  darf  aber  vor  der  Theorie  der  Parallelen  nicht 
die  Rede  sein. 

Um  diesen  Uebelstand  zu  vermeiden ,  muss  man  von  dem  Be- 
griff der  Kreislinie  aasgehen,  indem  man  diese  als  das  Bild 
des  Weges  betrachtet,  weichen  der  eine  Endpunkt  einer  gendeP 
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Urne  btMhrelbt,   weoo  sie  «ich  mit  dem  aodem  Endpunkte  um, 
einen  Pankt  vollständig  herumdreht,  d.  h.  so  lan^e,  bis  sie  ganz 
ii  die  ursprüngliche  La^e  zurückgekehrt  ist«    mithin  eine   volle 
CmdrehuBg  gemacht  bat 

Die  umgedrehte  eerade  Linie  heis8t  bekanntlich  der  Radius 
oder  Halbmesser  des  Kreises;  das  Bild  des  Weges  aber,  wel- 
chen der  eme  Endpunkt  des  Radius  bei  einer  vollen  Umdrehung 
um  den  andern  Endpunkt  gemacht  hat,  heisst  die  Peripherie 
oder  der  Umkreis  der  von  derselben  beeränzten  Kreis il Ich e. 
Ein  Theil  der  Peripherie  des  Kreises  wird  ein  Kreis  hosen  ge- 
nannt, und  die  GrOsse  desselben  durch  das  Verhältniss  des 
Tkeits  der  Umdrehani;,  der  er  seine  Entstehung  verdankt >  zu  der 
Toilen  Umdrehung  bestimmt.  Der  gaozet  Kreis  ist  daher  als  Bild 
einer  vollen  Umdrehung  auch  zueleicb  das  Maass  derselben, 
der  Halbkreis  das  Maass  einer  halben,  und  der  Kreisbogen  als 
Tbeil  des  Kreises  das  Maass  des  seiner  Grosse  entspredenden 
Theils  der  vollen  Umdrehung.  Dass  es  aber  bei  diesem  Maasse 
nicbt  auf  die  Grosse  der  RMien  ankomme,  erhellet  daraus,  dass 
nicht  die  Länge  des  Bogens  an  sich ,  sondern  nur  sein  VerfaSltniss 
na  ganzen  Kreise  die  Grosse  des  Theils  der  Umdrehung 
besfimmt 

Ein  Winkel  ist  also  nichts  anders  als  das  Bild  eines  sol- 
chen Theils  einer  vollen  Umdrehung;  die  Radien,  durch  deren 
Biehmig  or  entstanden  ist,  und  welche  nun  denselben  begrenzen, 
hcinen  die  Schenkel,  und  der  Mittelpunkt,  um  welchen  der 
Theil  der  Umdrehung  erfolgt  ist,  die  Spitze  oder  der  Sc  h  eitel - 
p»kt  dee  Wmkels. 

Ist  nun  ein  Winkel  das  Bild  des  vierten  Theils  einer  vollen 
Cndrehnng,  hat  er  folglich  den  vierten  Theil  eines  Kreises  zu 
Mittem  Maasse,  so  heisst  er  ein  rechter;  ist  er  kleiner,  so  wird 
trem  spitzer,  und  ist  er  grosser,  ein  stumpfer  genannt  Ver- 
ffSssert  er  sich  aber  so  sehr,  dass  seine  Schenkel  gerade  in  ent- 
g^ngesetzter  Richtung  stehen,  also  emer  derselben  auf  der  rück- 
v'äirtB  gezogenen  Verlagerung  des  andern  Schenkels  zu  liefen 
hommt,  mithin  beide  eine  gerade  Linie  bilden,  daher  man  ihn 
<hion  auch  einen  c  es  treck  teil  Winkel  nennt;  so  ist  er  das  Bild 
«Mr  halben  Uroorehong ,  und  bat  folglieh  den  Halbkreis  zu  sei- 
Mm  Maasse.  Da  nun  der  Durchmesser  des  Kreises  nichts 
anders  ist,  als  zwei  Radien  desselben,  welche  eine  gerade  Linie,' 
^«r  jenen  gestreckten  Winkel  bilden,  so  folgt  von  selbst,  dass 
jeder  Durchmesser  die  Peripherie  in  zwei  gleiche  Theile  theilt. 

Wird  also  ein  Kreis  von  beliebiger  Grfisse  hi  eine  Zahl  glei- 
cher Theile  eetheilt,  und  der  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die 
Spitze  eines  Winkels  gelegt,  so  Uisst  sich  durch  die  Zahl  jener 
Theile,  welche  zwischen  dessen  Schenkel  &llen.  das  Maass  des 
Winkels,  d.  h.  sein  Verb&ltoiss  zur  vollen  Umdrehung,  bestim- 
mten. Die  Zahl  Jener  gleichen  Theile  ist  willkflhrlicb;  bekanntlich 
kitaker,  von  den  ältesten  Zeiten  an,  die  Eintheilung  in  360  Theile 
odec  Grade  den  Vorzug  behauptet,  weU  dieselbe  durch  viele  Zab« 
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SS  brinn».    So  eaüah  deaaTfc  der  rechte  WiakeT  oder 
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h    Jede   volle  Cmdrebinig  einer  gerade 
ia  einer  Ebene  wt  a=4i2. 


f.  %    hk  einer  Ebene  ist  die  Snmme   nUer  Winkel  vai 
genwinechaftliehe  Spitze  s4A. 

Denn  die  gemeinschaftfidle  Spitze  iaf  der  Mfttelponh 
eines  Kreises,  äso  des  Uaasses  einer  vollen  Drodrehong. 

J[.  3.    Alle  Winkel  über  einer  geraden  Linie  mit  einer  ijmiein- 
Uichen  Spitze  (Nebenwinkel)  sind  zosammen  =SJ?. 

Denn  sie  balieii  zu  ihrem  gemeinscbaAliehen  Bfaassedea 
Halbkreis,  folgfich  -|^=2A. 

j.  4.  Sind  also  zwei  Winkel  (a  and  ^  einander  glei^:  so 
sind  es  auch  ihre  Supplements  Winkel,  d.  hJ  diejenigen, 
welche  mit  ihnen  über  einer  geraden  Linie  einen  Schenkel  und 
eine  Spitze  gemeinschaftlich  haben. 

Denn  jeder  der  Sopplementswinkel  ist  s=2it  -*^.«i^»odar 
^^ß.  Ist  also  ^ussZßf  aa  amMon  aoeh  die  Beste  gkieh 
sein. 

}«  B.  Das  Mfimilebe  gilt  filr  zwei  spitze  Winkel  in  Ansehung 
Ihrer  Co mplements winket,  d.  h.  aerjenigen,  die  mit  ihses 
zoeammen  zsilR  sind. 

}.  6^  Wenn  zwei  gerade  Linien  in  einer  Ebene  einander 
schneiden,  so  sind  Ton  den  rier  dadurch  entstehenden  Winkeb 
die  gegenüberstellenden  (die  Vertical-Winkel)  einander  gläck 

Der  Beweb  ttos  $•  3.  ist  bekannt 

<.  7.  Zwischen  zwei  Punkten  ist  nur  eine  gerade  Linie 
■MIgflch. 

Denn  sollte  noch  eine  andere  Liaie  zwischen  zwei  Pauk- 
ten eine  eerade  Linie  seie,  so  mflssten  alle  Elemente  d•^ 
selben  nwst  jenen  zwei  Punkten  fär  das  Auge  ineinettPiinU 
zusammen  fallen  fctkmen.  Dann  itire  sie  aber  kleine  BweMei 
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v«o  4er  ersten  verBehiedeiie,  eoodera  die  Dimlicbe  Linie.  Fal- 
len aber  nicht  alle  ihre  Elemente  nebst  jenen  2wei  Ponisten 
10  einen  eina'^en  Punkt  zusammen»  so  iet  «ie  zwar  eine  ver- 
schiedene» aber  keine  gerade.  (Vei;gL  die  Erklärangen 
obeoj. 

9-  ^*    Felglich  können  zwei  verschiedene  gerade  Linien  nur 
io  eiDem  einzigen  Punkte  zusammenfallen  oder  sich  schneiden. 

Denn,  hStten  sie  zwe}  Punkte  gemeinschaftlich «  sowiren 
sie  nach  S-  7.  entweder  keine  zwei  verschiedene,  oder  keine 
gerade  Linien. 


§.  9L    Zwei  gerade  Linien  kennen  keine  Figur,  d.  b.  keine 
fiberall  begrinzte  Fläche,  bilden. 

Denn :  liesen  beide  gerade  Linien  auf  einander,  so  bilden 
sie  nnr  eine  einzige  gerade  Linie,  also  keine  Figur.  Dreht 
dagegen  die  eine  sich  um  die  gemeinschaftliche  Spitze  von 
der  andern  ab,  so  können  beide  nach  $.  8.  keine  neue  Ver- 
bindung haben,  also  nicht  eine  FIftche  etnscbliessen.  DevBo- 
sep  aber,  den  diese  beschreibt,  ist  bloss  das  Maass  des 
Winkels,  aber  keine  Seite  desselben;  jedenfalls  wSre  er  eine 
dritte  Linie,  und  noch  dazu  keine  gerade. 

LIO.    Eine  geradlinige  Figur  muss  also  wenigstens  drei  Sei- 
ten, oder  wenigstens  ein  Dreieck  sein. 

\.  II.  Zwei  Kreise  in  einer  Ebene  schneiden  sich  über  und 
Boterder  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte,  wenn  diese  Verbin- 
(imsriinie  ,1)  kleiner  ist  als  die  Summe  rhrer  Radien, 
tkraigleieh  ^  grOsser  als  die  Differenz  derselben. 

Obgleich  der  vollständige  Beweis  dieses  Satzes  keines- 
weges  zu  den  leichteren  in  der  Elementar-Geometrie  gebort, 
so  darf  ich  doch  ihn  hier  übergehen,  weil  er  die  Summe  der 
Dr^ieckswinkei  durchaus  nicht  voraussetzt  und  schon  von 
Ändern  geführt  ist.  Auch  würde  er,  um  ganz  deutfich  zu 
werden,  zu  viel  Raum  und  mehrere  Figuren  erfordern.  Nur 
die  Bemerkung  erlaube  ich  mir,  dass  die  zweite  Bedingung 
bei  Kreisen  von  gleichen  Radien  von  selbst  wegfilllt,  weil  die 
Differenz  derselben  r=0  ist,  folglich  nur  bei  Kreisen  von  un- 
gleichen Radien  in  Betracht  kommt. 

{.  12.  Aus  drei  ungleichen  geraden  Linien  kann  also  kein 
Dreieck  entstehen,  wenn  nicht  die  Summe  vonje  zwei  Sei- 
ten grosser  ist  als  die  dritte. 

'  Bs  sei  nftmlich  von  drei  geraden  Linien  i\^  eine  a6?=4, 
die  andere  cd^=s%  und  die  dritte  ef^^  1 ;  so  ist  es  unmoglicb 
daraus  ein  Dreieck  zu  bilden.  Denn,  nimmt  mau  0^=4  zur 
Grundlinie,  so  kennen  cd  und  ef  einander  nicht  einmal  errei- 
chen, also  viel  weniger  schneiden,  weil  die  Summe  der  Ra* 
dien  2=2+ 1  kkiMr  ist  als  die  Verbindungslinie  der  Mittel- 
pmikte  ihrer  Kreise,  nämlichdieLiniea6=4.  Will  man  aberc<2=2 
nr  Gnuidlinie  nehmen,   so  ist  zwar  ab^ef^    nämlich  4-f  1, 
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grSsser  als  die  Verblndangslinie  <l0=s9;  aber  de  ist  ancb 
erSsser  als  die  Differenz  von  ab  —  efr=l,  folglich  kann  eben- 
falls  kein  Darchscbnittspunkt  entstehen,  well  der  Kreis  von 
ab  den  Kreis  von  ef  umeiebt  ohne  ihn  zu  schneiden.  Bfithio 
kann  auch  in  diesem  FaUe  kein  Zusamnienstossen  der  beideii 
Linien  in  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  stattfinden,  also 
anch  die  Figur  nicht  geschlossen  werden. 

$•  13,  Daraus  folgt  von  selbst,  daists  in  jedem  geradlinigen 
Dreiecke  die  Summe  von  je  zwei  Seiten  grosser  ist  als 
die  dritte. 

9.  14,  Die  gerade  Linie  ist  die  kürzeste  zwischen  zwei 
Punkten. 

Denn,  zieht  man  zwischen  zwei  Punkten  a  und   6  eine 

ferade  und  eine  krumme  Linie;  so  kunnen  die  Elemente  der 
rummen  Linie  nicht  in  allen  übrigen  Punkten  mit  der  gera- 
den Linie  zusammenfallen,  denn  sonst  wäre  auch  sie  eine 
gerade  Linie.  E)s  müssen  folglich  in  ihr  sich  Punkte  finden, 
welche  ausserhalb  der  geraden  Linie  liegen.  Werden  nun 
diese  durch  gerade  Linien  mit  den  Punkten  a  und  6  verban- 
den, so  ist  ihre  Summe  nach  5.  13.  allemal  grosser  als  die 
gerade  Linie,  welche  die  Grundlmie  dieser  Dreiecke  bildet 
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$.  16.    Schon  jetzt  lässt  sich  nach  Professor  Thibaut's  Vor- 
ange  der  Satz  streng  beweisen,  dass  die  Summe  aller  Win- 
el     eines     jeden    geradlinieen    Dreiecks    =212    ieit 
(Tat.  XI.  Fig.    1.) 

Beweis  I,  Man  verlängere  die  drei  Seiten  des  Drei- 
ecks a6c,  und  lege  auf  die  verlängerte  Grundlinie  ab  eine 
andere  ihr  gleiche  gerade  Linie,  welche  hier  als  ein  Pfeil 
dargestellt  ist,  um  die  beiden  Endponkto  derselben  zur  Erken- 
nung der  vollen  Umdrehung  unterscheiden  zu  kunnen.  Schiebt 
.  man  nun  diesen  Pfeil  auf  der  verlängerten  Grundlinie  ad  so 
weit  fort,  bis  das  hintere  Ende  desselben  auf  b  liegt,  so  hat 
er  bei  dieser  Bewegung  unstreitig  keinerlei  Drehung  erlitten, 
denn  er  deckt  nach  wie  vor  die  nämliche  in  gerader  Richtung 
verlängerte  Grundlinie,  Wird  nun  der  Pfeil  um  den  Punkt  6 
so  weit  gedreht,  dass  er  auf  der  Seite  bc  lie^t,  so  ist  der 
Winkel  d  die  erste  Drehung  desselben.  Wird  er  alsdann 
auf  der  verlängerten  geraden  Linie  be  fortgescboben,  bis  sein 
hinteres  Ende  auf  dem  Punkte  c  liegt,  so  hat  er  durch  diese 
Bewegung  ebenfalls  keine  Drehung  erfdiren.  Diese  zweite 
Drehung  erfolgt  vielmehr  erst,  wenn  er  sich  jetzt  um  den 
Punkt  c  so  weit  herumbewegt,  dass  er  auf  der  Dreiecksseite 
ac  liegt,  nachdem  er  den  zweiten  Drehungswinkel  e  gebildet 
hat.  Endlich  rückt  er  auch  auf  der  verlängerten  geraden  Linie 
af  fort ,  bis  sein  hinteres  Ende  auf  dem  Punkte  a  angekom- 
men ist,   und  wird  nun  durch  die  dritte  Drehung  um  des 
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Winfcelt  wieder  vOtlig  in  eeioe  TorlgelAge  gebreobt,  welches 
beweist,  dass  er  eine  ganse  oder  volle  Umdrebmie  gemacht 
hat  Oa  diese  nun  einzig  und  allein  dnich  die  Drdiang  in 
den  Wiokefai  ^,  «  und  {;  bewirkt  worden  mi^  so  muss  die 
Snouie  ihrer  Drehungen  einer  vollen  Umdrehung  gleicb  sein. 
Abo  ist  die  Summe  von  ^i  +  jils  +  ^i=4R, 

Wollte  jedoch  Jemand  dagegen  einwenden ,  die  Umdre- 
hang  sei  keine  volle,  weil  sie  nicht  durchgängig  in  dem  näm- 
lichen Punkte  der  Ebene  vorgegangen  ist,  obgleicb  es  doch 
bei  dem  Anfangs-  und  Endpunkte  der  Drehung  wirklich  ge- 
schah, so  mute  dieser  auch  noch  weit  mehr  alfe  Rotation  aer 
Himmelskörper  leugnen ;  denn  Keiner  derselben  vollendet  seine 
Rotation  an  dem  nämlichen  Punkte  des  Raumes,  sondern 
während  einer  Bewegung  von  vielen  tausend  Meilen,  und  die 
Trabanten  sogar  während  einer  zwiefachen  Bewegung. 

IL    Nun  ist  aber  (nach  §.  3.) 

Abo 

Da  nun  nach  I ^  +  j^  +  ^=iR 


80  bt  -^/3+Zy+^  =  2jB. 


J.  16.    Daraus  ergeben  sieh   unmittelbar  folgende  Sätze  tär 
joitt  geradBnige  Dreieck : 

a)  Der  rechte  Winkel  iat  gvöiser  als  jeder  der 
beiden  andern. 

^  b)    Es   ist  nur  ein  rechter  oder  stumpfer  Winkel 
darin  möglich. 

c)  Zwei  gerade  Linien,  welche  senkrecht  auf  einer  drit- 
ten stehen«  können  sich  niemals  schneiden. 

^  Denn,  konnten  sie  sieb  schneiden,  so  würden  sie  ein 
Dreieck  bilden.  Dann  enthielte  aber  die  Summe  der  Winkel 
dieses  Dreiecks  mehr  als  2R,   im  Widerspruch  gegen  §.  15. 

Anmerkune.  Hier  ist  also  schon  der  Beweis  filr  die 
euklidische  Dennition  der  Parallelen  geführt,  aber  frei- 
lich nicht  filr  den  gleichen  Abstand. 

d)  Wenn  eine  Seite  verlängert  wird,  so  ist  der  da- 
durch entstehende  äussere  Winlcel  gleich  der  Summe 
der  beiden  gegenüberstehenden. 

Denn,  ist  der  äeissere  Winkel  =^tt,  sein  Nebenwinkel  im 
Dreieck  =^j  die  beiden  gegenüberstehenden  =v  und  d ;  so  ist 
^4i+ßs=:2ß  (§.  a)  Mnd  ^/9+r  +  d:=2/2  (§.  15.);  also  ist 
^a  +  /}=^j5  +  y  +  d;  folglicb^«=>r+a. 
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f.  17.  IM«  (blg«»4en  Sitte  ▼•■  der  Coveroens  Aer  Drei- 
ecke und  ^Mjge  luidere  sind  freilieh  anentbdfiich;  aber  sie  be* 
dflrfeo  hier  keiner  Beweise»  wM  diese  simmtiick  yod  derSuBne 
der  Dreiecksf«  inkel  anabhängig  vod  beluumt  genug  eind.  Es  sind 
folgende: 

a)  Wenn  alle  drei  Seiten  des  einen  Dreiecks  den 
drei  Seiten  eines  anderen  deich  sind,  so  decken  sie  ebao- 
der,  (oUicb  auch  die  Winkel,  welche  gleichen  Seiteo  gegen- 
überstehen. 


b)  Wenn  zwei  Seiten  and  der  eingesektosseae 
Winkel  in  einem  Dreiecke  den  nSmIiehen  SÜficken  In  «ocm 
anderen  gleich  sind;  woraas  folgt,  dass  gleldieBegeo  gleicbe 
Sehnen  haben« 

c)  Aach,  wenn  zwei  Seiten  und  ein  anliegender 
Winkel  den  nämlichen  Stucken  in  einem  anderen  Dreiecke 
^eich  sind;  aber  nur  unter  der  Bedingung,  dass  die 
jenem  Winkel  gegenüberstellende  Seite  grfisser  ist  als  die 
anli^ende. 

d)  Wenn^  eine  Seite  und  die  beiden  anliegen- 
den Winkel  in  zwei  Dreiecken  gleich  sind. 


e)    Ab»  andi»   ws»n  In  zwei  rechtwisidiwn 
eine  Catbete  und  der  anliegende  spitze  Winkel  gleicb 
sind;  denn  dann  Ist  der  rechte  Winkel  der  Tirciitr  anlififtf  iidn 

0  In  einem  gleichschenkligen  Dreiecke  sind  die  Win- 
kel an  der  Grandlhrle  ernander  gleich;  and,  eine  aus 
der  Spitze  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  gefüllte  Ver- 
ticale  halbirt  die  Srvndlinie  desselben. 

g)  Sind  in  einem  Dreiecke  zwei  Winkel  einander  gleich, 
so  Ist  es  gleichscbenkliehf  d.  k  die  gegenClbersteben- 
den  Seiten  sind  einander  gleicb. 


$•  18.  In  jedem  geradlinigen  Dreieck  steht  I.  dersrosse- 
_.^  Seite  der  grossere  Winkel,  und  umgekehrt  u.  den 
rOsseren  Wisfeel  die  gtSsser«  Seite  gegenifter.  (Tat XL 


gross4 
Fig.  2.) 


Beweis  von  I. 

>tc  (ex  hj 
nommen         *       "^ 


ab^tc  (ex  hjn.)»  folglich  kann  bc:=bd   von  ab  Age- 

len  werden.  2ient  man  nun  cd,  so  ist  ^a=.^  (J^IT.O) 

.  Aber  2^axj^v  +  i  l§,U.d));  akso  ist  auch  jiLß=^y+i\ 
folglich  ^ß  +  ö^^Y  +  ^y  mithin  Z.ß+i  oder  j^acb  grus- 
ser  als  ^y. 

Beweis  von  II. 

^af^>  ^Y  iejf,  hrpOt  also  kann  der  ^S^^y  wom  ^aeb 
abgenommen  werden.  Dana  ist  aber  ad^=^cd  ^*  17*^));  sko 
ad-{'dJb^=^cd'\-db.  Da  nun  cd'{^djb  jfross^r  als  cb  (§.  13.);  so 
ist  äroch  ad^db  oder  ah  grosser  als  cA. 

$.  19.    in  jedem  rechtwinkligen  Dreiecke  i«t  die   Hypote- 
nuse grösser  als  jede  dsr  Catheten. 
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Demi  dtr  rechte  Winkel  Utt  großer  als  jeder  der  fibri- 
gen  ($•  16«  a)),  also  die  gegenOberstehende  Seite,  die  Hy- 
poteonse«  grosser  als  jede  andere  <§.  18.  I«)« 

}.  20.  Zwei  rechtwinklige  Dreiecke  sind  congment,  wenn 
l  die  Hypotenuse  und  ein  spitzer  Winkel,  dessgleichen 
II.  die  Hypoten»se  «nd  eine  Cathete  in  dem  eioeii  Drei- 
ecke den  nämlichen  Stficken  in  dem  andern  gleich  sind. 

Denn  in  dem  ersten  Falle  sind  auch  die  beiden  anderen 
■is  CsinpleaeQtswiakel  an  dam  zweiten  reehten  Wialcel  des 
Dreiecks  einander  gleich  ({•  15.  und  $.5.)»  folglich  gilt  (.17.  d). 

Im  zweiten  Falle  aber  ist  die  Hypotenuse  grosser  als 
jede  Cathete  (§,  19.),  io^icb  sind  die  DrtKockt.  cougment 
nach  §.  17.  e). 

§,  21.  Die  Verticale  ist  die  kflrzeste  aller  Linien  zwi- 
icheo  einem  Punkte  und  einer  ireraden  Linie /fcIgRdh  das  Maass 
seines  Abstände  von  derselben.  * 

■  * 

Denn  alle  übrigen  sind  Hypotenusen,  folglich  länger  als 
die  vertleale  Cathete  ($.  10.). 

§.22.    In  jedem   geradlinigen   Vierecke  ist  die  Summe 

Ml«  Winkel  =4Ä. 

i 

Denn,  zieht  man  eine  Diagonale,  so  erhält  man  zwei 
Dreiecke.  Nun  ist  in  jedem  die  Summe. der  Winkel  =212, 
ilio  in  beiden  zusammen  =:4JZ.        '       '    ^    " 

f.  23«  Ut  alßo  in  einem  geradlinigen  Vierecke  die  Summe 
'freier  Winkel  =21?;  so  ist  dtd  Summe  der  bifid^n  anderen 
ebenfalls  =-212,  und,  sind  diese  beiden  einander  gldch,  so  ist 
jeder  derselben  =:2ll2. 


* . 


Jetzt  sind  alle  Vorbedingungren  vorhanden,  deren  es  bedarf, 
uro  zum  Endziele  zu  gelangen,  d.  b.  den  überall  gleichen  Ab- 
stand der  geraden  Parallelen^  und  ilie  Gleichheit  ihrer 
Weebselswinh«!  nach  der  euklidischen  MethoMle  durch  die 
Gleichheit  der  Dreiecke  zu  beweisen. 

^  .^  24.  Wenn  in  einer  Ebene  zWet  gerade  Vetticalen  auf  einer 
dritten  geraden  Linie  stehen,  so  slnif  sie  üaralfel,  d.  h.  sie 
haben  überall  gleichen  Abstand.    (Taf.  XL  Plg.3.) 

Uypothesis:    ^bax=^ab^=R 


Thesis:    ax^by. 
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Beweis. 


Man  nadle  io  beliebiger  Eetfemieg  voe  m  oed  6  die 
Lioie  aes^Mt  and  ziehe  cd  nebet  dea  Diegooelen  ad  und 
ba,  eo  ist: 

I.  afr=e6;  ^6ers^aMs=i2(eK  byp»);  6c£=iuI(ezcoiietr.). 

Abo    Aa6eS^Ao6if  (§.  17.  b»; 

felgüeb  bessad;  ^ß=s:a;  ^i^i;   ond  ^/»^  ele  C•nlpl^ 
neetewinbel  (}.  5.). 

IL    edsscd;  aeszbd  (ex  conetr.)  ad=s6e  (L) 


Also    £icda^£icdb  (fi.  17.  a)); 
Ibiglicb  ^^=r^i};  uod  da  ^£=c  (I.)i   so  ist 

Da  Den 

^6ftr=^iiA3f=i2  (ex  byp.) 

so  ist 

^{^+f=^i|  +  f=^  =  lÄ  (§.  23.) 

ni.    bd=^bd;  ad-bc  (I.);  ^a£if-^6(fe==jß  (IL). 
Also    A6<2aSäA6<2c  (S.  aO.  a); 


folglich  cd=üb\  nnd  da  ^abd:=sR  (ex  byp.)  und  ^dc^R 
nach  IL,  so  ist  der  Abstand  cd  =  Abstand  o6  (§.  21.). 

IV.  Da  endlich  ae«  bd  beliebige  Entfernungen  sind,  so 
gilt  das  Bewiesene  für  jede  Entfernung  von  ab\  also  ist 
ax^by. 

{.  24.  Wenn  von  swei  geraden  Linien  in  einer  Ebene  jede 
von  einer  dritten  geraden  Linie  verticai  geschnittCD 
werden,  so  sind  sie  parallel. 

Dean»  verlängert  man  in  dervorieen  Figur  die  Linien  oir, 
6y  unterhalb  der  Linie, imo,  so  wird  diese  die  schneidende 
Linie ,  und  da  unterhalb  derselben  eben  sowohl  rechte  Winkel 
sind  als  oberhalb  nach  ^.  3-,  so  muss  hier  das  N&nliche 
gelten,  was  oberhalb  bewiesen  ist 
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§.  2S.  Wcnm  von  zwe»  gemdsn  Paimllelen  die  eine  durch 
ene  dritte  gerade  Linie  Terticnl 'ge-aciinitten  wird,  so  §e- 
uUM  da«  Nämliche  ai»dh  bei  der  andern.  (Ta£XLFig.4.) 

■ 

Hypotb.  1)    uv^wx 

2)    ^bay^R. 

Thes.    ^dca^R. 

i 

Revreia. 

Man  errichte  in   beliebiger  Entfernang,  z.  B.  in  b,  die 
Verticale  M,  so  ist  sie  ala  Anstandslinie  3=ae  (S-23.).  Also: 

1.  o6=a6;  ac^^bd;  j^bac=^abd=R  (ex  hyp.  et  constr.) 

Also  ^abc^/iabd  (§.  17.  b)); 
folgtich  bc=iud   and  j^y'=^i» 

IL    erf=rrff;  ae:^bd  (I.);  ad^be  (I.) 


Also    ^cda^^cdb  (§.  17.  a)); 
folglich  ^^=17. 

III.    Da  DQO  auch  ^S=y  (I.);  «o  ist 

oder  ^dca:=R. 

9.  26.  .Wenn  zwei  gerade  Parallelen  in  einer  Ebene 
fou  einer  dritten  geraden  Linie  durchschnitteo  werden,  so  sind 
die  Wechselswiokel  einander  gleich.     (Taf.  XI.  Fig.  5.).     ' 

Hypoth.    uv^wx 

Thes.  ^a=^ß. 

Beweis.  ' 

Man  f^lle  aus  a  und  d  Verticalen  auf  die  gegenüberste- 
hende Parallel-Linle,  so  ist: 

ad^ad;  ae=zdb  (ex  hy^,  und  {.25.);  ^^^^^^^/{(exconstc) 
Also    ^ade^iitua  <f  W.  II.); 
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{.  27.  Wenn  M  swel  ta  6iner  Ebene  liegand 
LtDieo,  weiche  too  einer  dritten  geraden  Lioie  dmi 
werden,  die  WechneUvinkel  gleich  «nd,  ao  ei 
nien   parallel. 

Hsrpoth.   ^0=/};    Theeie  tce^w«. 

Beweis. 

Ist  Figur  und  Construction  eben  wie  obeUf  so  bt: 

I.  ad=ad;  Za=^^  (ex  hyp.);  ^Y=^^  (ex  coostr.) 

A\94^    ^adb^^ade  ($.  20.  I.); 
folglich  bd=iac  und  j^i=s8. 
il.     ^az=:ß  (ex  hypO)  und  ^e={:  (I.)«  folglich 

^o  +  ^€=:^/3+Z{;==^  =  lÄ  ($.  22.  u.  §.21). 

also  Verticale  oe  scs  Verticale  Ai2;   mithin  av:^wje  (§. 

§.  28.  Die  fibrigen  Sätse,  nämlich«  dass  bei  geraden 
leleOy  die  von  einer  geraden  Linie  durchschnitten  werden,! 
Innere  Winkel  dem  an  der  nämlichen  Seite  eegeDdl 
stehenden  gleich  ist«  und  dass  die  Summe  -aer  beii 
Inneren  Winkel  180"  beträgt«  nebst  deren  Gegensätzen,! 
nun,  durch  Hülfe  der  Verticah  und  Neben -Winkel«  aofdlej 
wohnliche  Weise  so  leicht  zu  beweisen«  dass  eine  nähere 
Wickelung  dieser  Beweise  Töllig  fiberflösslg  scheint 
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i: 


Heber  die  seometrische  KonstmlLtlon 
der  ImaflTiDftren  IVnrzeln  einer 

Olelclmiiflr. 

Von 

Herrn  H.  Scheffler, 

BM-f^ondarteiir  bei  den   HtzngU  Braanschweigischen  Eitenbahoen  xii 

Braunse  h  weig. 


'f  ■*» 


Dmb  gewohnliche  Verlabreo  der  Aufsuchunff  der  Wunelo  einer 
aonerlscben  Gleichang  mittelst  geometrischer TLonstrvktion»  wo« 
Wi  maa  die  Uebekannte  x  wie  eiae  veränderliche  Abesisse  und 
den  Wertb  der  gegebenen  Funktion  iiir  jedes  eugehOrige  x  wie 
eine  korrespondi renne  rechtwinklige  Ordinate  behandelt»  ond  die 
Absizissen  sucht«  fär  welche  die  aurch  die  Endpunkte  der  Ordina- 
teo  gelegte  Kurve  die  Abszissenlinie  durchschneidet»  ist  nor 
brauchbar,  um  die  reellen  Wurzeln  einer  solchen  Gleichung  zu 
finden. 

Wenn  aber  die  Gleichung 

F(x)^0 (I) 

auch  imaginäre  Wurzeln  von  der  Form 

xz:zre9^^^^  =  r  (costp  +  sin^V^— 1),  (2) 


welches  fiberhaupt  die  allgemeinere  Zahlform  ist ,  in^  der  auch  die 
reellen  Werthe  enthalten  sind,  besitzt;  mo  geht  dieselbe  durch 
Substitution  des  vorstehenden  Ausdrucks  für  x  über  in 

F(ref  V^-»)  =  F[r(cos9  +  sin9V^)]=0 (3) 
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Hierdorch  erhält  man  eine  Gleichimg  swischen  swei  too  tioxt- 
der  gaoz  ttoabhäD^igen  Grtissen  r  una  q>.  Die  Letztereo  sind  aber 
wegen  Gleichung  (2)  an  die  Bedingung  geknöpft,  dasa  r  stets 
einen  absoluten  oder  positiv  reellen  und  9  irgend  einen  po- 
sitiven oder  negativen,  aber  ebenfalls  durchaus  reellen  Werth 
habe.  Man  ist  also  jetzt  in  den  Stand  gesetzt,  die  Uotersochuog 
bloss  auf  reelle  GrOssen  zu  beschränken ,  welche  der  Gleicboog 
(3)  ein  Genüge  leisten.  Ohne  die  genannte  Bedingung  wfirde  die 
Gleichung  (3)  den  Charakter  der  Unbestimmtheit  annehmen;  man 
konnte  luinn  z*  B.  (ur  tp  jeden  beliebigenWerth  setzen,  um  durch 
Auflosung  fflr  r  einen  dazu  gehörigen  Werth  der  letzteren  Grueae 
zu  finden.  Dies  wQrde  demTalle  entsprechen,  dass  man  in  Glei- 
chung (1)  für  a  einen  Ausdruck  von  der  Form 

substituirt  hätte ,  der  aus  zwei  Faktoren  von  allgemeiaer  Form 
bestände,  und  wovon  der  erste  pe^V-^^  den  obigen  Faktor  r  luui 
der  zweite  ae?^^^-^  de»  obige»  Faktor  e^V^i  In  Gleichung  (i) 
verträte.  Angesehen  davon,  dass  hierdurch  das  Problem  nicht 
vereinfacht  wäre,  indem  man  durch  die  Einführung  beliebiger 
reeller  oder  imaginärer  Werthe  für  9  io  Gleichung  (3),  wodsrch 

cofl9  +  siny  V^  =  u9  V^ 


die  Form  geß^—^  annähme,  immer  wieder  auf  eine  Gfeichnig 
kommen  würde,  die  im  Allgemeinen  far  r  imaginäre  Worzeln  roo 

der  Form  oe«V^  enthielte;  so  Ist  doch  zu  bemerken,  dasa  die 
unter  solcnen  Umständen  existirende  Unbestimmtheit  der  Glei- 
eining  (3)  sich  nur  auf  die  Werthe  von  9  und  r,  nicht  aber  auf 
die  daraus  zusammengesetzten  Werthe  von  ar=:re^V^y  aboaocb 
nicht  auf  die  Auflc^songen  der  gegebenen  Gleichung  (1)  fibertrigt 
D^on  wenn  irgend  ein  Werth  non  q)  die  Grosse 

cosg>  +  ßimpST'^^asef^V^ 

in  die  Form  jrfV^i  überführt,  und  r=»««V^  ein  Werft  iat 
welcher  sich  für  jenes  9  aus  Gleichung  (3)  ergibt,  so  bat  man 

=  (P9)  [cos(«+/J)  +  sin(a  +  «.  V^], 

worin  nun  (pg)  und  (a-^ß)  reelle  Grossen  sind«  BeschrSnkt  man 
«ich  also  auf  die  obige  Bedingung,  dass  In  Gleichung  (Sj  r  and 
g>  nur  reelle  Werthe  haben  solien;  so  würde  man  eben  uieselbe 
vorstehende  Auflösung  fÜIr  a:  erhalten  müssen,  wenn  man  in  Glei- 
chung (3)  9)  =  (a-|-/})  gesetzt  hätte,  was  dann  für  r  den  Werth 
(pq)  geben  mfisste. 
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Sdiehibar  bleibt  aber  selbst  unter  Beobachtung  der'geoannten 
BediDgimg,  welche  ja  dieWerthe  Ton  ound  r  nur  in  me  w^ten 
Grinzen  imendlicher  Zahlenreihen  einschliesst,  fiir  die  Gleichung 
(3)  Doch  ein  grosser  Spielraum  der  Dnbestimmtheit.  Dass  dies 
jedoch  mir  scoeinbar  ist,  leuchtet  ein,  wenn  man  die  Funktion 
F  in  joier  Gleichung  so  entwickelt,  dass  das  Reelle  ▼on  dem 
rein  Imaginären  sich  sondert    Angenommen  dies  gebe 

F'(r,ip)  +  iP'fr,9).  V^=0 (4) 

Da  diese  Gleichung  nur  realistrt  werden  kann,  wenn  der  reelle 
und  der  imaginäre  Theil  für  sich  gleich  Null  wird ;  so  zerföUt  die- 
selbe in  folgende  zwei  Gleichungen; 

F(r,9)=0 (6) 

F^(i-,<P)=0 (6) 

letzt  hat  man  zwischen  den  beiden  Unbekannten  r  und  q>  zwei 
Gleichungen;  die  Dnbestimmtheit  ist  also  verschwunden,  oder 
bezieht  sich  Tielmehr  nur  noch  auf  die  Vielheit  der  Wurzeln, 
welche  einem  jeden  Systeme  von  zwei  höheren  Gleichungen  mit 
zwei  Unbekannten  nach  dem  besonderen  Charakter  jener  Gleichun- 
geo  eigen  ist. 

Wollte  man  behufs  geometrischer  Konstruktion  der  Wurzeln 
dieser  Gleichungen  sich  In  der  gewöhnlichen  Weise  eines  recht- 
winU^n  Koordinatensystems  bedienen;  so  könnte  man  folgen- 
deranassen  verfahren. 

Man  substituirte  sowohl  in  (5),  wie  in  (6)«  für  9  einen  be- 
stimmten Zahlwertb  q>x  und  behandelte  bloss  r  als  einzige  Ver- 
äaderlicbe ,  welche  unter  den  absoluten  oder  positiven  Zahlen  Von 
0  bis  -t-OD  zu  variiren  wäre.  Diese  Werthe  von  r  tröge  man  von 
demselben  Mittelpunkte  aus  auf  Ein  und  derselben  Ate  als  Ab- 
szissen auf.  Die  entsprechenden  Werthe  von  F^ix^tpi),  als  recht- 
winklige  Ordinaten  behandelt,  ergäben  alsdann  Eine  Kurve  und 
die  von  F^(x»q>x)  eine  zweite  Kurve  über  derselben  Axe.  Ange- 
nommen, diese  beiden  Kurven  durchschneiden  sich  in  einem 
Punkte  Ai,  Fihr  einen  möglichst  benachbarten  Werth  von  qp,  der 
^  heisse ,  wGrde  sich  dann  durch  P^Ttip^  und  F''(r,<p^  über  der- 
selben Axe  ein  zweites  System  von  zwei  Kurven  ergeben,  wel- 
ches sich  in  dem  Punkte  Ag^  schneiden  möge.  Auf  diese  Weise 
liesse  man  <p  in  der  Reihe  von  0  bis  -|~  00  und  von  0  bis  —  oc  va- 
riiren. Die  genannten  Durchschnittspunkte  Ai,  A^,..  der  aus  je 
zwei  Kurven  bestehenden  Systeme  würden  sich  dann  durch  eine 
neue  Kurve  verbinden  lassen.  Der  Durchschnittspunkt  dieser 
neuen  Kurve  mit  der  Abszissenaxe  lieferte  alsdann  eme  Abszisse, 
welche  tat  r  genommen,  den  fraglichen  Gleichungen  ein  Genüge 
leistete. 

Dieses  Verfahren  ist  nicht  allein  wegen  der  erforderlichen 
Zerlegung  der  gegebenen  Gleichung  (3)  in  zwei  Tbeile  F*  und  F" 

Thcil  XV.  26 
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und  der  Berechnung  der  ,eenannleii  Doppelkutven  sehr  «MtSad- 
licli»  sondern  auch  deshalb  unvollkommen»  weil  sieb  vermittelst 
desselben  nur  der  Werth  von  r,  nicht  aber  der  des  dasn  gdio- 
rigen  Winkels  q)  und  ilberfaaupt  nicht  unmittelbar  die  gerachte 
Grosse  a:  graphisch  darstellt,  wie  es  von  der  geometrischen  Dar- 
stellung des  m  der  gegebenen  Gleichung  li^eeden  Cresetzee  ge- 
fordert werden  muss. 

Besser  im  Geiste  der  geometrischen  Konstruktion  liegt  fol- 
gende Methode.  Nachdem  man  einen  Nullpunkt  und  eine  reelle 
Axe  festgelegt  hat,  stellt  man  sofort  den  Werth  von  F(x)  ans 
Gleichung'  (1)  (är  irgend  ein  a  dar,  indem  man  als  x  eine  Ijinie 
von  bestimmter  Länge  r  wfihlt,  die  sich  unter  irgend  einem  Win- 
kel 9  gegen  den  positiven  Theil  der  reellen  Axe  neigt»  also  eine 
Linie  von  der  Form 

ar=:rey  V— 1  =  r  cosy + r  sin^.  V" —  1  - 

Die  positiven  Werthe  von  9  werden  links  um  den  Nullpunkt,  die 
negativen  rechts  herum  gerechnet  Bei  dieser  Darstellung  von 
F(x)  fährt  man  schrittweise  die  darin  vorkommenden  Operationeo 
aus,  indem  man  mit  möglichster  Vermeidung  der  Rech- 
nung namentlich  die  Neigungen  der  einzelnen  Theile  dieser 
Funktion  und  die  Zusammense&ung  derselben  unmittelbar  durch 
Zeichnung  darstellt.  Es  bleiben  dann  in  der  Regel,  wenn  die 
Funktion  F  nicht  zu  komplizirt  ist,  nur  die  absoluten  I^ängen 
der  einzelnen  Strahlen  zu  berechnen.  Diese  Längen  sind  meisten.« 
unabhängig  von  dem  Winkel  9,  und  dies  gewährt  den  Vortheil» 
dass  wenn  man  einmal  für  eine  Reibe  benachbarter  Werthe  von  r, 
die  in  der  Zahlenreihe  von  0  bis  -|~  00  liegen,  jene  Längen  beredb* 
net  bat,  man  dieselben  Längen  ffir  jeden  beliebigen  andere» 
Werth  defl  Winkels  9  gebrauchen  kann. 

Die  Grundregeln  bei  dieser  Konstruktion  sind: 

a)  (lir  die  Addition,  dass  an  den  Endpunkt  des  Eioen 
Strahls  der  hinzu  zu  addirende  in  der  ihm  zukommenden 
Richtung  gelegt  werde; 

b)  fttr  die  Subtraktion,  dass  an  den  Endpunkt  des  Mi- 
nuend der  Subtrahend  in  der  ihm  direkt  entgegengesetz- 
ten Richtung  getragen  werde; 

c)  für  die  Multiplikation,  dass  die  absolute  Quantität  des 
Produktes  durch  Multiplikation  der  absoluten  Quantitateo 
der  Faktored,  die  Neigung  des  Produktes  ]edocb  durch 
Vorwärtsdrehung  aus  der  Richtung  des  £inen  Faktor? 
um  den  Drehungswinkel  des  andern  Faktors  erhalten 
werde ; 

d)  für  die  Division ,  dass  die  absohite  Quantität  des  Quo- 
tienten durch  Division  der  absoluten  Quantitäten  des  Di- 
vidends  und  Divisors ,  die  Neigung  des  Quotienten  jedoch 
durch  Ruckwärtsdrebnng  aus  der  Kichtung  des  Dividends 
um  den  Drefaungswinkel  des  Divisors  entstehe ; 
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b)  ftr  die  Poteosirung  zu  eioem  posiöveo  noscii  £zp€H 
neoten  n,  dass  die  absolote  Quantität  der  Poteoz  gleich 
derselbeo  Potenz  von  der  absoluten  Quantität  des  Grund- 
faktors, dagegen  der  Drehuneswinkel  jener  Potenz  gleich 
dem  it fachen  des  Drebungsmnkels  des  Gnind&lctors  sei; 

f)  f&r  die  Wurzelausziehung  zu  einem  positiTen  ganzen 
Exponenten  n,  dass  die  Quantität  der  Wurzel  gleich  der 
nten  Wurzel  aus  der  Quantität  der  gegebenen  Grosse, 
dagegen  der  Drehangswinkel  gleich  dem  nten  Theile  de9 
Drehungswinkels  diesser  GrSsse  sei. 

Nadi  der  Regel  (c)  ist  auch  Multiplikatlop  einer  Grosse  mit 
den  Faktoren 


-1,  +V^,  -yr=l 


oder  mit 


gieichlMdettteiid   »it    einer   Vorwärtsdrebung   respect«   um    tM^, 
*»>,  270*. 

EBerdnrch  ergibt  sich  durch  die  obige  Konstruktion  ein  Po* 
lygoiiy  welches  vom  Mullpunkte  ausläuft,  und  welches  mit  dem 
Utatea  Endpunkte  wieder  In  £esen  Nullpunkt  einfallen  muss, 
wenn  der  angenommene  Werth  von  x  eine  Auflösung  der  Glei- 
cbog  (1)  sein  soll. 

Damit  man  dieses  Verfahren  ausfahren  könne,  muss  die  Funk- 
tioo  F  in  solche  Theile  zerlegt  sein ,  auf  welche  sich  die  Regeln 
(ff)  bw  (f)  xm  Erzeugung  der  auf  einander  folgenden  Seiten  des 
fraglichen  Polygons  unmittelbar  in  Anwendung  bringen  lassen. 
H&tte  man  z«  B. 

fXai) = ilr»— Vci + loga?  =  0, 

worin  der  Koeffizient  A  irgend  eine  geneigte  Linie  von  der  all- 
gemeinen Form 


a4j*V--i SS  acosa  +  oslnot .V— 1, 
dagegen  e  nur  eine  absolute  Zahl  darstellen  mOge,   also 

^d?)t=ac«V^»d?»— V^ei  +  logir=0, 
so  raösste ,  wenn  man  nun  filr  x  den  allgemeinen  Werth 

xs^re^V^i  =  rcosf  +  winy  .  V^— l 
einfuhren  wollte,  das  Glied 

logx= log[r(cos9  +  sin  9.  V--l)l 


2«* 
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in  die  bekanote  Form 
gebracht  werden.    Dies  gibt 


ae^\  -».r»e»fV-i- V'CT'.e«V^-»  +  logr+yV^=0, 


oder 


ar». «(«+»y)V-i— Vct  .  e^^^^i  +  logr  +  y  V^  =  0. 

Wenn  man  in  allen  Gliedern ,  von  denen  Jedes  eine  Seite  des 
Polygons  ergibt  y  die  Ricbtung^koeffizienten  deutlicher  als  Poteo 
zen  Ton  e  roarkiren  ond  ausserdem  die  Funktion  auf  der  lioiteo 
Seite  80  darstellen  will,  dass  die  einzelnen  Theile  überall  als 
Summanden  erscheinen;  so  kann  man  auch  schreiben 

Die  absoluten  Län^n  ar^,  yTcff  logr  der  ersten  drei  Glieder 
sind  unabhängig  ron  jedem  Werthe«  den  man  (lir  9  einlubreo 
möge;  nur  der  des  letzten  Gliedes  ändert  sich  mit  9.  Nacbdeo 
also  die  ersteren  drei  ffir  irgend  eine  Reihe  von  Werthen  für  r 
berechnet  sind,  kann  man  sich  derselben  für  jeden  beliebigen 
Werth  von  7  bedienen« 

Ferner  erhellet,  dass  die  Richtungen  der  sich  durch  diese 
Gleichung  ergebenden  vier  Polygonalseiten  unabhängig  sind  voo 
der  Länge  r  der  für  x  angenommenen  Linie,  dass  also,  wesa 
man  das  fragliche  Polygon  erst  einmal  für  einen  bestimmten  Wertk 
von  r  und  9>  entworfen  bat,  die  Seiten  aller  Polygone ,  für  weide 
man  bloss  r  in  der  gedachten  Zahlenreibe  variiren  lässt  und  f 
konstant  erhält,  den  ISeiten  des  ersten  Polygons  parallel  seio 
werden. 

Gibt  man  nun  in  F{pc)  der  GrOsse  x  irgend  einen  bestimmten 
Neigungswinkel  9>|  und  lässt  dann  deren  absolute  Länge  r  voo  0 
bis  -f*  OD  variiren ;  so  beschreibt  der  zweite  Endpunkt  des  fragfi* 
eben  Polygons  eine  Kurve,  welche  durch  den  Nullpunkt  gehen 
muss,  wenn  es  fiir  ^^  ^*^^  zugehöriges  r^  geben  soll,  welches  ifi 
derForrarxe^iV^izsart  der  gegebenen  Gleichung  ein  Genage  lei- 
stet. Gibt  man  jetzt  cfem  Winkel  9  einen  zweiten  Werth  ^  und 
lässt  die  Länge  r  durch  eben  dieselbe  frühere  Zahlenreibe  vs^ii* 
ren;  so  beschreibt  der  letzte  Endpunkt  des  Polygons  eine  zweite 
Kurve.  9b»  94»  95....  ergabt  eine  dritte,  vierte,  ffinfte  ....  Kune. 
Diese  Werthe  von  9  müssen  nun  ailniählig  sowohl  die  Reihe  der 
positiven,  wie  der  negativen  Zahlen,  also  die  Reihe 

—  OD 0...t,  -|-  OD 
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durchlaufen,  um  aile  moglieheo  Kurven  zu  ereeben^  welche  der 
Iraglicbe  Endpunkt  des  Polygons  beschreiben  kann. 

Statt  dass  man  9  in  dieser  Weise  über  jede  Gränze '  hinaus 
Hachsen  ISsst,  kann  man  auch,  indem  man  in  die  gegebene  Glei- 
dioDg  statt  9  den  Ausdruck  2X;»'f  9  schreibt,  worin  k  eine  will* 
kübriiebe,  aber  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet, 
erst  überall  i&=:Or  setzen  und  nun  erst  9  von  0  bis  2^  variiren 
lassen,^  dann  A=l  setzen  und  hierauf  9  ebenfalls  nur  von  0  bis 
2s  variiren  lassen  u.  s.  f. 

Ob  es  nothig  sei,  dass  man  den  Winkel  9  in  vorstehender 
Welse  ins  Unendliche  wachsen  lasse,  um  alle  denkbaren  Kurven 
der  eenannten  Art  zu  erhalten ,  oder  ob  sich  für  gewisse  Perioden 
der  nerthe  von  9  immer  wieder  dieselben  früheren  Kurven  wie« 
derbolen  müssen,  in  welchem  Falle  nmn  dann  den  Winkel  9  nur 
iwUcfaen  den  Gränzen  Einer  solchen  Periode  zu  yariiren  brauch te» 
Itäogt  von  Aet  Beschaffenheit  der  Funktion  F  ab. 

Man  erkennt,  dass  in  dem  obigen  flir  F{x)  gewählten  Bei* 
spiele  das  erste  Glied 

«aoe  Fondanientalwerthe  regelmässig  wiederholt,  sobald  man  9 
von  0  bis  29c  hat  wachsen  lassen  und  nun  über  ^n  hinausgeht, 

uidoi«(«+*<2*^+9))^-i   denselben  Neigungswinkel   darstellt,    wie 

«(•f^^^i.  Ferner  erkennt  man,  dass  in  dieser  Periode  auch 
alle  diejenigen  Werthe  vorkommen,  welche  Ax^  für  irgend  ein 
Dq^afives    9    annehmen    kann,    indem    e(«-'H2*^+»9))^'^       den. 

seflbfo  Neigungswinkel  darstellt»  wie  «(«+8(«»-9))^''"--^.  Dieses 
ersten  Gliedes  wegen  brauchte  man  man  also  9  nur  von  0  bis  2» 
nchsen  zu  lassen. 

Die  Werthe  des  zweiten  Gliedes 


STcr  .  e(''+|)^-'i=:— V 


ex 


kehren  jedoch  erst  dann  regelmässig  wieder,  wenn  9  von  0  bis 
^%  gewachsen  ist.  Alsdann  sind  aber  auch  alle  diejenigen  Werthe 
vorgekommen,  welche  sich  für  negative  9  einstellen  würden. 
Wegen  dieses  zweiten  Gliedes  ist  also  eine  Variation  von  9  zwi- 
ficheo  den  Gränzen  0  und  An  erforderlich. 

Das  €rlied  logr  Ist  für  alle  Werthe  von  9  dasselbe  und  erfor- 
dert demnach  gar  keine  Variation  dieses  Winkels. 


Das  letzte  Glied 


9  .e 


n 
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ändert  fidnen  Werth  mit  jeder  Variation  von  9,  ist  auch  dn  ande- 
res för  *^9,  ab  für  -f-^.  Da  da«aelt»e  jedoch  einen  koofltanten 
Richtuugskoef&zieuteo ,  ako  eine  konstante  Neigung  gegen  die 
reelle  Aj^e  hesttst,  und  ausserdem  mit  9  gleicnförmig  «riehst; 
so  wird  man  sehr  bald  erkennen ,  ob  nnd  wie  weit  es  errorderlicb 
ist»  dieses  letzteren  Gliedes  «regen  die  Variationen  von  9  awra- 
dehnen,  indem  man  immer  vor  Augen  hat,  das«  die  zu  konstrni* 
renden  Kurven  dem  Nullpunkte  sich  n&hern  und  nieht  denselbeo 
fliehen  seilen. 

Nach  diesen  Vorbetrachtungen  schlägt  man  nun  folgendes 
systematische  Verfahren  ein. 

Nachdem  man  den  Nullpunkt  O  und  die  positive  reelle  Axe 
OX  (Taf.  XL  Fig.  ß.)  festgelegt  hat.  gibt  man  in  GlelchuDg  ß) 
dem  Winkel  f>  irgend  einen  bestimmten  Werth  fi «  womit  mao  di« 
Varlatiooea  von  9  beginnen  will,  und  eiebt  durch  O  die  hm 
ODi ,  welche  sich  unter  diesem  Winkel  JDi  OÄzsz  ^  gegen  die 
Axe  OX  neigt  ludern  man  nun  vorläufig  9=9i  konstant  erhalt» 
l&sst  man  die  absolute  Länge  r  der  Unbekannten  4r  von  0  gegen 
+  OD  variiren.    Fflr    irgend   einen  solchen  Werth  r|  von  t  nöge 

nun  die  Konstruktion  der  Funktion  F(r'ie9i^^^^)  das  im  Kall* 
punkte  O  anhebende  Polygon  OÄ\B\C\  ergeben,  dessen  letzter 
Endpunkt  0%  sei.  Jetzt  ziehe  man  noch  durch  den  Punkt  Ci  mit 
OZ>|  parallel  die  Linie  CiD\  und  mache  deren  Länge  sr'i. 

Pttr  einen  zweiten  Werth  r*x  von  r  sei  bei  demselben  Werthe 

von  o  das  durch  F(r*i«'"^''^)  «Ich  ersehende  Polygon  dargestett 
durch  OJfiB'\C^i ,  und  es  sei  wieder  CiD"^  parallel  geoon- 
men  en  derselben  Linie  ODi  und  an  Länge  gleicn  r^x  fg"'^^ 

In  ähnlicher  Weise  mögen  als  Endpunkte  der  Polrgenetir 
den  konstanten  Winkel  fi  resp.  ftr  rssrr^i »  r^'i ,  v^,  .«^  me  Psri^ 

Cif  O'if   C^i und   m  paralleler   Hinausrücknng   Aber  dkü 

Punkte  die  Punkte />'x,i>'i,/>^i...;  entstehen,  wobei  die  Linien 

L I  /^i  9  C/  i^^  1 »  L  |//^|  •••  resp*  ^ss  r  1  >  ■  1 »  1^1  •••• 
und  sämmtlich  parallel  lu  ODi  sind. 

.Die  Variationen  von  r  für  den  Werth  9=^9%  ddint  man  «her 
bloss  so  weit  aus ,  dass  einige  der  Punkte  C'^ ,  C«,  Ci •"• 
diesseit  und  einige  derselben  jenseit  der  Linie  OA  ^  ^' 
gen  kommen. 

Hierauf  verbindet  man  sowohl  die  Punkte  Oi ,  V'n  (fi  ••*- 
wie  auch  die  Punkte  i^i ,  D^g,  D^i....  durch  Kurven,  von  it 
uen  die  erstere  die  Linie  Oi>i  in  dem  Punkte  Q  und  die  letz- 
tere diese  Linie  ODi    in  dem  Punkte  J9|   durchschneiden  möge. 

Jetzt  ixetzt  man  für  7  einen  zweiten  Werth  «p^  und  1^  <||p 
Linie  OD^  unter  dem  Neigungswinkel  9^  gegen  die  Axe  OX 
Ebenso,    wie  vorhin  für  9=^91  die  beiden  Punkte  C]  und  A  ^ 


l 
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te  Linie  ODi  gefandeii  sind,  werden  nun  fSr  93:9^  die  beiden 
PoDirte  C^mdh^ln  der  Linie  OD^  ermtUeit. 

Für  einen  dritten,  vierten,  fünften  Werth  q^,  9^,  9«  fflr  99 
erfcalte  man  dann  in  den  Linien,  welclie  eich  unter  diesen  Win- 
keb  gegen  OJK  neigen,  oder  in  deren  Verlängerungen  (wie  z.  B. 
bei  Oo,  welche,  indem  Winkel  dOXz=iip^  ist,  rückwärts  nach 
(\  and  2>5  Terlingert  ist)  die  Punkte  C9  und  Ü^,  C4  und  D^ 
Ci  and  i>«.  Dass  ein  Punkt,  wie  D^y  in  der  rückwäits  gerich- 
teteo  Verlängening  der  betreffenden  Linie  Od  liege,  charakteri- 
sirt  sich  dadurch ,  dass  derselbe  zwischen  O  und  den  Endpunkt 
Ci  des  zueehorigen  Polygons  füllt  Allgemein  ist  aber  die  wahre 
Ricbtsog  (^r  hier  in  Frage  kommenden  Linien  0/>|,  OJOm,  OD^.., 
dorcb  diejeniffe  Linie  dargestellt,  welche  sich  von  dem  betreffen- 
den Pankte  C  nach  dem  zugehörigen  D  hin  erstreckt,  und  nicht 
umgtkehrt  von  D  nach  C. 

Diese  Variation  des  Winkels  q>  setzt  man,  wem  man  nur 
Eioe  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung  sucht,  nur  so  weit  fort, 
bis  sich  in  den  Linien  0Q2>|,  OC^Dg....  die  Lage  der  beiden 
Pankte  (\  und  1>|,  C^  und  />(....  in  Beziehung  zum  Mulipunkte 
0  umkehrt,  wie  bei  OD^C^,  oder  auch  nur  so  weit,  bis  der 
Nolipaokt  O  zwischen  jene  beiden  Punkte  fiUit,  wie  bei  C4OD4, 
alsoC^  in  die  rückwärts  gerichtete  Verlängerung  der  die  Richtung 
TOD  X  darstellenden  Linie  Od  zu  liegen  kommt 

Jetzt  verbindet  man  die  Punkte  C|,  €9.....    durch  die  Kurve 

Ci&Q(4a    und    die    Punkte   A,    i>« durch    die  Kurve 

^Bfi^D^u^»  Die  erstere  Kurve,  welche  die  Endpunkte  voo 
Pofrgonen  enthält,  wird  durch  den  Nullpunkt  O  gehen,  also  eine 
idmaDg  der  gegebnes  Gleichiing  erkennen  lassen» 

Es  ist  aber  klar,  dass,  wenn  der  Punkt  C^  mit  O  zusammen- 
fallt, also  die  Sehne  OC^  der  Kurve  f^QCsOC^Q  sich  auf  einen 
Punkt  O  reduzirt,  die  Richtung  dieser  8ehne  mit  der  Tan- 
gente der  eben  getiantiten  Kurve  fär  den  Nullpunkt  O  zusam- 
menfallt Ausserdem  wird  das  Verbindungsstück  C^D%  zwischen 
dieser  Kurve  und  der  anderen  DiUjb^DD^D^  gleich  der 
Unge  OD. 

Zieht  man  also  im  Nullpunkte  O  an  die  Kurve 
QOC4  die  Tangente  OD  bis  zum  Durchschnitte  2>  mit 
1er  Kurve  DxDO^\  so  stellt  OD  sowohl  nach  Länge, 
wie  nach  Richtung  den  Strahl  a;:=reSPV^  dar,  welcher 
l^f  gegebenen  Gleichung  ein  Genüge  leistet  oder  eine 
Wurzel  dieser  Gleichung  ist. 

Wenn  die  gegebene  Gleichung  mehrere  imaeinäre  Wurzeln 
bat;  80  wnrd  die  Kurve  C|0(^  in  eben  so  viel  Windungen  oder 
Zweigen  durch  den  Nullpunkt  gehen.  Die  Tangenten  an  die  ver- 
flckiedenen  Zweige  von  O  bis  zum  Durchschnitte  mit  dem  be- 
Mfeaden  Zweige  der  Kurve  DiDD^  ergeben  alsdann  die  ver- 
MJMenen  Wurseln. 
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Es  leuchtet  ein,  dass  die  reell  es  Wurzeln  dnrcfa  dieses 
Verfahren  nicht  dargestellt  werden  kunqen,  sobald  die  konstan- 
ten Grossen  der  Funktion  F  sämnitlich  reell  sind,  weil  alsdann 
sSmmtliche  Polysonseiten  und  demnach  auch  alle  Kurven,  wie 
CiGC^i  und  D'iDiir'i  in  die  reell©  Axe  fallen,  welche  för 
tp=6,  it,  2;r,  37r....  zug;leich  die  Linie  OD^  darstellt,  sodass 
unter  solchen  UmstSnden  ein  jeder  Pufikt  dieser  Axe  als  genein- 
schaftlicfaer  Durefaschnittspunkt  mit  jenen  Kurven  angesehen  wer- 
den konnte. 

Die  imaginären  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichungen  des 
zweiten  Grades  mit  reellen  Koefüzienten  führen  nach  Vorstehen- 
dem zu  einer  sehr  gefalligen  Konstraktion.  Man  braucht  nämlich 
bei  diesen  Gleichungen  die  Kurvenbögen  CtQ^i  "^^  ^t^x^i 

far  nicht  darzustellen,  um  die  in  ODi  liegenden  Punkte  (\  und 
>i  zu  finden,  sondern  kann  die  letzteren  Punkte  und  demnach 
die  Kurven  CxOC^  und  DiDD^  unmittelbar  festlegen.  Es  sei  zo 
diesem  Ende       % 

a-f  6a:-f  ca:*=0 

oder 

a  +  6rc9V-i  +  cr*e«f  V=i =0 

die  gegebene  Gleichung.     Ist  nun   ln_Taf.  XI.  Fig.  7.    0/>]  die 

Richtung  irgend  eines  für  jr=re9'V-^  angenommenen  StraiilesT 
also  Winkel  i>i0jr=9i  und  OAiBiCi  das  für  r=:r|  sich  erge- 
hende Polygon,   indem 

(ÄiCi)=car»=cr«e«iPV~i; 

80  ist  Winkel  BiAiX=:w^  also  Aißj  parallel  zu  ODn,  ferner 
der  Neigungswinkel  von  AQ  gegen  ÖX  gleich  2^;  mitbin  Win- 
kel AiBiCizz^OAiBy  Soll  nun  der  Punkt  Ci  in  die  Linie  OA 
fallen;  so  muss  auch  Winkel  OQiffjL=QOiil|  und  die  Länge 
der  Linie  BiCi=zOAi,  d.  i.  cri*=a  sein. 

« 

Hiernach  erhält  also  die  dritte  Seite  BiCt  des  fraslicben 
Polygons  eine  konstante  von  dem  besonderem  Werthe 
w*  des  Winkels  q>  <}der  von  der  Richtung  der  Linie 
ÖDi  ganz  unabhängige  Länge,  welche  gleich  der  Länge  des 
bekannten  Gliedes  OAi=:a  in  der  gegebenen  Gleichung 
ist.  Die  Länge  des  hierzu  gehörigen  x  wird  also  ebenfalls  kon- 
stant und  zwar 


=vi 


Man  kann  also  schon  voraus  schliessen,   dass  die  absolute 
Quantität     (der    Model)    der    gesuchten    imaginären  Wurzeln 
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-  sein  mrd.    Da  die  Länge  der  zweiten  Seite  AiBi  des 


fraglicheo  Polygoos 

ist;  so  folgt,  dasfl  auch  diese  Seite  eine  von  q>  unabhängige  kon- 
stante Länge  bewahren  wird. 

Um  also  fiir  die  verschiedenen  Werthe  von cp  oder  fär  die  verschie- 
denen Richtungen  0/>|  die  Punkte  C^nnd  1>|  zu  finden,  macht 
man  auf  der  positiv  reellen  Axe  OX  die  Länge  Oi4|=a,  be- 
«hreibt  um  Ai  mit  dem  Halbmesser 


«r,=6^=4Ä,        ^ 


einen  Kreis,  zieht  AiBi  parallel  zu  ODi  bis  an  den  Umfang  die- 
ses Kreises  und  schneidet  mit  der  Zirkeluffnung  ci^=fc=0^i 
^BiCi  von  Bi  in  die  Linie  ODt  so  ein,  dass  Winkel 
BiCiOz^AiOCt  wird.  Dies  ergibt  den  Punkt  C^.  Macht  man 
daraof  in  ODi  die  Länge 

«0  ladet  man  auch  den  Punkt  Z>|. 

Auf  fiese  Weise  ist  in  Taf.  XI.  Fig.  7.  die  Gleichung 

2+2x+ar«=:0 

oder 

kooatruirt,  worin  man  a=2,  6^2,  c=:l,  also 

abo 

hat  Die  Kurve  CiOc  ist  eine  geschlossene,  welche  über  und 
Qoter  der  reellen  Aze  zwei  kongruente  Schenkel  besitzt, 
welche   zweimal   durch,  den  Nullpunkt  gehen  upd  daselbst   eine 
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Schlinge  bilden.  Die  ebenfalls  aus  zwei  kongnienten  Sdienkein 
bestehende  Carve  DiDiy  besitzt  in  der  reellen  Aze  links  vom 
Nullpunkte  bei  d  eine  widerkebrende  Spitze.  Die  beiden  ima- 
ginären Wurzeln 

und 

sind  dargestellt  resp.  durch  die  beiden  Taneenten  OD  und  Oi> 
an  die  beiden  Schenkel  der  Kurre  Q  Oc  im  Plnllpunkte  O. 

Far  den  Werth  »=«.  also  29^2x  fallen  die  drei  Seiten  OJi, 
AiBi,  BiCt  des  obigen  Polygons  in  die  reelle  Axe  dergestalt, 
dass,  wenn  die  Koeffizienten  a»  b,  c  sämmtlich  positiv  sind,  OAi 
die  positive,  A^Bi  die  negative  und  BiCi  die  positive  Richtung 
annimmt»  also 


Oe=iOAi  +BiCt'-A^B^ 


s.<»V] 


wfard.    Wäre  nun  OAi+BiCi  oder  20Ai  «C^iA  oder 

d.   i.  4a  <^;  so  kannte  die  Karve  CiOe  deBNdlpvnkl  Onicbt 

c 

erreichen;  es  gäbe  alsdann  keine  imaginären  Wurzeln. 
In  Taf.  XL  Fig.  8.  ist  die  Gleichung 

oder 

2  -  2re9^^'^i  +r«e«y  V=i =0 

konstruirt.  Hier,  wo  das  zweite  Glied  negativ  ist,  muss  die  zweite 
Seite  /l]  Bi  des  fraglichen  Polygons  eine  der  Linie  OD«  direkt  toU^- 
gengesetzte  Richtunc  erhalten.  Dies  erzeugt  anfanglich  Polygone 
von  der  Gestalt  OAiBiCi.  Im  Uebrigen  ist  das  Verfahren  dem  frif- 
heren  gleich.  Man  findet  auch,  dass  die  Knrve  CgOc  der  ffirrfie 
Gleichung 

2+ar  +  ar«=0 

gefundenen  efeich  Ist,  dass  aber  jetzt  einem  Winkel  f  der 
zweite  Durraschnittspunkt  der  Linie  0(\  mit  jener  Kurve  ange- 
hört Die  Kurve  DtbO  nimmt  eine  von  der  früheren  abwei- 
chende Gestalt  an,  indem  dieselbe  ebenfalls  zweimal  durch  den 
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Naflpookt  geht  und  dasdbst  eine  Schlinge   bildet     Die  beiden 
iiuaginäreo  Wnrzeln 

*=  I  +  V^i = V2  ( I  +  i  V^) 


Qlld 


;r=l-\^=t^V¥(j-jV^-l) 


sind  jetit  durch  die  beiden  Tangenten  OD  und  OD"  an  die  bei- 
des Schenkel  der  Kunre  d  Oc  im  Mallpunlite  O  dargestellt. 

Für  den  Werth  f>=0,  also  2^  =:0,  fallen  die  diei  Selten  OAi, 
^iBi,  BxCi  des  fraglichen  Polygons  ebenfalls  in  die  reelle  Axe 
dergestalt,  dass  wenn  die  Koeffizienten  a  und  c  positiv  sind  und 
6  Dsptiv  ist,  OAi  die  positive,  A^B^  die  negative  und  B^  <\  die  ' 
positive  Richtnne  annimmt.  Die  Kurve  CiÖc  vvfirde  also  auch 
hier  den  Nullpunkt  nicht  erreichen  können,   wenn 

oder 

2a<6^,  d.  i.  4a<^ 

wir».  ^  Es  wfifde  alsdann  auch  in  einer  sotdien  Gleichung  keine 
iaaginären  Wurzeln  geben. 

Wenn  in  einer  quadratischen  Gleichung  die  briden  Koeffiziei^- 
ten  a  und  c  entgegengesetate  Zeichen  bStten;  so  würde,  wie 
Taf.  XI.  Flg.  9.  anschaunch  macht ;  fSr  keine  der  Kombinationen 

* 
a^  +a      +e      — a      — a, 

b^  +*      — *      ^h      ^6, 

c=  — c      ^e      +c      -f  c 

der  Endpunkt  <\  eines  Polygons  OA^BiCi  in  die  direkte  Rich- 
tung 0//|  des  zugehörigen  Winkels  q>  fallen  können.  Unter  sol- 
chen Umständen  gibt  es  eine  Kurve  i\  Oc  von  der  bekannten  Be- 
schaffenheit überhaupt  nicht,  und  es  sind  demnach  auch  keine 
imagiaSren  Wnrzeln  vorhanden. 

In  Tat  XI.  Fig.  10.  ist  die  Konstruktion  der  vier  imaginären 
^wieln  der  Gleichung 

oder 
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dargestellt    Wenn  OAi=a  genommen  wird;  so  ist  für  irgend  eio 

welches  in  der  Richtung  OCi  liegen  soll»  der  Neigungswinkel 
CiAiX  der  zweiten  und  letzten  Polygonalseite 

JiCi=ar4»=r«cö9^^=r  gleich  &p^  =  5(CiOÄ). 

Hiernach  kann  man  den  Punkt  Q  in  der  Linie  OCi  unmittelbar 
finden.«    Lässt  man  9  von  0  bis  j=zE^OX  variiren,     so    ergibt 

sieh  die  Kurve  CCiOC^s  an  deren  unendlich  langem  Schenkel 
OC2  die  Linie  EgOE^  eine  Asymptote  bildet    Ffir 

ergibt  sich  die  Kurve  QOC4»  an  deren  oberem  anendlicfaen 
Schenkel  0(X  die  Linie  £bO£,  und  an  deren  unterem  unendlichen 
Schenkel  OQ  die  Linie  E^OE^  eine  Asymptote  bildet    Für 

ergibt  sich  die  Kurve  C^OC^  mit  zwei  unendlichen  Schenkeln  und 
den  Asymptoten  E^OE^  und  EfOE^.    Für 

9=-j-  bis  n^^XOX 

er^bt  sich  die  Kurve  C7OQC  mit  Einem  unendlichen  Schenkel 
OCt  und  der  dazu  gehörigen  Asymptote  £«0£^.  Wenn  9  über 
n  hinaus  wächst;  so  stellen  sich  die  genannten  KLurven  der  Reibe 
nach  wieder  ein. 

Da  diese  Kurven  den  Nullpunkt  viermal  and  zwar  dann  pas- 
siren,  wenn 

59  resp.  =»,  27C,  Stk,  An\ 

also 

n       2n       3n       in 
9  resp.   =g-,    X'    "5"'    "5" 

ist;  80  gibt  es  vier  imaginäre  Wurzeln.  Man  hat  aber  zu  beach- 
ten« dass  die  von  O  ausgehenden  KurvenbOgen  zum  ThetI  nicht 
durch  die  Durchschnitte  der  direkten  Richtungen  der  LinieD 
OCtuniAiCi,  sondern  auch  durch  die  Durchschnitte  der  rückwärts 
gerichteten  Verlängerungen  gebildet  sind.  Für  die  Durch- 
schnitte der  direkten  Kichtungen  hat  man 
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n 


Too  =0  bis    j  den  Kunrentheil   CQO  und  demnach  als  Rieb« 

tung  der  ersten  Wurzel  die  Tangente  OD; 


n 


roD9=j    bis  a  g&r  keinen  Kurventbeil; 

Toofr^x-  bis  -jT-  den  Kurventbeil  QO  und  derouacb  als  Richtung 

der  zweiten  Wurzel  die  Tangenten  OD*; 

TODf  ss-j-    bis  -j-    gar  keinen  Kurventbeil; 

Tonysz-j-  his  -^  den  Kurventbeil  OC4  und  demnach  als  Richtung 

der  dritten  Wurzel  die  Tangente  OD^; 

TOD 9  =-5-    bis  -T-  gar  keinen  Kurventbeil; 

7« 
TADf  r=-2~   bis  2»  den  Kurventheil  OC^C  und  demnach  als  Rich- 
tung der  vierten  Wurzel  die  Tangente  OD*". 

Um  die  absolute  Quantität  dieser  Wurzeln  zu  bestimmen, 
VnoGht  man  hier  die  bekannte  Kurve  D^D^.,.  nicht  zu  entwerfen, 
da,  wenn  die  Länge  von  AiCiZ^R^  gesetzt  wird,  /2i=ri'y  also 

Ti^XTRi     und    f&r     die     fraglichen    Wurzeln     R^^  =a,     also 

Ti  =  V'a  ist 
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Bewel§  der  fixlstens  Ton  n  IViurzelB 

in  Jeder  Olichimtr  des   Uten  Orades 

und  Vntersuchnnsren  filier  die  Matar 

einer  solchen  Oleiehimir* 

Von 

Herrn  H.  Scheffler^ 

Baacondncteur  bei  den  Henogl.  BrannschweigUdhen  EisenbalMien 

sa  Braanschweig. 


Im  sechsten  Theite  dieses  Archires,  Nr.  XXXV.,  Iiat  Herr 
Dr.  Wittstein  die  eeonietriscbe  Bedeutung  des  Beweises  ron  Cauchy 
über  des  VorhaDoensein  ron  mindestens  Einer  Wurzel  in  jeder 
algebraischen  Gleichung  näher  nachgewiesen.  Hierdurch  ist  die 
Eleganz  jenes  Beweises  noch  bedeutend  erhübet  Derselbe  ist 
aber  ein  indirekter  Beweis»  und  ansserdeni  wird  dadurch  nicht 
unmittelbar  das  ganze  Faktum»  worauf  es  eigentlich  ankommt« 
nämlich  dass  jede  algebraische  Gleichung  Tom  nteo 
Graden  Wurzeln  haben  müsse»  dargetban.  Um  diesen  letzte* 
ren  Satz  abzuleiten,  bedarf  es  nun  fanmer  noch  ganz  besonderer 
analytischer  Combinationen »  bei  welchen  die  geometrischen  Be- 
ziehungen nicht  so  nahe  liegen  dürften»  als  bei  dem  Beweise  des 
ersteren  Satzes.  Die  Wichtigkeit  des  fragliehen  Satzes  für  die 
Algebra»  und  die  Berühmtheit»  welche  derselbe  dadurch  erlangt 
hat,  dass  er  lange  Zeit  ohne  Beweis  geblieben  ist»  werden  es 
daher  rechtfertigen»  dass  ich  noch  einen  anderen  und  zwar  di- 
rekten Beweis  liefere»  welcher  den  in  Rede  stehenden  Satz  so- 
fort in  seiner  grussten  Allgemeinheit  aufklärt. 

Die  gegebene  Gleichung  vom  nten  Grade,  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  j;  geordnet,  sei,  nachdem  durch  den  KoefBsieoteD 
des  höchsten  Gliedes  dividirt  ist» 
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Hierin  mogeii  die  Koeffizienten  A,  A..  beliebige  reelle  oder  Imagi- 

0    1  „ 

oire  Wertbe  haben,  a)go  allgemeio  von  der  Form 

A^=^at^  ^"" '  =  OC08  a  +  asin«.  ^— l 

sein,  trorin  a  eine  absolute  Qnantitität  bezeichnet,  a  jedoch 
nur  reell  za  sein  braacht,  sonst  aber  sowohl  positiT,  wie  nega- 
tiv sein  kann.  Die  Glieder  jener  Gleichung  brauchen  nor  durch 
das  Additionszeichen  verbur^n  zn  werden,  indem  man  z.  B.  nur 


-  J=  -aJf=^=  +ae"'+^^- » 


za  setzen  braucht. 

Die   allgemeine  Form,    in   welcher    man    sich   irgend    einen 
Werth  f&r  x  denken  kann,  ist 

ar=r«^^"^  =  rcosg)  +  rsin9.V^ — 1, 

worin  r  ebenfalls,  nur  eine  absolute  QuantitSt  zwischen  0  und 
-I-3C,  qp  jedoch  jeden  reellen  Werth  zwischen  —  ao  und  •{-<*> 
darstellt.  Durch  Sobstitution  dieser  Ausdrücke  fSr  x  und  flir 
die  Koeffizienten  A  in  Gl.  (1)  wird  dieselbe 


(2) 


oder  wenn  man  den  reellen  Theil  vom  imaginSren  trennt  und  den 

ersteren  mit  /&  (t*,9>)  und    den   letzteren  mit  /i  (r,  <p).  V^--I  be- 
zeichnet, ' 

acosff-f  or  COS  («-f  ep)+fli*cos(a+2g))+ 

•        o       i  1  9  • 

.......+  a  f*-*cos[  er  +(« — l)^] +r» 006(119) 

■-1  »-1 


+|«iöa  +  arsln(a+a))  +  iir*sin(a+29))+ 

•     011  •  1 

+  tf  r"-»sin[  a  +(n— l)9]-|-r"sin(wg?)jV^ 

=/i(r,9))+A(»'.9)-V^=0 (3) 

Wir  stellen  uns  jetzt  unmittelbar  auf  den  Boden  der  geome- 
^ivchen  Anschauung,  von  welchem  jeder  arithmetische  Gedanke 
doch  nur  eine  Abstraktion  ist,  und  welcher  sich  deshalb  vor- 
züglich dazn  ^net^  die  Jdeen  zu  fixiren,  wiewohl  man,  wenn  man 
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bloss  mit  KorabiDationen  rdner  Be^te  operireo  wollte,  di< 
Resoitate  auch  ohne  geometrische  Yersinnlichang»  aber  mit 
erusseren  Aufwände    vod    Formeln    und    Erläuterungen 
konnte. 

Es  Ist  klar  und  konnte  leicht  streng  gezeigt  werden,  6zm 
Funktionen  F,  ti»U  i"  ^1-  C^)  «"^  W  sowohl  fibr  r,  wie  fir' 
wenn  man  diese  urössen  als  Veränderliche  betrachtet,  stef 
sind.  Nimmt  man  daher  für  tp  irgend  einen  bestimmten  Wf 
9i  an,  behandelt  darauf  in  Gl.  (2)  oder  (3)  9]  wie  eine  Kou 
und  lässt  bloss  r  von  0  bis  <x>  yariiren;  so  muss  der  zweite 
pnnkt  des  durch  F  dargestellten  Polygons  (s.  den  früheren 
satz  Nr.  X  VIII.  über  die  Konstruktion^er  imaginären  Wurzelo 
Gleichung)  eine  stetigeKurve  JCjn[Taf.Xll.Fig.  1.)  beschi 
Auf  rechtwinklige  Koordinaten  bezogen,  ist  /■  ausGl.  (3)  die 
Nullpunkte  aus  in  positiver  oder  ncfgativer  Richtung  der  re 
Axe  gemessene  Abszisse,  und  f^  die  zugehuriee  Ordinate] 
irgend  einen  Punkt  dieser  Curve.    Wenn  OA  das  Dekannte 

«yrr  ^ — , 

ae"*         =  acosa + a  sina.  V  —1 

U  (•  U  O  O 

der  gegebenen  GleichuQ^  darstellt;    so  muss   der  Anfan|. 
jener  I^rve  nothwendig  im  Punkte  A  liegen;  von  diesem 
aus  erstreckt  sich  dieselbe  aber  ((lir  r=QO)  ins  Unendli 

Bx  sei  ein  Pankt  dieser  Curve,  ffir  welche  <p=9i  und 
ist.     Behandelt  man  nun  in  der  gegebenen  Gleichung  aiesen  ^ 
Ti  filr  r  als  Konstante  und  lässt  bloss  den  Winkel  <p  vom  W 
eP]    an    bis  zum  Wertbe  2nn-\'tf>x    wachsen;  so   muss  der  I 
bi  ebenfalls   eine   stetige   Kurve   B^B^  beschreiben.    Di 
keinen  dieser   endlichen  Werthe  von   tpy   die  Grlelchung  (^) 
(3)  einen  unendlich  langen  Strahl  ergeben  kann;  so   müssen 
Punkte  dieser  Kurve  B^  B^,  insofern  r^  endlich  ist,  in  endli< 
Abständen  vom  Punkte  A  liegen.     Da  aber  lOr  g}=2it9r4^i 
gegebene  Gleichung  durchaus  dieselben  Wertbe  liefert,^  wie 
<p=9^;  so  muss  der  letzte  Punkt  der  fraglichen  Kurve  wieder 
dem  ersten  i?«  zusammenfallen;  es  muss  also  Bi  B^  eioe 
schlüssene  Kurve  sein  (die  übrigens  mehr  als  Eine  ganze 
Windung  machen  kann),  welches  aucb  der  Werth  von  r^  sein  m 

Jetzt  sei  iJAiCi  eine  Kurve,  welche  man  statt  der  ABiCx 
hält,  wenn  man  dem  Winkel  q>  den  von  q>i  nur  unendlich  w 
verschiedenen  Werth  tp'  gibt,  und  r  wiederum  von  0  bis  x  ^ 
sen   lässt.      Diese  Kurve  wird   in  unendlicher  Nähe  von  AB^ 
liegen.    Die    kurzen   Verbindungsstriche  zwischen    beiden  m 
die  stetigen  Wege  andeuten,  welche  bei  dieser  Veränderuns 
Punkte  Bi^  Ci...  der  Kurve  A  Bi  Ci  durchlaufen  haben,  onl 
die^  Punkte  6|,  c^...   der   Kurve   A  6|  c,   zu  gelangen  iodeo  d 
gleichnamigen  Punkte  in  beiden  st^ts  Ein   and  demselben  Werthi 
von  r  entsprechen. 

Es  leuchtet  nun  ein,  dass,  wenn  man  sich  alle  Karreo  »•> 
unendlicher  Zahl  denkt,  welche  bei  einem  stetigen  Wach»« 
des  Winkels  q>  von  q>i  bis  q>*  in  vorstehender  Weise  erzes^ 
werden  und  die  allmähligen  Uebergänge  von  A  Bi  Ci  tu  A  ^  ft 


*  1. 
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bydra,  jetoifirib  alle  diejenigea  Punkte  der  Koordinat^ebeo<r 
voo  dieseo  Terschiedenen  Kanren  getrofeD  werden  mäsisfieii»  welobe 
ifl  den  mit  Strichen  ausgefSlIten  Flacheuräuiaen  Ap^  pm^ 
mBi  C^Cibitn  zwischen  jenen  beiden  Kurven  liegen.  Unter  diesen  Flä- 
chenraamen  sind  im  Allgemeinen  diejenigen  verstanden»  weiche  von  ^ 
ans  zwischen  swei  Dorchscbnittspu Akten ,  wie  A  und  p,  p  und  m 
der  beiden  Kurven  liegen,  während  der  letzte  Raum  m  (\  c^  an 
der  obersten  Seite  von  dem  Wege  Ci  Ci  des  Punktes  €^  be- 
gränzt  ist  Durch  diese  Behauptung  wird  nicht  ausgeschlossen, 
dass  darclr  die  fragliche  Variation  auch  noch  afidefe,  ansser- 
lialb  der  gedachten  Flächenr&urae  liegende  Punkte  der  Koordi" 
nateDebene  berfihrt  werden  können,  indem  sich  2.  B^  die  Kurve 
A  Bg  Gl  bei  ihrem  (Jebergaiige  in  A  bt  Ci  im  unteren  Theile 
Am  noch  etwas  weiter  nach  rechts  über  den  betreffenden  ßogen- 
theil  der  Kurvet  61  Cj  ausgebaucht  haben  und  dann  erst  durch' 
rückgängige  Bewegung  ihrer  Punkte  in  die  Lage  AitnbiCi  ge- 
ikommen  sein  kann. 

Ist  nan  für  irgend  einefi  anderen  Werth  tp^  von  g>,  welcher 
nm  eine  endliche  urOsse  von  q>i  verschieden  ist,  in  vorerwähnter 
Weise  die  Kurve  A  B^  C^  erzeugt  und  Vi  C^  der  Weg,  welchen 
der  Punkt  Q   beschreiben  wurde  ^  wenn  man  unter  l«esthaltung 
des  dazu  gehörigen  Werthes  von  r  nur  den  Winkel  tp  von  g>i  bis 
S^  hätte  wachsen  lassen;   so  müssen   bei   dem  stetig  gedachten 
Lebergaoge  der  Kurve  A  B^  C^  in  A  B^  C^  wenigstens  alle  die- 
jenigen Punkte  der  Koordinatenebene  getroCea  sein,   welche  zwi- 
schen diesen    beiden   und  der  Kurve  C^  C^  liegen.     Dass   man 
nicht  etwa  die  in  dem  Räume  C^  M  C%  liegenden  Punkte  durch 
die  Annahme  aosscbliessen  kann,   dass  sich  die  Kurve  A  Bi  Ci 
dnrd  eine  Drehung  von  links  nach  rechts  in  die  Lage  A  M  B^C^ 
bewegt    hätte ^  (was    bei    der  entworfenen  Figur  1.   auf  Taf  AlL 
fast  eine  ßanze   Umwälzung  um  den  Punkt  A  erfordern    würde) 
leechtet  ein,  weil  der  Cebergang  des  Punktes  nach  C%  durch  die 
Kurve  €\  €^  ausdrücklich  vorausgesetzt  ist. 

5Iai»  kann  sich  diese  Variationen  der  Kurve  A  B^  Ci  durch 
die  Idee  der  Bewegung  eines  biegsamen  und  zugleich  elasti- 
sch en  Fadens,  dessen  Einer  Endpunkt  stets  in  A  festgehalten 
nrird,  gut  versinnlichen.  Dieser  Fadeti  kann  sich  auch  für  irgend 
einen  Werth  von  tp  in  einer  geraden  Linie  ausstrecken  und 
luch  in  dieser  Geraden  mehrere  Hinundhergänge  bilden, 
iras  der  Allgemeinlieit  des  vorstehenden  Räsonnements  keinen 
Abbruch  thut 

Wenn  gezeigt  wird,  dass  dieser  Faden  bei  der  Variation  von 
9  zwischen  den  Gränzen  0  und  ^nn  für  n  Werthe  von  x-=ire9V^i 
nmal  durch  den  Nullpunkt  O  gehen  muss;  so  ist  damit  bewiese», 
dass  die  gegebene  Gleichung  jederzeit  n  Wurzeln  hat,  welche 
sich  bei  fortgesetztem  Wadisthume  des  Winkels  9  über  die 
Gränze  2fi)s  periodisch  wiederholen. 

Bezeichnen  wir  die  goniometrische  Tangente  des  Neigungs- 
winkels für  irgend  ein  Eßment  der  Kurve  Ai  B^  Ci  oder  lur  die 
Berfihnittgslinie  dieser  Kurve  in  irgend  einem  Punkte,  dessen 
rechtwinklige  Koordinaten  nach  Gl.  (3)  fi  (r,  9)  und  f^  (t*,  q>)  siiid^ 

Theil  \\\  27 


394 

worin  d!e  Grösse  r  allein  die  Rolle  eitier  verämlernclien  »piclt, 
mit  ßi  so  bat  man  bekanntlich 


3/ 


s 


tang/J=^  . (4) 

Je    grosser   r   wird,    desto    mehr    übern iegt    das  buch«le 

Glied  ar"=sr"  e"9P V--^  in  der  gegebenen  Gleicbung  alle  übrigeof 
und  wird  zuletat  unendlich  vielmal  grösser,  als  alle  übrigen  zu* 
sammengenommeo«  Fiir  r=ao  verschwinden  also  diese  letaferea 
Glieder  g^en  a^  und  man  hat  alsdann 

F(jr) = j:" =r»«^V~i=r»cos(fist>)  +r«  sin  (nqi).  V^ 
/i  (T>  9) = »*  cos  («y)  A  (r,  9)  =  r"  sin  (nq>) 


df 

^  ^m«-icos(fi9»)  -^=^fir»-»sio(«flp) 

also 

^     nr"-*8inma))      ^      ^     ^ 
**'H?P'^ni^-icas(>i%==^"g  <«^>» 

oder 

1?=»?^ (B) 

Dieses  Resultat  drflckt  aus,  dass  jede  Kurve,  wie  A  J^  C^, 
in  ihrem  oberen  Thelle,  je  weiter  »ich  ihre  Punkte  vom  Nullpaakte 
O  entfernen,  ^ieh  immer  mehr  und  mehr  einer  Richtung  nähert 
deren  Neigung  ß  gegen  die  positive  reelle  Axe  das  «iacbe  des- 
jenigen Werthes  von  9  ist,  für  welchen  jene  Kurve  entworfen  ist 
In  unendlicher  Entfernung  wird. diese  Kurve  also  |»araliel  za 
der  eben  genannten  Richtung. 

Ausserdem,  erhellet,  dass,  Wenn  Aa:^^m^ey^  *das 

m  m 

niedrigste   auf  das  bekannte  Glied  A  in  Gl.  (1)  folgende  Glied 
ist«  dessen  Koeffizient   A  nicht  gleich  null  ii^t,  dieses  Glied  alle 

m 

höheren  unendlich  überwiegen  wird»  sobaAd  man  nur  r  klein  (^e* 
nug  annimmt.     Für  ein  solches  unendlich  kleines  r  bat  man  dalier 

F'{a)=i  A+ Aj:^=zacoBa  +  ar^cosCa+mtp) 

O      m  0         0"*  n* 

.  +  [a  sina  +  «nr^  sin  (« -f  »9)]  V^» 

0      0"»  m 

f\  (T>  9)=  o^*  ßf  +  or^  cos  (tt + mq)),  f^(r,  tp)  =  asina + <ir"»8in(et+?ii()p); 

00">  »  OOMM 


ai«o 


39S 

^ =i»iir«»~'  cuA(a-f  fli^),     J^^mar^-  *  sin  (a  +  mtp) ; 


|3=o4-m9 (Ö«) 

Hiernach  verlÜAst  also  eine  Kurve  wie^  JSf  Cj  den  gemeinschaft- 
lichen Anfao^spankt  aller  Kurven  A  In  einer  RichSing.  welche 
sich  gegen  die  positive  reelle  Axe  unter  dem  Winkel  a-i^mg}  oder 

m 

gegen  die  Verlängerung  der  Linie  OA  unter  dem  Winkel  nifp  neigt 


NonseilnTaf.XILFIg.S.^O'dicjeuigeKarve,  welche  man  nach  dem 

erstehenden   Verfahren  für  den  Werth  ^ssO  erhält^  und  C  sei 

ein  in  nnetidlicher  Entfernung  von  O  liegender  Punkt  dieser  Kurve^ 

tör  welchen  man  die  Richtung  der  Letzteren  parallel  xu  der  unte^ 

dem  Winkel  ftto  geneigten  geraden  Linie  denken  kann.     Da  hier 

9=0,  also  auca  ii^=0;  so  ist  jene  Kurve  in  C  der  reellen  Axe 

OX  selbst  parallel     Ob  die  Kurve  ilC  In  die  reelle  Axe  ganr 

tttoeinfallt,   oder  bei  C  um  einen  endlichen  oder  unendlichen  Ab- 

iftaod  fiber  oder  unter  OX  liegt ,  ist  vuUig  gleichgültig,  adch  ob 

sich  diese  Kurve»  ehe  sie  nach  C  gelangt,  in  mehreren  Windun- 

Samn  den  NuUponkt  O  schlingt. 

in 
Lisst  man  jetzt  9  von  0  bis  zum  Werth  91  =  ^     wachsen; 

<o  erhSIt  man  Kurven,  welche,  indem  sie  sammtlich  von  A  aus- 
gehen, in  ihren  unendlich  entfernten  Theilen  Richtungen  anneh- 
nen,  die  mit  der  positiven  reellen  Axe  OX  immer  srosser  wer- 
dende Winkel  ntp   einschliessen.     Der  Werth  dieses  Winkeis  119 

darcblinft  bieihei  alle  Werthe  von  n.0=0  bis  n.  —  s=2a,  also 

ttle  in  den  vier  Quadranten  liegende  Neigungen,   und 

tt  ergibt  sich   mithin  flQr  tp^zs^--'    eine  Kurve   ACi,   welche    in 

ihren  unendlich  entfernten  Theilen  Ci  wiederum  parallel  zur  po- 
sitiven Axe  OX  wird.  Der  Punkt  C  fär  r==<X)  beschreibt  hierbei,. 
bis  er  nach  Q  gelangt,  von  rechts  nach  links  einen  Weg  in  der 
Richtung  des  Pfeils  CD,  welcher  bis  auf  den  Abstand  der  beiden 
Kuryen  AC  nndAC^i  zwischen  ihren  unendlich  entfernten  paraHelen 
peilen  einer  ganzen  Umdrebuns  von  360^  gleich  ist.  Die  Tangente 
des  Anfangspunktes  A,  deren  TVeigung  gegen  die  -positive  Axe  fflr 
9»=:0  den  Werth  «  (Gl.  5«)  besitzt,  hat  sich  während  dieser  Pe- 

M 

node  um  den  Winkel  --23t  nach  derselben  Seite  herum  weiterge- 
drehet  Diese  Drehung  kann,  da  m<fr,  nur  einen  Theil  -     einer 

27* 
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fanzeo  Umdrehung  auamacheD ,  trenn  nicht  gerade  eine  bioomische 
rleichung  gegeben  wäre»  wofflr  man  fn=n  bat. 

Bei  dieser  Bewegung  der  Kurve  AC  müssen  alle  Punkte  der 
Koordinatenebene  berührt  sein,  welche  in  dem  unendlichen  Flä- 
cbearaum  ACD...CiA  liegen.  Da  aber  die  Kurve  ACi  nicht  mit 
der  ersteren  AC  zusammenzufallen  braucht;  so  ist  es  nicht  noth- 
wendig,  dass  unter  den  berührten  Punkten  auch  der  Mulipunkt  O  sei, 
d.h.  es  ist  nicht  nothwendig,  dass  die  Gleichung  eine  Würzet  j:|  be* 

Biize,  (Ut  welche  q>  zwischen  0  und  —  liegt.     Wenn  der  Punkt 

O  von  keiner  der  durch  jene  Variation  entstandenen  Kurven  ge- 
troffen ist;  so  wird  die  fuirve  ACn  gegen  denselben  etwa  die  in 
Taf.XII.  Fig.  2.  angegebene  Lage^Et^  haben.  Ist  derselbe  aber  getrof- 
fen und  zwar  nur  ein  einziges  Mal;  so  wird  er  auf  der  entge* 
§eni;esetzten  Seite  der  Kurve  ACi  liegen,  indem  diese  Kurre 
ann  etwa  den  Zug  A  Ei  Ci  verfolgt  £s  wäre  übrigens  im  All- 
gemeinen möglich,  dass  der  Nullpunkt  durch  die  Bewegung  der 
fraglichen  Kurve  in  die  Lage^£C^  0,  2,  4,  6...,  überhaupt  eine 
gerade  Anzahl  von  Malen,  bei  der  Bewegung  in  die  Lage  Ä  EiCi 
jedoch  1,  3,  6,  7...,  überhaupt  eine  ungerade  Anzahl  von  Ma- 
len und  mindestens  Ein  Mal  getroffen  sei ,  dass  es  also  bei  der 
ersten  Lage  2iii  und  bei  der  fetzteren  Lage  2m -{-l  Wurzeln  gäbe, 

2ft 
(är  welche  der  Werth  von  g>  zwischen  0  and  ~  läge. 

Lässt  man  jetzt  tp  von  —  bis  —  wachsen;  so  macht  die 
Kurve  ACi  wiederum  eine  Umwälzung,  welche  der  d^  Kurve 
AC  ähnlich  ist.  Für  <p=z^ = —  erhalte  man  in  Taf  Xu.  Fig.  3.  die 
Kurve  AC^,  welche  wiederum  bei  Q  parallel  zur  Aze  OX  wird,  indeio 
man  hiertür  ncp^zizn.—  :=zin    hat.      Gab    es    nun     innerhalb  der 

2n 

Gränzen  0  und —  fi3r  «p  Eine  Wurzel,   oder   konnte    die  Knrve 

n 

A  Cx  in  Taf.  X  IL  Fig.  2.  die  Lage  AE^  Q  rechts  vom  Nullpunkte  haben; 

so  kann  jetzt  die  neue  Kurve  AC^xn  Beziehung  zum  NuUpuokte 

Oeine  Lage  wie^£Ci  in  Taf.  XlrFig.  2.  haben,  wenn  es  keine 

oder  nur  eine  gerade  Anzahl  von  Wurzeln  innerhalb  der  Gränzen  -— 

47r 
und —-filrip  gibt;  dagegen  eine  Lage,  wie  J£J|Cj  in  Taf.  XIL  Fig.  2., 

wenn  es  auch  innerhalb  der  letzteren  Gränzen  Eine    oder  eine 

ungerade  Anzahl  von  Wurzeln  gibt.     Gab  es  indessen  innerhalb 

2ä    , 
der   Gränzen  0  und   —  für  a>  kei  n  e  Wurzel,  so  dass  also  die  Kurve 

ACi  die  Lage  AECi  in  Taf  XII.  Fig.  2.  haben  musste ;  so  mnss,  wenn  es 

*      27C  47C 

auch  innerhalb  der  Gränzen  —  und  —    für  o  keine  Wurzel  sibt, 

die  neue  Kurve  i^  Ca  eine  der  in  Taf.  XII.  Fig.  3.  dargestellten  äbnlicbe 
Lage  haben,  wobei  sie  den  Nullpunkt  an  der  linken  Seite  mit 
fLwei  Windungen  umschlingt;  dagegen  muss,  wenn  es  innerhalb 
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der  letzteren  Grinzen  Eine  oder  überhaupt  eine  ungerade  Menge 
roo  Worzeln  «bt,  die  nea^  Kurve  AC^,  nachdem  sich  die  Kurve 
ÄECi  «oaTaf.Xll  Jrig«2.  bei  Ihrer  BeweeangEinMal  oder  eine  ungerade 
lleoge  von  Malen  dwrch  den  Nullpunkt  gezoeen  hat,  dieeen  Funkt 
0  ao  der  linken  Seite  noch  mit  Einer  Windung  umachliogen» 
ibnlkfa  der  Kurve  AECi  in  Taf.  XU.  Fig.  2. 

In  dieser  Weise  lässt  man  den  Winkel  g>  periodisch  von  dem 

Einen  der  durch  0,  -r~f-r-f  ••• — »  2»  oder  resp.    durch  0, 

9j,  9s....9«.|,  (pu  dargestellten  Gränzvverthe  zum  anderen  ivach- 
sen.  Von  den  hierdurch  entstehenden  Kurven  AC,  ACi  AC^.,. 
,.,ACn~if  ACnt  welche  sSmnitlich  von  A  ausgehen,  und,  nachdem 
sie  ganze  Umnvälzungen  gemacht  haben,  immer  wieder  in  den 
Pnakten  C,  Ci,  C^ ...  der  positiven  Axe  OX  parallel  werden,  um- 
scfaiingt  jede  folgende  den  Nullpunkt  ebensoviel  Mal,  als  die 
vorhergebeode,wennesinnerhalbder  betreffenckenGrfin- 
zeo  von  fp  Eine  Wurzel  gibt,  dagegen  Ein  Mal  mehr,  als 
die  vorhergehende,  wenn  es  innerhalbdieser  Gränzen 
kein  eWnrzel,  und  femer  kann.sie  denNnllpunkt  höchstens 
p  mal  weniger,  als  die  vorhergehende  umschlingen, 
wenn  es  innerhalb  jener  Gränzen  (p  + 1)  Wurzeln  gibt. 
Hieraiis  folgt  auch,   dass,  wenn  man   den  Winkel  9  sofort  «von  0 

bU—  bat  wachsen  lassen,  die  letzte  Kurve  ACp  den  Nullpunkt 

uder  linken  Seite  p mal  mehr  umschlingen  wird  als  die 
«ute^lC^  wenn  es  innerhalb  jenerGränzen  keineWur- 
lelgibt,  und  dass  sie  denselben  mindestens  (p— f)mal  mehr 
oncchlingen  muss,  wenn  es  in  jenem  Zwischenraum  9 
Worzeln  gibt,  dass  also  eine  gleiche  Anzahl  von  Um- 
schlingungen wie'bei  2^^^  nur  dann  mSglich  ist,  wenn  es 
zwischen  den  fraglichen  Gränzen  p  Wurzeln  gibt.  Die- 
Mr  Satz  lässt  sich  in  aller  Strenge  einsehen  und  erleidet  Hir  keine 
denkbare  Figur  der  fraglichen  Kurven  eine  Einschränkung,  wenn- 
gleich derselbe  novh  einiser  weiter  unten  zu  gebenden  Erlänte- 
nmgen  tHr  gewisse  Fille  bedürfen  wird. 

« 

Nun  muss  aber  nach  der  Natur  der  gegebenen  Gleichung  für 
^^qji^r: —  =2»  die   Kurve  ACn  genau  mit   der  ursprünglichen 

Kurve  ^C  fiir  <]p=:0  zusammenfallen;  die  ACn  muss  also  genau 
ebensoviel  Umschlingungen  um  den  Nullpunkt  besitzen,  wie  AC. 
Daraus  folgt  ohne  Weiteres,  dass  bei  der  Variation  des 
Kinkels  9  von  0  bis  2n  die  Bewegung  der  Kurve  AC 
denNnllpunkt  mindestens.nmal  getroffen  haben,  oder 
dass  es  innerhalb  dieser  Gränzen  mindestens  n  Wur- 
zeln der  Gleichung j(2)  geben  muss.  Es  wäre  nur  denkbar, 
dass  die  Menge  dieser  Wurzeln  noch  um  eine  e  er  ade  Anzahl 
grosser  sei  als  n,  was  jedoch  aus  anderen  Gründen,  die  wir 
sogleich  näher  betrachten  wollen,  unmöglich  ist. 

hiTaf.Xllf  Fig.5.  sei  ^mCidie  Kurve,  welche  für  irgend  einen  be- 
stimmten Werth  von  tp  dadurch  erzeugt  ist,  dass  man  r  von  0  bis 


%^i  ct  u.  s.  w.  aoi  r^in  una  aerseioen  oeiie  aer  i  anj 
tep  aer  Kurve  AmCi  ^^^V*  m  den  Paukten  m,  Ci.^  liegen, 
bei  man  sich  diese  Kurve  in  der  Rjchtuns  von  A  ner  durchb 
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JD  bat  ivaebsen  laMen.  Amci  sei  eine  oaeodlich  beaadibarte 
Kurve  y  welefae  man  flir  deo  Werth  ^-f-d^  des  Wiakeitt  a  in  der- 
avelbeo  Welse  erhält,  m  and  m  oder  Ct  nnd  a  seien  Poekte  io 
diesen  b^den  Kurven,  welebe  Ein  anii  demseiben  Werth  von  r 
angeboren»  also  nm  oder  C^c^  ein  Element  der  Bahn»  welche 
resp.  der  Pnnkt  m  oder  der  Punkt  Cg  besebrelben  wOrde »  «renn 
man  den  dazugehörigen  Werth  von  r  konstant  erhalten  und  den 
Winkel  ^  um  den  kleinen  Zuwachs  S^  vermehrt  hätte.  Durch 
Striche  sind  in  der  Figur  die  Wege  angedeutet,  welche  alle  sol- 
che Punkte  wie  m,  denen  Ein  und  derselbe  Werth  von  r  angebort, 
bei  der  Bewegung  der  Kurve  AmCi  in  die  Lage  Ancf  beschrie- 
ben haben.  &  wird  behauptet,  dass  alle  diese  Wege,  wie  nm, 
Ci  c^  u.  s.  w.  auf  ^in   und  derselben  Seite   der  Tangen- 

len  Punkten  m,  Ci ...  liegen,  wo- 
Richtung  von  A  her  durchlaufen 
und  die  Tangenten  immer  nach  vorwärts  gezogen  denkt,  das« 
also  die  Kurve  Anoi  in  der  vorstehenden  Auffassung  io 
Ihrer  ganzen  Ausdehnung  entweder  anf  der  linken 
oder  der  rechten  Seite  der  Kurve  AmCi  liegt. 

Denn  angenommen,  bei  der  Bewegung  der  Knrve  AC,ui 
ein  Theil  Ihrer  Punkte  nach  der  Einen  und  ein  anderer  Theil 
dieser  Punkte  nach  der  entgegengesetzten  Seite  der  fragücheo 
Tangenten-  fortgerfickt;  so  müMen  sich  die  beiden  Kurven  ACi 
und  Act  nach  einer  in  Taf.  XII.  Fig.  6.  dargestellten  Welse  etwa 
bei  m  durchschneiden.     Hierbei  ist  es  nur  mSgllch  entweder 

1)  dass  der  iirspranglich  der  Kurve  ACi  imgehorige  Pnnkt  m 
gar  keine  Bewegung  gemacht  hat,  Aiss  also  die  beides 
Punkte  m  und  n  aus  Taf.  XII.  Ptg.  5.  Hfr  Ein  und  denselben 
Werth  von  r  xusammenfallen ,  oder 

2)  dass  der  Punkt  m  nach  Taf.  XIL  Fig.  7.  in  der  Richtung  im 
der  zweiten  Kurve  Aci  fortgeruckt  ist,  womit  dann  nothwen- 

dig  verbunden  ist,  dass  auch  ein  Punkt  m  der  erstereo 

2 
Knrve  ACt  sich  In  der  Richtung  mm   ebendersel- 

2 
ben   Kurve  ACi    fortgesehoben   hat    Die  Ponkte  im 

m,  my  m  der  Kurve  ACi  in  der  Machbarschaft  des  Dnrcb- 

Schnittes  m  müssten  dann   die  Wege  mn,  ntfit,  m»,  a** 

*     1  1       2  33 

durchlaufen  haben. 

Um  diese  Bedingungen  ad  1)  und  2  analj^tlseh  annzadrtlekeDi 
beachte  man,  dass 

Afr*»)— öcosa+ er  co8(a|-«)  +  ar*cos(«+2»)+....+r«  cos  (ny)...  (6) 

0        0      11  s  s 

f%i^»  9)  5=iisin«  -f  nr  sin  (a  -I-  9)  -f  or^  sin  (a-^riv)  +  —.  +r»  sin  (ny)  -.  (7) 
001  j  9  9 

resp.  die  rechtwinklige  Abszisse  und  Ordinate  irgend  eines  Pook* 
tes  der  Kurve  ACi  darstellt.  Schreitet  man  in  dieser  Kurve  von 
einem  Punkte ,  welchem  ein   bestimmter  Werth  voi4  r  asgebQrt, 

z.  B    vom  Punkte  m  zu  einem  benachbarten  Punkte  m,  weloheia 

s 
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ridr  angeburl,  fort»  uad  |N:oji%irt  difätn  Weg  mm  auf  die  Ridi- 

2 
tongen  der  beiden  rechtwinkligen  Koordinatenaxen;  so  erhält  man 

ßr  diese  Projektiooen  ^fi  and  ^fi,  iodeni  man   berfleksichtigt, 

da59  f  konstant  tat,  und  indem  man  aus  den  Entwickelangen  von 


4-  u.  0.  w. 


Dar  das  erste  Glied  nimmt,  welches,  so  lange  der  darin  vorkom- 
meode  erste  Differenzialkoenizient  irgend  einen  von  Null  verschie- 
deoen  Wertii  besitzt,  alle  übrigen  Glieder  l>ei  genügender  Klein- 
kdt  von  dr  überwiegt, 

df 

^ir  =3  [doo8  (a4iP)  +  2iir  cos  (a-l-29) -f  3  or^os  (« -f  39)  + .. 

CT"  I         i  a  2  »8 

..+iwr«-»cos(ity)]ar  ...(8) 

j^Jdr= [asm  (a+9)  ^  2anin  (a+%p)  +  3iir»sln(a-f  3«) + ... 

..  +nr"-*sin  (fi9)]dr ...  (9) 

Bei  dem  Ueliei^gaoffe  eines  Punktes  m  der  Kurve  ACi  su 
^  korrespoodirenden  Punkte  n  der  Kurve  Aci ,  welchen  beiden 
Pinkten  Ein  und  derselbe  Wertli  von  r  angehurt,  erhält  man  fär 
&  rechtwinkligen  Projektionen  des  Weges  mn  «in  äbolicher  Weise 
*ie  vorhin,  indeiu  man  beachtet,  dass  hierfitr  r  konstant  ist, 

ß.b^^-^lar  sin  (a  +  9)+2arVm(«+29)+3flr»8in(a+39)  +  .,. 

^  I  I    .  %  \  B  8 

...  ^  nr«sin  (li^)]?^ ...  (10) 
A8sp=[ar  cos  («  + v)  +2Är*co«  («f29>)+3ar»coe(a+3a))+  ... 

'T  1  t  «  •,  SB 

•..4-J<i''H:o8(ii9)]99.*.  (11) 

Aus  den  letzten  vier  Gleichungen  folgen  die  beiden  wichtigen 
allgeneinen  Beziehungen 

^=-''^ (»2, 


^=    '^^- (13) 


Soll  nun  die  erste  der  beiden  obigen  Bedingungen  erfillit  sein, 
dso  der  Dnrcbschnittsiiunkt  m  der  beiden  Kurven  bei  der  Be- 
^egoQg  der  Kurve  ACj   in  die  Lage  Aci  gar  keine   Verrük- 
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< 

kuDg  eriltfen  haben  (Taf.XII.Fig.6.);  so  nuss  offenbar  für  diesenPunkt 

|'=Oand^=0 (14)  . 

und  demnach  we^en  (12)  und  (IS),  wenn  nicht  etwa  r=0  ist,  was 
bloss  dem  gemeinsebaftlicben  Anfangspunkte  A  aller  Kurven  ent- 
sprechen wurde, 

^=0  und  f=0 (IS) 

sein. 

Soll  Jedoch  die  zweite  jener  beiden  Bedinpunfi^eo  sich  erfül- 
len, also  ein  Punkt  der  Kurv^  ACi  wie  m  in  Taf.  Xll.  Fig.  7.»  darchden 

2 
Uebergang    des  ihm  zugehörigen  r  in  r-\-Sr  nach  demselben  Orte 

m  dieser  Karve  gelangen»  nach  welchem  derselbe  durch  den  Ue- 
bergang von  9  in  <p-{-d^  oder  durch  die  Bewegung  der  Kurve  ^IC^ 
in  die  idi^geAci  gelangt ;  so  muss  fSr  einen  soTchf n  Punkt  offenbar 

■ 

sein.    Substltuirt  man  hierin  für  4^  jani  -^  ihre  aus  (12)  und  (13) 

sich  ergebenden  Werthe;  so  fähren  die  Formeln  (16)  anf  die  Be- 
dingungen 

oder  wenn  man  in  (16)  ßlr  -^  und  -wf  Ihre  Werthe  aus  (12)  nnd 
(13)  setzt,  auf  die  Bedingungen 

Diese  Forderungen  aus  (17)  und  (18)  kommen  immer,  selbst  wenn 
r^O  ist,  also  auch  för  den  gemeinschafUichen  Anfangspunkt  A 
aller  Kurven,  auf 

1=0  und  ^=0 (19) 

^=Onnd^=0 (20) 

hinaus.     Diese    letzteren  Forderungen  enthalten    übrigens  schoo 

einen  Widerspruch  gegen  die  Voraussetzung,  da,  wenn  dieselben 

(^rfi^llt  sind,  der  Punkt  m  Oberhaupt  gar  «ce ine  Bewegung  gc- 

2 
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nacht  haben  kann,  woraus  folgt»  dass  ein  Forlschiebeo  eines 
kleben  Punktes  bei  dem  Debergange  der  Kurire  ACi  in  die 
ikurre  A^i  In  der  RicbtuDg  der  ersteren  Kurve  ACi^uü' 
Dog^llcb  ist,  und  dass  man  die  Untersuchung  auf  die  Voraus- 
setzung der  durch  TaC  Xll.Fig.  6.  dargestellteo  ersten  Bedingung  zu  ba« 
schränken  hat,  deren  analytischer  Ausdruck,  wennicht  rs=0,  also 
trenn  es  sich  nicht  am  den  Anfangspunkt  A  handelt,  durch  eben 
dieselben  Fonnehfi  g^eben  ist. 

Nun  bat  man  aber  zu  enrfigen,  dass  wenn  die  ersten  DiSe- 
renzialkoefilzienten  von  fi  und  A  sowohl  fflr  ^ ,  wie  f&r  r  gleich 
null  sein  mUssen,  was  in  jeder  Weise  unerlässlich  ist,  das  erste 
Glied  in  der  ReihenentwicKeiung  fär  ^fi  und  AA  sowoU  in  Be* 
ziehong  an  9,  wie  au  r  gänzlich  verschwindet,  und  demzufolge 
oiebt  mehr  die  übrigen  Gheder  dergestalt  fiberwiegen  kann^  dass 
man  Aeselben-  ge^ta  jenes  erste  Ghed  vernachlässigen  dürfte.  Es 
kumnt  aber»  damit  die  erste  der  beiden  obigen  Etedlngungen  er- 
füllt werde,  streng  darauf  an,  dass 

:^':a,=ouDg^.9,=o...(2i) 

»erde,  und  dlanU'dis  «reite  Bedingung  erillUt  werd^  dass 
#-3«  =  ^.ör  und  ^.a,=-^.ar...-.(22) 

sd  Dies  f&hrt  nun  zuvörderst  zu  den  vorstehend  entwickelteo 
Forderangen^  wonach  die  ersten  Differenziaikoeffizienten  gleich 
nnll  wer^n  müssen,  unter  solchen  Umständen  aber  weiter  zu  der 
Forderung,  dass  auch  die  zweiten  Differenziaikoeffizienten  gleich 
ouJIfrerden  müssen,  dann  aber  auch,  dass  die  dritten,  vierten 
uodalle  folgenden  Differenzial koeffizien ten  verschwinden  muss- 
teo.^  Letztetes  ist  aber  unmöglich,  da  die  nten  Differenziaiko- 
effizienten in  Beziehung  zu  r,  nämlich 

-^ = 1.3.3 ....  (n-l)n  cos  («9) (23) 

•^=  1.2,3....  (II— l)j«siniii9) ......  (24) 

Crossen  sind,  welche  ffir  keinen  Werth  von  r  und  9  gleichzei- 
tig gleich  null  werden  können. 

Es  ist  also  schlechterdings  u  n  m  ö  g  I  i  ch ,  dass  zwei  benachbarte 
Karren,  wie  ACi  und  Aci,  einen  Punkt  m  miteinander  gemein  ha- 
ben können,  mit  Ausnahme  des  Anfangspunktes  A,  (är  welchen 
die  erste  der  beiden  obigen  Bedingungen  dadurch  realisirt  wird» 
da»  rr=0  ist,  wodurch  deun  auch  vermöge  der  Beziehungen  (12) 

QQd  (13)  ^=:0-uod  ^=0,  und  überhaupt,  wie  leicht  zu  zeigen, 
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^=0  und  4^=0,  nicht  aber  ^=0  und  auch  nicht 

O^  (Hp  CT 

%Tird.    Noch  viel  weniger  können  »icJi  zwei  benachbarte 
in  einem  korrespondirenden  Punkte  berühren»  ^  dies  i 
eanimen&lien   sogar  von    zwei  Paaren  solcher  Panlcte 
aaasetaen  würde. 


Hieraus  folgt  die  Richtigkeit  der  (roheren 
die  Kurve  Aci  m  ihrer  ganzen  Ausdehnung  auf  Ein  und 
»Seite  von  A€i  liegen  oiiws,  und  ferner,  dass  die  ganze  6< 
dieser  Karve  bei  fortgesetztem  Wachsen  von  9  stets  10  dti 
ben  Sinne  herum  erfolgen  muss,  v^il  ja  ein 
ten    nothwendig    den   Durchschnitt  mit    unendlich    beoadil 
Kurven   oder   wenigstens    eine  Berührung   in    korreepondic 
Punkten  zur  Folge  haben  müsste«  auch  hat  man   gesehen,^ 
bei  dieser  Bewegung  kein  Punkt  der  Kurve  AC\  längs  il 
eigenen     Richtung    oder     Tangente     fortauscbn 
vermag. 

Nun  ist  klar,  dass  die  Kurve  ACi  sich  selbst  dürchsch 
kann,  indem  sie  wie  in  Taf.  XII.  Fig.  5.  eineSchBng<^biidet  Di 
tritt  ein,  wenn  fllr  zwei  verschiedene  Werthe  von  r  be\  d< 
Werthe  von  tp  sowohl  die  Funktion  ft,  wie  f%  fliesi»lben 
annimmt.    Alsdann  wird  auch  die  Kurve  Aci  sich  selbst 
ACi   durchschneiden;    allein    es  leuchtet  ein,    dass  ein 
Durchschnitt  der  beiden  unendlich  benachbarten  Kurven  mit 
vorstehend  betrachteten  in  keinerlei  Beziehung  steht,  da  ei 
dieselben  oder  unendlich  benachbarte  Punkte   aus  beiden  I 
sind,  welche  in  einem  solchein  Durchschnitte  zusammenfaSeD»] 
dern  dass  der  Punkt,  welcher  aus  der  Kurve  AC^  bei  der«] 
w^ung  In  die  Lage  Ac^  mit  dieser  letzteren  Kurve  z 
trifft,   aus  dem  sich  zurückwindenden  Zweige  herstammt 
der  Richtung  der  Kurve  gemessen  in  einer  endlichen  Entfc 
von   dem  Durchschnittsnunlcte  liegt,   sodass  hier  weder  eis 
stand,  noch  ein  Verrucaen  des  fraglichen  Punktes  in  der  Ri^ 
der  an  Ihn  gelegten  Tangente  stattiSndet. 

Solche  Schlingen  sind  aber  für  das  Folgende  von  eioer 
ren  grossen  Wichtigkeit  Nach  dem  Torstehenden  müssen, 
die  Kurve  Aa(T&l  Xll.Fig.  8.)  durch  die  Bewegung  des  Pi 
Ci  nach  nach  C,,  C^...  hinüber  in  der  Lage  AC^  cTne  Schlinge 
(was  übrigens  nicht  unbedingt  zu  geschehen  braucht),  die  na 
genden  Kurven  wiederum  Schlingen  bilden,  me  AC^,  Die  Sei 
zieht  sich  immer  enger  zusammen,  und  reduzirt  sich  zulet? 
eineti  Punkt  B,  woselbst  die  betreffende  Kurve  ADCx  eine 
gential  wider  kehrende  Spitze  bildet.  Die  dafanl  fol?« 
Kurven  bewegen  sieb,  wie  AC^  welter  und  es  kann  auch  dift 
mitteTbar  auf  AÖ^  folgende  in  der  Nachbarschaft  des  Punktes] 
we^er  eine  ähnliche  Spitze,  noch  eine  jetiseit  I' 
gende  Schlinge  bilden.  Wenn  bei  .umgekehrter  Beff(| 
eine  Kurve  wie  AC^  in  eine  Kurve  wie'  AOC^  mit  einer  ^I 
übergeht;  so  muss  die  dann  zunächst  folgende  Karrest«' 
eine  Schlinge  bilden,  welche  um  den  Punkt /^  ii^f 
geht  und  kann  diese  Schlinge  weder  innerhalb  der  Spu 
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D  znlmkea  den  Sdienkela  AD  nnd  DC^  liegeo,  noch   auch 
telbflC  ein«  der  D  ähnliche  8pitze  sein. 

Diese  Beliauptungen  bedürfen,  abgesehen  von  der  allgemel- 
•fn  Bewegung  der  ganzen  Kurve,  welclie  aus  dem  Vorstehenden 
mit  Nothwendlgkeit  folgt,  noch  eines  strengeren  Nachweises  hin- 
»chtlich  der  Gestalten  iq  unmittelbarer  Nähe  des  Punktes  D. 

V 

Dass  wenn  zufolge  des  obigen  Bewesungsprinzips^C^  in  die 
La^e  AC^  oder  umgekehrt  Aß^  in  die  Lage  ACi  kommen  soll, 
irgendwo  eine  Kurve  ADC^mii  einer  Spitze  Z>  entstehen  muss, 
ist  klar.  Dass  die  beiden  Schenkel  dieser  Kurve  bei  D  eine  ge- 
neinschaftlicbe  Tangente  besitzen  niissen,  erhellet  aus  der  For- 
mA  (i)  fär  die  goniometriscbe  Tangente  des  Neigungswinkels  ß 
(ü«{»er  BerQhningslinie  gegen  die  Abszissenaxe.    'Der  Ausdruck 

W 

kann  nach  der  Natur  der  Funktionen  ^und  /t  für  ein  bestimmtes 
r  und  o,  also  tSk  einen    bestimmten  Punkt  />,  immer  nur  einen 

cinxigen  Werth  annehmen.  Selbst  wenn  derselbe  sich  fSr  /frsO 

«nI  4^=0  In  der  Form  a  darstellen  sollte,  wird  van  dürtb  fort- 

gescUte  Differenzlatfon  des  Zählers  und  Nenners  endlidi  ^nf  einen 

3"/, 
')««h'nimten   Ausdruck   fSr  tang/3  kommen,  weil  schliesslich   g-^ 

Bßd  J^  nach  Gl.  ('23)  und  (?4)  jenen  Ausdruck  nicht  mehr  unbe- 
«timmt  lassen  können. 

Für  erne  solche  Spitze  moss  aber  ferner  der  erste  Diferen- 
zlalkoeflizient  von  fi  und  f^  in  Beziehung  zu  r  den  Werth^  null, 
<la^egen  der  zweite  einen  von  null  verschiedenen  Werth  besitzen, 
^ti\  ja  von  jener  Spitze  ans  snwohi  eine  Vermehruni^,  wie  eine 
Verminderung  des  netreffend^n  Werthes  von  r  um  die  unendiioh 
kleine  Grinse  8t^  dieselbe  Veränderung  in  den  Fnnktionen  fi  und 
/s>  frdehe  die  Koordinaten  von  D  sind,  bis  auf  relativ  unendlich 
kleine  Differenzen  hervorbringen  muss.  Wiire  zufällig  fOr  einen 
solchen  Werth  von  r  der  zweite  Differenzialkoefßzient  von  /*|  odet- 
f%  gleich  null ;  so  miisste  es  auch  der  dritte  sein,  und  man  miisste 
^r  den  vierten  einen  bestimmten  Werth  erhalten.  Es^  ist  librigem 
iinmuglich,  dass  alle  höheren  DifTerenzialkoefBzienten  in  Beziehung 
2u  r  gleich  null  würden.    Fflr  die  Spitze  D  hat  man  aUo 

dagegen  musi«    sowohl  "^9  ^ie  k^   irgend     einen    bestimmten 
Werth  haben. 
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BexeidiDet  nun  mit  f^'  md  f^  die  Wcrifce  der  Fvaktionn 
A  VD^  ft  ^  deo  «ntopracfieDdea  Faskt  In  der  meedlich  iieoadi- 
bäiteii  iuinre,  ffir  welchen  man  r  und  f -f  d'f  statt  r  vnd  f  bat; 
•o  ist 

oder,  wie  nao  aas  den  deichangen  (8)  and  (9)  leicht  findet,  weoa 
nuui  dieeelbeo  in  Beziehang  za  f  diferenzürt. 


Bf  Bf  d*/*  8^f 

Da  Dun  ^  und  ^  den  Werth  nnü»  dagegen  -^-  und  -^* 

einen  von  sali  verschiedenen  Werth  haben  mössen;  so  folgt,  dass 
die  Ausdrficke 

-g^=— r-g;^ (») 

nicht  gleich  null  sind,  dass  sich  also  auch  in  der  benachbarten 
Knrve  keine  Spitze  bilden  kann.  Mao  erkennt  dies  noch 
deutlicher  in  der  Relhenentmcklunff  filr  die  ganzen  Diferenieo 
A/i»  AA»   A/i'»  A/a'-    Diese  ergibt  anter  Berücksiehtigong  der 

vorstehenden  beiden  Formeln  und   indem  man   die  ersten  in  -^ 

Bf 
ood  ^  multiplizirten  Glieder,  welche  gleich  null  sind,  sofort  uo- 

terdrflckt , 

._a«/jar»     8V,      Or» 


^•-ar**  1.2+  Sr»*  1.2  3  + ^""^ 


4m 

AA'=  ^^*'^^,^^:^* w 

Das  erste  Glied  von  ^i'  und  A/a''  welches  bei  genügender 
lüeiDbeit  von  8r  alle  übrigen  überwiegt,  kann,  da  d<p  von  dr  ganz 
onabbäneig  ist  und  unendneh  vielmal  grösser  als  Sr  gedacht  wer* 
den  dar^  unendlich  vielmal  grosser  gemacht  werden,  als  das  erste 
Glied  von  ^i  und  ^^.  woraus  der  obige  Schluss,  dass  die  Nach- 
barkurve nicht  auch  eine  Spitze  haben  kann,  ^sich    ergibt.     Nach 

(29)  uod  (30)  ist  jetzt,  wo^=0  und  -^=0  ist, 

8% 
tang/3=j^  ....(33). 

Bezeichnet  man  nun  den  Neigungswinkel  der  Tangente  filr  den 
Punkt  der  Nachbarkurve,  weicher  der  Spitze  Z>  in  der  ersten 
l^urre  entspricht,  eegen  die  positive  reelle  Axe  mit  ß';  so  hat 
man  wegen  (31)  und  ^2) 

tang^'=:^g^=^cot/3  ....(34), 

^obei  noch  sin^'  das  Zeichen  von  -^  dq>dr  und  cos/?'  das  von 
-  jj5-093r  hat    Es  ist  also 

ß'=ß+l ^^^' 

Hieraas  folgt,  dass  die  Tangente  an  dem  korrespondirenden  Punkte 
^J^if  Nachbarkurve  perpenaikular  gerichtet  ist  gegen  die  Tan- 
p^Dte  an  der  Spitze  D  der  ersten  Kurve.  Dies  beweist  nicht 
nl(Ms  die  Unmöglichkeit  einer  Spitze  in  der  Nachbarkurve,  son- 
äeiT)  auch  die  Unmöglichkeit,  dass  die  Nachbarkurve  eine  ganz 
und  gar  vor  oder  ganz  und  gar  hinter  der  Spitze  />  liegende 
^cblinge  zu  besitzen  vermag,  da  dies,  wenn  man  Br  klein  genug 
denkt,  bei  der  normalen  Richtung  der  Nachbarkurve,  nothwendig 
^  einer  der  früher  betrachteten  unstatthaften  Durchschnei- 
^H  beider  Kurven  in  der  Nähe  der  Spitze  fuhren  mösste.  Die 
^ächbarkurve  kann  also  nur  nach  Art  derTar.Xll.Fig.8.  e  i  n  e  S  ch  I  i  n  g  e 
^^  die  Spi  tze  Z>  herum  wie  AC^,  oder  eine  v  or  der  Spitze 
Vorbeiziehende  Kurve  ohne  alle  Durchschneidung  wie 
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AC^  bilden,   was  durch   dus  Nacbfelgvode  noch  in  ab   heueren 
Liebt  gesetzt  wird. 

Es  ist  nämlicfa  wkbtig,  zu   bemerken,  dsss  ^'=^-|-5>    imd 


n 


nicht  =ß — j  ist,  dass  also,   wenn  man,  vom  Anfangspunkte  A 

aller  Kurven  kommend,  fiber  die  Spitse  JD  der  Kurve  ADC^  hin- 
aus  in  der  Richtung  des  ersten  Elementes  des  Schenkels  /)C^ 
flr  welches  das  r  der  Spitze  in  r-^-dr  und  nicht  in  r-^hr  übergebt, 
fortschreitet,  au«  dieser   Richtung  die  Richtung  des  korrespondi- 
renden  Eleinentes  der  benachbarten   durch  den  Uebergaog  von  9 
in  ^4-87  und  nicht  in  9—87  erzeugten  Kurve  AC^  erhalten   wird 
indem  man  nach  der  Seite  der  positiven  Drekang  d^o  Wio- 
kel  ß  um  einen  rechten  vergrusserf.     Unter  Beachtung  die- 
ses   Umstandes,    und   wenn   man  erwägt,    wie   die  Zeichen    von 
sin/3'  und  cos^  sowohl  för  — S9  statt  -f  89  als  auch  fSr  — dr  statt 
-f  dr  in  die  eDtgegengesetstes  verwandelt  werden,  ergibt  sich  foleea- 
des-Gesetz.    VVenn  sich,  wie  bei />  inTaf.XH.Fig.  8.,  eine  S.pitze 
dergestalt  bildet,  dass  man,  von  A  kommend,  den  widerkebren- 
den  Schenkel  Ü(\  zur  Rechten  hat;  so  muss  dieselbe  bei  der 
nächsten  Bewegung  der  Kurve,  also  f&ra-fdcp«  in  eine  vor  der 
Spitze    vorbeiziehende    Kurve  AL^    fibergeben,    nnd    es 
muss  ihr  für  9— £9  eine  Schlinge  ^C»  vorangegangen  sein, 
welche,  je  weiter  man  in  der  Bewegung  der  Kurven  zurücksieht, 
eine  immer  grossere  Oeffnung  gebildet   haben  nnd  demnach    an- 
länglich  über  den  Punkt  A   hereingeschritten  sein  muss, 
wie  dies  die  Bewegung  der  Kurven  AC^  AC^,  A€^,  AC^  AC^, 
JCeinTaf.XlI.  Fig.8.  darstellt  Esistauch  klar,  dass  eine  Gber^herein- 
schreitende  Schlinge  AC%  sich  immer  enger  zusammenzieht,  sodafis 
von  ihrem  Umfange  Kein  Punkt  der  Koordinatenebene  getrolTen 
werden  kann,  welcher  nicht  innerhalb  der  durch  A  gehenden  grus«- 
ten  Scblingenuffnuog  liegt,  und  dass  sich  eine  solche  Schlinge  zi- 
letzt  durch  einen  (Übergang  durch   eine  Spitze   ganz  aufius't, 
indem  dann  alle  ferneren  Kurven  vor  dem  Spitzenpunkte  D  vorbei- 
ziehen.    Ein  jeder    in    der   genannten    grossten   iSchlingenOffniine 
liegende  Punkt  wird  hei   dieser  Bewegung  Einmal  von  den  sieb 
zusammenziehenden  Theilen    und    dann   noch    Einmal  von    den 
sich  %vieder    ausdehnenden   Theilen   der  Kurve   getroffen  werden. 
Bei  denjenigen  Punkten  der  Koordinateuebene,  durch  welche  der 
Kreuzpunkt  der  Schlinge  sich  bewegt,  erfolgt  der  Durchii^ing 
jener   beiden  Ki|rventbeile   mit  Einem  Male ,  so  dass  auch  diese 
Punkte  stets  zweimal  von  der  Kurve  getroffen  werden.     Zu  den 
letzteren  Punkten  gehurt  ebenfalls  der  Spitzenpunkt  D  selbst, 
bei  welchem  sich  oer  Umfang  der  Schlinge  auf  Null  redazirt.    Die 
Bewegung  der  Kurve  ist  aber  stets  so,  dass  sich  der  In  der  Spitze 
D  liegende  Punkt  der  Koordinateuebene  hei  fortgesefzter   Bewe- 
gung der  Kurve  in  den  spitzen  Winkel  ADC^  liineinziebt,   abo 
immer  den  Kreuzpunkt  der  im  Verschwinden  begriffenen  SehliMse, 
mitbin  zwei  Kurvenschenkel  auf  Ein  mal  durehschneidet  Man 
weiss  auch  aus  dem  Früheren,  dass  kein  Punkt  der  sieh  l»ewegen- 
den  Kurve  an  einem  Ponkte  der  Koordinatenebene  tangential  zor 
Richtung  der  Kurve  voriiberrdcken  kann,   dass  also  ieder  Puokt 
dieser  Ebene,  der  fiberhaupt  von  der  Bewegung  der  Kurve  getrof* 
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fM  wMy  dfe^ellve  uttzw^identii^  dorcbuchneidet  oder  amh 
fort  auf  die  eniget^enfeaetzte  Seite  der  Kurve  tritt»  Unterschei- 
det man  ad  der-fi^glMien  Karre,  indem  man  dieselbe  todi  Anfiuigs- 
piiakte  A  her  durchläuft,  eine  Hnke  und  eine  rechte  Seite ;  «o  ist 
es  die  liehe»  welche  in  allen  Fällen  bei  der  positiven  ßeweguog 
der  Kurve  nach  der  Gegend  der  darauf  errichteten  Normalen  vor- 
nickt und  die  Punkte  der  Koordinatenehene  zuerst  aufnimmt« 
Diese  Seite  der  Kurve  ist  in  Taf.  XIL  Fig.  8. 2U  grösserer  Deutlich- 
keit mit  Punkten  bpselxt 

Nennen  wir  eine^  Figur  wie  ACi  oder  AC^^  ohne  Schlinge  oiler 
Spitze  die  normale  Gestalt  deH  Kurve,  und   eine  Rotation  dieser 
aorve  um  den  Punkt  A,  ^bei  welcher  sich  ebenfalls  keine  Schlinee 
oder  Spitse  einstellt,    eine  normale  Bewegung;  so   leuchtet  ein« 
dass  zwei    normale  Umwfilzunuen  dazugehiiren,    damit  ein 
Punkt  wie  O  zwei  Mal  von  jener  Kurve  getroffen  werde,    inso- 
fern die  Kurre  am  Ende  der  zweiten   UmwMzung  genau  Mieder 
in  die  anfaufflicbe  Lage  kommen  soll.    Yst  jener  Punkt  O  jedoch 
bei  der  in Ta^  XII. Fig.  8.  dargestellten  Gestaltverftnderung  vermittelst 
der  Bildung  und  WtederaufKisung  einer  von  A  hereinschreitenden 
Schlioge  schon  hn  Anfange  der  ersten  Umwälzung  zwei  Mal  ge- 
troffen ;  so  hat  er  eine  solche  Lage  gegen  die  Kurve  bekommen,  dass  nie- 
selbe,  wenn  sie  nun  sukzessive  und  im  Verlaufe  von  zwei  ganzen  Um  wäl- 
znnften  in  die  normale  Form  und  Lage  der  Kurve  ACi  flbergeht,  wäh- 
rend der  ganzen  an  zwei  vollständigen  Umwälzungen  noch  fehlen- 
den Bewegung,  jenen  Pnnkt  O  nicht  wieder  treffen  kann,  sodass 
alM  anf  die  £ine,  wie  auf  die  andere  Weise  jener  Punkt  während 
zweier  Umwälzungen  der  Kurve  nur  zwei  Maf  getroffen  wird.     Bei 
^  normalen  Bewegung   erfolgt   dies  Treffen    in  grösseren  Zwi- 
Kbenräuinen  oder  für  weiter  aus  einander  liegende  Werthe  dea 
Kinkels  7;  bei  der  abnormen  Bewegung  jedoch  für  näher  zusam- 
■toliegende  Werthe  von  9.     Ein  Punkt  der  Ebenje,  welcher  bei 
der  lebterea  Bewegung  von  dem  Kreuzpunkte  einer  Schlinge 
betroffen  wird,    entspricht  dem  Falte,  dass  während  jener  zwei 
Umwälzungeo    für  Ein    und    denselben  Werth    von  ^  zwei 
I^cbschnitte  für  zwei  verschiedene  Werthe  von  r  an  zwei 
verschiedenen  Stellen  derselben  Kurve  erfolgen.    Ist  der  letztge- 
dachte  Pnnkt    der  Spitzenpunkt  Z>;  so    ist  dies  der  Fall,  wo 
der  zweimalige  Durchschnitt  für  Ein  und    denselben  Wertb 
ton  9  nnd  Ein  und  denselben  Werth  von  r  erfolgt,  wo  also, 
weno  />  der  Nullpunkt  ist,  die  gegebene  Gleichung  zwei  voll- 
kommen   gleiche   Wurzeln    jp    oder   re^  besitzt.     Dass 
die    Begegnung    des     Spitzenpunktes    D   einem    zweimaligen 
I>arehschnitte  der  Kurve  entspricht,   erkennt  man  sowohl  daran, 
^eno    man    denselben    als   Kreuzpunkt   einer    unendlich    kleinen 
^blinge  anffasst  und  die  noth wendige  Bewegung  dieser  Kreuz- 
Ppnkte  von  A  über  D  hinaus  ins  Auge  fasst,  wie  es  bereits  vor* 
bin  geschehen,  wie  auch  daran,  wenn  man  denselben  wie  den  dem 
Kreuzpunkte  der  Schlinge  diametral  eegenüberliegenden  Punkt  im 
tmfange  dieser  Schlinge  auffasst  una  berücksichtigt,  dass  dieser 
V^mfang,  so  lange   die  Oeffiiung  der  Schlinge  noch    endliche  Di- 
"jensiooen  bat,   ecgcn  den  Punkt  D  vorschreitet,   und  denselben 
also  das   erste  af^ai  bei  der   hingä.ngigen  Bewegung   mit   der 


408 

punktirteD  Seite  tiill,  daes  dasD  aber  die  ane  der  SekBage  est« 
stehende  Kurve  mit  rückgSaciger  Bewegeng  nod  atefes  mit 
der  panktirtea  Seite  ▼oraa  ao  den  Pmikt  D  zum  sweiten  BlaW  triit 

Wenn  sich  irgendwo,  wie  bei  l>inTaf.XII.Pig.9.  eineSpItze  der- 
gestalt  bildet«  dass  man  von  A  kommend,  den  widerkebrenden 
Sehenkel  DC^  znr  Linken  hat;  so  mnss  dieselbe  unter  Berück- 
sichtigung der  Werthe  filr  tangß',  8in5^  coaß'  bei  der  nächsten 
Beti'egung  der  Kurve  tu  positiver  Rientnng,  also  fifr  o^-f-^  in 
eine  Schlinge  AC^  nbergehen,  und  es  muss  ihr  lür  gf — dfp 
eine  vor  der  Spitze  vorbeiziehende  Kurve  AC^  voran- 
gegangen teein.  Die  entstehende  Schlinge  muss  sich  nuo  bei 
positiver  Bewegung  immer  mehr  erweitern  und  zuletzt  dadurch 
auflösen,  dass  sie  den  Anfangspunkt  A  passirt  und  darauf  die 
Gestalt  AC$  annimmt  Die  stets  voran^chreitende  linke  Seite 
der  Kurve  Ist  auch  in  Taf.  XU.  Fig.  9.  mit  Punkten  besetit.  Hier- 
durch erkennt  man  leicht,  dass  wenn  bei  dleseriBewegung  der  Karre 
ACi  ein  Punkt  der  Koordinatenebene,  wie  etwa  O,  zwei  Mai 

fetrofen  ist,  die  Kurve,  welche  den^  letzten  Durchgang  bemirkt 
at,  in  eine  solche  Lage  gekommen  ist,  dass  sie  bei  normaler 
Formveränderung  zwei  ganze  Umwälzungen  vollenden  musste,  um 
wieder  in  die  Lage  ACi  za  kommen,  ohne  bei  diesen  Cmwälzun- 

fen  den  Punkt  O  wieder  zu  treffen.  Die  Kreuzungspunkte 
er  Schlineen  und  der  Spitze npunkt  D  sgielen  hierbei  dieselbe 
Holle  von  Doppelpunkten,  wie  inTaf.  XIL  Fig.  8.,  indem  ein  solcher 
Kreuzungspuokt  zwei  verschiedenen  Werthen  von  r  för  denselben 
Werth  von  q>s  und  der  Spitzenpunkt  D  zweimal  demselben  Werthe 
von  r  für  denselben  Werth  von  <p  entspricht. 

Nach  Vorstehendem  können  nur  die  links  herum  sich  wen- 
denden Krilmmungen  der  Kurve  unmittelbar  zu  einer  Schlinge 
fuhren,  wahrend  die  rechts  herumlaufenden  Biegungen  b^  den 
näch*<ten  Bewegungen  sich  zu  verlieren  streben.  Es  ist  zwar  nicht 
nOthrg,  dass  jede  Krfimmung  der  ersteren  Art  an  jeder  Steife  der 
Kurve  eine  Schlinge  nach  sich  ziehe;  erwägt  man  aber,  dass  di« 
Taneente  des  unendlich  entfernten  Kurventheües  (Gl.  5.)  ein« 
raschere  Winkelhewegung  links  herum  besitzt,  als  die  Tangente 
des  Anfangspunktes  A  (Gl.  &>),  und  dass,  wenn  in  der  gegensei- 
tigen Beziehung  zwischen  den  Tangenten  dieser  beiden  ausser- 
sten  Kurvenenden  das  Verhftitnis»  einer  Biegimg  nach  der  linken 
Seite  besteht,  der  Neigungswinkel  ntp  der  ersteren  Tangente 
schon  grosser  ist,  als  der  Winkel  or  +  mq>  der  letzteren,  dass  mao 


m 


alsdann  also   nq>^a-{-m(p  habe;   so    folgt,    dass   diese  Differenz 


m 


durch  die  positive  Bewegung  der  Kurve  immer  erheblicher  werden 
und  zuletzt  jedenfalls  zu  einer  Schlinge  fiihren  muss,  welche  dann 
bei  ihrer  Auflösung  das  bis  dahin  bestandene  Verhaltniss  der 
Wendung  nach  links  in  das  entgegengesetzte  einer  Wendung  nach 
rechts  verwandelt..  Iiir  welches  Letzteie  man  n<p<a-ft>*9  hat,  und 


Ol 


welches  sich  daher  durch  die  positive  Bewegung  der  Kurve  all- 
roählig  ausgleicht.  Da  nur  dann,  wenn  Gl.  (1)  eine  binomische 
ist,  n=m,  sonst  aber  immer  ny^m  ist ;  so  folgt,  dass  es  bei  einer 
binomischen  Gleichung  niemals  eine  Schlinge  geben  kann,  dass 
es  aber  bei  jeder  anderen  Gleichung  stets  Schlingenbildungen 
geben  muss. 
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WeimMM  bei  4er  SchliDgenbildong  nach  Taf.  XILFig.  &  oder  Fig*  9. 
eiflea  Paoktder  Koordinatenebene  be«  rächtet ,  welcher  wegen  aeiner 
Lage  gegeo  die  Aaasenseite  der  Kurve  nur  Ein  Mai  getroffen 
werdea  kaDD«  wie  etwa  der  Punict  O,  insofern  man  nun  von  der 
Koire  AC%  ausgeht;  so  findet  man,  dass  die  gleich  auf  die  Durch- 
sdiDeidiuig  folgende  Knrve  AC^  eine  solrhe  Lage  bekommen  hat, 
dass  bei  normaler  Formveränderung  jetzt  noch  Eine  ganze  Um- 
nälzoog  erforderlich  wäre,  um  ohne  ferneren  Durchgang  durch 
denselben  Pmikt  O  wieder  in  eine  der  AC^  ähnliche  Lage  zu 
kommen.  Geht  man  aber  von  der  Kurve  JCi  in  Taf.XlI.Fig.8.  oder  Fig« 
9.  aaii,  wobei  der  Punkt  O  zwei  Mal  getroffen  wird;  so  kann  der 
erste  Durchgang  durch  diesen  Punkt,  welcher  die  Kurve  AC^ 
eaeugt»  wie  der  durch  normale  Bewegung  während  Einer  Um- 
walzuDg  bewirkte  Durchschnitt  angesehen  werden.  Die  fragliche 
ScUiDgeBblldang  vermehrt  dann  die  Zahl  der  normalen  Durch- 
eange  während  derselben  Umwälzangs '  Periode  um  Einen,  bringt 
dadurch  aber  die  Kurve  in  eine  solche  Lage«  dass  nun  bei  der 
zweiten  normalen  Umwälzung  bis  in  die  ursprüngliche  Lage  ACx 
kein  weiterer  Durchschnitt  möglich  sein  wurde. 

Nachdem  Eine  solche  Schlingenbildung  vollendet  ist/  oder 
aocb^  gleichzeitig  mit  derselben ,  kann  sich  eine  zweite«  dritte  etc. 
entwickeln.  Es  kann  z.  B.,  nachdem  sich  in  Taf.  XII. Fig.  8.  die  Kurve 
ACi  in  die  Lage  AC^  bewegt  und  äemgemäss  den  Punkt  O  gleich 
im  Anfange  der  ersten  Umwälzung  zwei  Mal  getroffen,  und  hier- 
darch  gegen  diesen  Punkt  O  eine  Lage  erhalten  hat,  welche  der 
Lage  der  Kurve  2ia  in  Taf.  XILPig.O.  gegen  den  Punkt  Oähnlich  ist, 
ach  nach  Art  der  Fig.  9.  eine  zweite  Schlingenbildung  entwickeln, 
vemige  welcher  aber  der  Punkt  O  während  derselben  Umwäl- 
znD|(  nur  noch  Ein  ferneres  Mal  betroffen  werden  kann,  so  dass 
derselbe  nun  im  Laufe  dieser  Persode  im  Ganzen  drei  Mal  er- 
reiehtiat  Die  auf  den  dritten  Durchschnitt  foIgeudeKurve^6«in  Taf. 
XüLFig.O.  hat  alsdann  aber  eine  solche  Lage  gegen  den  Punkt  O,  dass 
diegelbe,  um  weiter  in  die  Form  der  ursprünglichen  Kurve  ACx 
ioTa£XII.Fig.8,  zu  kommen,  d  r  e  i  ganze  normaleUmwälzuugen 
Hoehen  miisste,  wobei  jener  Punkt  nicht  wieder  zu  erreichen  wäre« 

Solche  zwei  Schlingen  k5nnen  auch  ganz  in  einander  fallen, 
»dem  Ein  hinsehender  Arm  der  Kurve  durch  seine  zwei  Mal  sich 
zimickwiodenoe Fortsetzung  durchschnitten  wird.  Taf.Xli. Fig.] 0.  stellt 
dtff  wie  die  spiralförmige  Kurve  ACi  mit  zwei  Umgängen  durch 
ütre  positive  Bewegung  zwei  in  einander  fallende  Schlingen  AC^ 
mengen  kann.  Beide  Schlingen  sind  ober  den  Punkt  Ä  herein- 
Kescbiritten.  AC^  sei  diejenige  Kurve,  bei  welcher  die  innere 
^lioge  die  grosste  durch  A  gehende  Oeffnung  besitzt  Bei 
dem  Zasanimenzieben  dieser  beiden  Schlingen  ^  welche  sich  im 
Alleemeinen  nach  einander  mittelst  zweier  besonderer  Spitzen 
^Qoösen,  und  bei  der  alsdann  erfolgenden  Wiederansdehnong  kann 
jeder  in  der  eben  genannten  grössten  Oeffnung  der  inneren  Schlinge 
^ende  Punkt  drei  Mal  getroffen  werden.  Die  auf  den  dritten 
Darchgang  folgende  Kifrve  hat  alsdann  aber  eine  solche  Lage, 
^  ebenso  wie  bei  zwei  neben  einander  liegenden  Schlingen 
drei  normale  Umwälzungen  dazugehören»  um  wieder  in  die 
^rüngüche  Form  ACi  va  kommen,  wobei  derselbe  Punkt  nicht 

Tlifil  XV. 
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wieiler  enelcht  werden  kann.     Bin  jeder  Rrenssngmikt 
beiden  SchliRiceD  entspricht,    wenn    er   es  sein  mite,  \ 
durch  den  Nullpunkt  geht,  neben  dem  dritten  Dmchgam, 
Falle,  dass  es  innerhalb  der  betrachteten  Bewegung  drei  vVf 

der  Gleichung  von  der  Form   r^e  *        »   r^e  '  und  ri 

^ibt,  wovon  zwei  bei  verschiedenen  Werthen  von  r  di 
Werth  von  (p  gemein  haben.  Geht  ein  Spitzenpankt  d 
Nullpunkt;  so  sind  zwei  vo£  jenen  drei  Wurzeln  ganz  gV 

man  hat  ri«<^»^  n«»''^"\  r^a^*^^.    Wenn  die  beidcü 
Zungspunkte  jener  zwei  Schlingen  gleichzeitig    durch^  den 

punktgehen ;  so  hat  man  drei  Wurzeln  Vie^'^  ^^9^t  ^  ~^y^ 
welchen  Ein  und  derselbe  Werth  von  tp  angehurt.  Fiele 
zeitig  ein  Spitzeupunkt  und  eiii^Kreuzungspunkt  auf  den  N 

»o  hätte  man  drei  Wurzeln  r^e^'"^^,  nü^''^^,  r«e'''*^ 
der  Winkel  tpx  ß^meinschaftlich  zukäme,  während  aussen 
zweien  auch  nocn  die  Model  r  gleich  wären.  Es  ist  aut 
lieh,  dass  sich  beide  Schlingen  mit  Einem  Male  in  eine 
Spitze  auflösen  oder  dass  die  fraglichen  beiden  Soitzen  zm 
fallen.  Es  ist  ganz  klar,  dass  der  betreffende  Punkt  der 
natenebene  alsdann  bei  jener  Bewegung  zwar  nur  ein 
Mal  erreicht  werden  kann,  dass  er  aber  bei  dem  FoH 
der  Kurve  einem  dreimaligen  Durchschnitte  an  drei  be 
Schenkeln  dieser  Kurve ,  deren  Dimensionen  sich  auf  N 
ziren,  entspricht.    Man  hat  alsdann ,  wenn  diese  DoppeU] 

den  Nullpunkt  treffen  sollte,  drei  gleiche  Wurzeln  r] 

Tx  e^*'^^^ ,  ri  c''*'^"'\  Umgekehrt  ist  es  aber  auch  imia 
wendig,  dass  wenn  drei  gleiche  Wurzeln  existiren  soU 
Doppelspitze  durch  den  Nullpunkt  eehen  muss,  weil  sich, 
zugleich  drei  Punkte  der  Kurve  bennden  mflssen,  fbr  derea' 
man  9=9)1  und  f^r^r^  htiben  muss,  was  einen  dreimaligen j 
schnitt  derselben  Kurve  an  demselben  Orte  und  in  der  Aitl 
dert,  dass  die  zwischen  je  zwei  Durchschnitten  liegenden 
hdgen  auf  einen  einzigen«  jenem  t'=.t^  angehOrigen^  Punkt 
zirt  sind. 

Ganz  allgemein  Ist  nun  klar,  dass  in  Folge  jeder  eil 
nen  vollkommenen  oder  unvollkommenen  SchlingenbilduDfj 
read  einer  gewissen  Reihe  von  Umwilzuogsperioden  die  1 
Anzahl  der  Durchgänge  durch  den  Nullpunkt  um  Eineb  vc 
werden  kann,  dass  dann  aber  hlerdurcn  Ein  normaler 
gang  fBr  die  späteren  Perioden  unmöglich  gemacht  fFird 
umgekehrt,  dass  «ich  für  jede  ^Suspension  eines  w 
Durchganges  während  einer  ganzen  Rotation  Eine  voliki 
Schiinge  oder  eine  als  unvollkommene  Schling«  anztt 
links  herumgehende  Spiralwtnduug  sichinderKurve  eri 
<Aßst  eine  rechts  nerumgehende  Spiralwindnog  sieh  a  ■  f  h  e  b  t 
nach  n  ganzen  Unwäzuneen  die  Kurve  genau  wieder  in 
spruBgliche  Lage  zuriickkdnren  muss;  so  lenchtet  eio,  dass 
r«nd  dieser  n  Umwilaunges  nicht  mehr  und  oicfat' 
ul^er,  als  n  DurchgKnge  durch  den  Nullpunkt  erfi 
«ein  miisBea^  dass  also  die  Gleichung  vom  iitea  ^^ 
stets  9t  Wurzeln,    und    auch    nicht  mehr  besitit 
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Matimtigr  m  Warzeln,  «reiche  denselben  Werfh  von  ^  gemein 
haben;  so  geht  Bio  und  dieselbe  Kurve  mnial  durch  den  Null- 
punkt oder  es  bewegt  sich  der  gemeinschaftliche  Kreuzungspunkt 
ven  (m — 1)  SchlioMn  durdh  diesen  Nulfpnnfct  Fflr  m  ganz  gteiche 
Wnrxeln  konzentnren  sich  alle  diese  Schlingen  auf  einen  einzigen, 
dnrch  den  MnUpnnkt  sehenden  Spitzenpookt,  der  dann  die  Beoeu- 
toDiif  eines  fi|fachen  Punktes  besitzt. 

Es  11^  nicht  in  der  Absichti  hl^  aUe  eich  auszeichnenden 
Spraalit^ten  nfihei  z«  ontersacben,    dft  di^  verstehenden  allge- 
nieioen  Gesetze  zvf  ErUMiterung  alier  hierhergebdiigen  Ecscheinun- 
gea  aaereicfai^.    £6  ronss  nur  noch  darauf  auCmerbiaai  gemacht 
werden,  dass  unter  Umständen  die  retireed^  Kurve  für  gewisse 
Werthe  von  9  sich  in  einer  geraden  Linie   ausstrecken  oder 
Ah  so  dam  i5ttsam»ealegen  kann,  dass  sie  mehrere  Huuindher- 
gSose  derin  hiUet.     Eine  solche  besondere  Fi^nr  lindert  Nichts 
an  den  nUge«eioen  Prinzipien,  unter  welchen  die  obige  Kutvp  be- 
trachtet m»    Ein  jeder  Punkt  in  solcher  geraden  Lmie,  jto  die 
Kur«  In  direkt  entgegengesetzter  Richtung  zorfiekkehrt»   spielt 
Se  Rolle  eines  Spitzenpunktes  oder  einer  annullirten  Schlinge. 
Es  konnten  ^ich  auch  meurere  Spitzenpunkte  oder  annuliirte  iScMin- 
gen  iff  Ein  und  demselben  Punkte  einer  soJyshengert^lQig^  K^ve 
vereinigen,  und    die  endlichen  Zwßige  dißser  Spblvi^en  kopnen 
sowohl  nach  derselben,  wie  ßßfih  entg9g#nge9et^Ä?P  ^eit(»n  ape 
diesen  Schliosen  heraustreten«    In  welchen  gegens^tiglBM^  Mn^ 
binden    die  Theile  einer  solchen  zns^mnyepgewt^P  Kl^rve  w 
ttnander  sieben,  erkennt  man,  wenn  man  den  Wprrti  des;in^b&- 
filmen  ^  uro  ein  sehr  kleines  Inkrement  wa^pepi  oder  abn^m^i^ 
Itat,  indem  sich  dadurch  jene  Beziehunijen  sofort  \n  deMtliob^r 
Gestalt  entwickeln.    So  kann  sich  z*  B.  die  platt  gedrückte  Kurve 
ADSCln  Taf.  XU.  Fig.  11.  b«positiver  Drehung  je  nach  der  Natur  der 
mehenenGleichung  wie  Taf.X1I.Fi^.l2.,  13.,  14.  oder  15.  zeigte  ^it^ik- 
ksEl      Eine  Gestalt    wie  AC^   wird  bei  fortgesetzter  peyvegfiog 
immer  die  nächste  Folge  davon  sein.    UnmogTich  würde  ober  im- 
mer eineEntwickelung  nach  Art  der  Taf.  XII.  Fig.  16.  sein ,  indem  sich 
zwischen  die  Schenkel   der  zweiten  Spitze  £1  niemals  eine  vocn 
abgerundete  Kurve  legen  kann ,  sondern  sich  nach  Taf.  XII.  Fig.  12.  um 
diese  zweite  Spitze    eine  Schlinge  erzeugen  müsste,  wenn  über- 
haupt ADmEi  Ci  den  Typus  für  die*  fernere  Bewegung    abgibt. 
Derartige  Figuren  kommen  vorzugsweise  bei  den  reellen  Wurzeln 
der  Oielcbungen  mit  reellen  Koeffizienten  in  Betracht,  hei  denen 
sieh  ffir  9=0  und  (p=9r  stets  eine  in  gerader  Linie  sich  erstrek- 
kende  Kurve  einstellen  muss.  Denkt  man  sich  die  der  Taf.  Xlf .  Pig.  12. 
entsprechende  rückgängige  Bewegung  der  Kurve;  so  bilden  sich 
fiein  Taf.XII.Fig.  17.  angegebenen  Gestalten.  Es  erscheint  hierbei  die 
eeradlintge  Kurve  ill>£&  aus  Taf.  XII.  Fig.  11  als  ein  Debergang  der 
Knrve  Ac^  aus  Taf.  XII.  Flg.  17.  in  die  Kurve  jq,  aus  Taf.  XlLFig.  12., 
wobei  diese  beidenKurven^mmetrische,  aber  in  Beziehun^zur  geraden 
Liniere  entgegengesetzt  liegende  Formen  besitzen.  Bei  diesem  Um- 
schlagen  der  Kurven  Ac^   m  AC^  wird  offenbar  in   allen  Fällen 
jeder  zwischen  A,  E  und  jeder  über  D  hinaus  liegende  Punkt  der 
Geraden  AC  nur  von  einem  einzigen^  jeder  zwischen  £,Z>  liegende 
Punkt  aber  von  drei  Schenkeln   der  sich   bewegenden  Kurve  ge- 
troffen.    Das   Stack  ED   der  Geraden  ACf  welches   schon   von 
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Ac^  oBWchloD^en  wurde,  bleibt  mm  aacb  in  der  ÜBsddbgug 
der  Kurve  AC^  liefen,  wie  Taf.  »1.  Pig.  la  danteUt 

Lage  al«o  der  Nullpunkt  O  zwischen  E  uüdD  ood  ynirt  AC 
die  Kurve  für  9>=0,  also  Ihre  Richtui«  die  der  positiven  reellen 
Axe;  80  gäbe  eM  drei  positive  reelle  Worseln»  deren  Qotn- 
titäten  r  verschieden  wären.  Läge  der  Nullpunkt  in  I>;  so  gib« 
en  zwei  gleiche  und  eine  davon  verschiedene  grossere 
Wurzel.  Lfige  derselbe  in  E;  so  gSbe  es  zwei  gleiehe  uod 
eine  davon  verschiedene  kleinere  Wurzel.  Das  StOck  /)£ 
der  Geraden  AC  kann  sich  auf  einen  einzigen  Punkt  reduziren; 
alsdann  existiren,  wenn  der  Nullpunkt  In  diesen  Punkt  hineinfiele, 
drei  gleiche  positive  Wurzeln. 

Angenommen,  es  handele  sich  In  dem  vorstehenden  Falle 
um  eine  Gleichon^  dritten  Grades,  welche  ausser  diesen  drei 
Wurzeln  weiter  keine  haben  kann.  Der  geradlinigen  Knire  AC 
(Taf.  XU.  Fig.  18.),  von  welcher  der  Nullpunkt  dreimal  dnrehschrittea 
wird,  entspiichtaer  Werth  »=0.  Um  sich  zu  fiberzeagen,  dass  e8 

2«      2«     2» 
bei  den  drei  nächsten  Umwälzungen,  wodurch  9:=  '^  ^  '^'^  ~^ 

1=2«  wird,  keinen  wmteren  Durchgang  durch  den  Nullpunkt  gibt, 
beginne  man  die  Bewegung  von  einer  Kurve,  wie  AC^^  welcher 
ein  sehr  kleiner  Werth  von  0,  also  d<p,  entspricht  Diese  Kurve 
wird  nach  Obigem  eine  Schlinge  bilden,  in  welcher  derNollponkt 
liegt  Bei  for^esetzter  Vergrosserung  des  Winkels  9  erweitert 
sicn  diese  Schlinge,  tritt  durch  den  Punkt  A  aus,  sodass  alsdano 
die  Kurve  eine  rechts  um  den  Nullpunkt  herumgehende  Spirale 
mit  einer  Windung  darstellt.     Nach  der  ersten  Umwälzung,  also 

fir  9=-^,  ist  diese  Spiral windnng  verschwunden;  die  Kurve  er- 
streckt sich  in  flacher  Gestalt  von  A  nach  der  Seite  Cg,  indem 
der  Nullpunkt  noch  an  der  rechten  Seite  derselben  liegt.  In  der 
Mitte  der  zweiten  Umwälzung,  also  für  9=xr,  «treckt  sich  die 
Kurve  wieder  in  der  reellen  Axe,  aber  von  A  nach  der  negatireo 
Seite  hin  ans,  sodass  hiervon  der  rechts  von  A  liegende  Nullpunkt 
nicht  erreicht  werden  kann.     Am  Ende  der  zweiten  Umwälzung. 

Alt 
also  filr  ^=-7-»  dehnt  sich  die  Kurve  von  A  wieder  gegen  Q 

hin  aus,  aber  nun  liegt  der  Nullpunkt  ihr  zur  Linken.  Gegen  das 
Ende  der  dritten  Umdrehung  bildet  die  Kurve  eine  links  um  den 
Nullpunkt  gebende  Spirale  mit  Einer  Windung ,  welche  sich,  je 
näher  q>  an  27t  heran  kommt,  in  die  durch  Ac^  aargestellte  Schlinge 
zusammenzieht  Beim  Uebergange  von  Ac^  in  die  entgegen^ 
setzte  Gestalt  A(X  durch  die  gerade  Linie  AC  wird  nun  mit  Ei- 
nem Schlage  der  Nullpunkt  drei  Mal  getroffen. 

Was  die  Frage  anlanp;t,  unter  welchen  Umständen  sich  die 
Kurve  in  eine  gerade  Linie  ausstrecken  kann  und  welche  Rich- 
tung diese  Linie  haben  wird;  so  bemerkt  man,  daas  für  diesen 
Fall,  selbst  wenn  in  jener  geraden  Linie  mehrere  Kurveotbeile 
von  direkt  entgegengesetztes  Richtungen  liegen,  stets 
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(36) 

am{a^qii  +2«fsin  (a+29))  +  Sai^sin  (a+39))  +...+  iti-->«io(n9>) 
*      ^ •         g 3^ j» 

«»•(«+ 9>)+'i«rco«(a+2a))+3ar*co«(a+39)  +...+itr«^*cas(ii^) 

11  SS  13 

eine  10  Beziehang  zu  r  konstante  Grösse  sein  muss.  Es  konnten 
aber  io  der    orsprüngiicben   Gleichung   die    Koeffizienten  A^  A., 

eioiger  auf  das  bekannte  folgenden  Glieder  null  gewesen  sein. 
Nehmen  wir  daher  das  in  x^  multiplisirte  Glied  als  das  niedrig* 
ste  in  der  gegebenen  Gleichung  vorkommende  mit  x  behaftete 
Glied  an,  setzen  also  a,  a,..a    gleich  null;  so  ergibt  die  Tor- 

stehende  Gleichung»  nachdem  man  Zähler  und  Nenner  auf  der 
rechten  Seite  durch  r~*-^  dividirt  hat,  den  allgemeinen  Ausdruck 

ma8iD(a4-m9)  -f  (m-f'l)arsin[a4-(m-|-l)9]  4-*««-f tf*^"^in(n9) 

♦«liyff—    —       ^  "-1-^     *''!'* ^ 

macoB{a-\-mtp)-\^{m-\-\)aTCoa  [a+(m+l)9]+...-f«r"-""cos  {nq>)' 

Soll  dieser  Ausdruck  In  Beziehung  zu  r  konstant  sein ;  so  muss 
toidbe  (indem  man  einmal  r=0  setzt)  den  Werth 

tang/3=r  tang(a  4-  mtp) 

m 

Ittben;  es  muss  also  allgemein 

/3=«  +  m9  ....  (37) 

seiD,  da,  wenn  man  r  von  0  bis  oo  wachsen  iSsst,  sowohl  der 
Zähler,  wie  der  Nenner  Aes  Bruchs  (Ar  tang/7  gleichzeitig  gleich 

0,  also  tang/3=Q  werden  kann,  was  anzeigt,  dass  f&r  diesen  Werth 

voD  r  die  Kurve  eine  Spitze  besitzt,  in  welcher  ihre  Richtung  in 
4ie  direkt  entgegengesetzte  umschi&B^t;  so  mflsste  man  eigentlich 

«etieD,  worin  flir  JE;  eine  beliebige  ganze,  resp.  paare  oder  un- 

Saare  Zahl  zu  nehmen  w8re.     Man    wird  jedoch  hiernach  leipht 
ie  nachfolgenden  Resultate  ergänzen  können,    wenn  man  darin 
«4^  fflr  a  gesetzt  denkt     Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen 

*  in 

den  hbegriff  aller  r  enthaltenden  Glieder  im  ZlUiler  von  tang/3  mit 
fi  uad  im  Nepmer  mit  C;  so  hat  man 
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ma  «i»  (o-|-if»9)  -|-  B 

taoe5=    "■   — " 7 

°  '^     maco»(a  +  mq>)  +  C 

Bcos  (a  -f  1119)—  Cm{a  +  1119) 
=taiig(a +1119)+  ;^;^'^)  j  ^^  ^^^^  (a+,/iy)  +  Cl* 

Damit  nun  dieser  Aasdruck  konstant  gleich  taDgCam-fm^)  sein 
könne»  miutar  jedes  Glied  des  nach  Potenzen  von  r  geemnetes 
Zählers 

^m•^■i)  a  sin(  a  +V— «)•*" 
+  (m+2)  a  ftlfi(  et  +2y-tf)r»4  ..4«8ro[(«-^**)^-«>*~" 

gleich  null  sein.      Dies   fQhrt  zu  folgenden  (n — m)  Bedingungs- 
gleichmig^n: 

1)  a  +q7  —  a^=:kn, 

w+8  »»       3 


«-"•)                                (n — m)  9  —  A=:  A  «. 
Hierin    hezeichnen    k,    k k    willkOhrllche    ganze 

1       S  n-M 

Zahlen  einschliesslich  der  Null.  Seilten  noch  mehrere  Glieder 
oer  gegebenen  Gleichung   zwischen  A  ar^  und  x^    gam   febleo, 

also  die  zogehGrigen  Werthe  von  a^  z.  R.  a  gleich  Null  sein; 

m-ff 

SO  versehwindet  hierdurch  schon  das  hetrettende  Glied  der  so 
ebeb  annullirten  Formel  und  es  Allt  die  rte  der  vorsleheodea 
Bedingungen  ganz  aus.    Man  kann  sich  jedoch ,  wenn  a  =0  isi, 

denken,  diese  rte  Bedingung  sei  Jederzeit  reälisirt  Die  letzte 
Bedingung  lässt  den  Werth  des  Winkels 


m  jra ....    loOi 


erkennen,  für  welchen  sich  die  Kurve  in  gerader  Linie  zusamiiieo' 
1^,  voräUsg€*tref^t ,  dass  die  fibriftM«  ^-^ia-^X)  BeiKft««D«tetf 
erfüllet  seien,  welche  jetzt  V^t-tntftklflt  deb  forst«h<ftndeil  AVerlb^i 
von  9  zu  den  folgenden  fuhren:     . 
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m-l-l      \         n — m/m      1  «  — Wlii-m 

2)  a  =f  1 L.^«+Ä« 1-  k   n, 

i»f2      V        n — m/m     a         n-^niii— m 

3)  o  =(1 )a+A» k  n, 

■H-S     \       * — »v«      8         n — mu—m 


.-•-1)  a  =  JL.a+    A    »-A !L'\  jfc   «. 

«-1      n — m  M    II— m— 1  \         «— Wl/n-m 

Der  Neigungswinkel   dieser  geraden  Linie  gesen   die  positiTe 
Axe  ist  alsdann  wegen  der  beiden  Gleichungen  (o7)  und  (o8) 


n        .      m 


0=  -^  «+-^-  *  ;r (39). 

n — Hl  m    »— '  m  »—in 


Sollte  diese  Linie  auch  durch  den  Nullpunkt  gehen,  also  mit 
der  direkten  oder  indirekten  Richtung  von  OA  zusammenfallen; 
80  mfisste  der  vorstehende  Werth  von  ß^=a-{-k7C  sein,  also  der 

O        0 

Wiokel  a  die  Grosse 

a=!!=:5?(«  +  )t7r)-??  kn (40) 

Mtzen.  Jenachdem  k  eine  paare  oder  unpaareZahl  sein  kann, 
j«tdie  fragliche  gerade  Linie  von  Ä  aus  direkt  wie  OA,  oder  in- 
direkt wie  AO  gerichtet.  Ein  Durchgang  der  in  dieser  Linie  lie* 
mden  eigentlichen  Kurve  durch  den  Nullpunkt,  erfordert  also 
Kir  k  eine  unpaare  Zahl. 

0 

Wenn  die  gegebene  Gleichuns  nur  reelle  Koeffizienten  besitzt, 
60  dass  unter  den  Werthen  der  Winkel  a>  a  ....  «  nur  die  Gros- 

seo  0  und  n,  oder  allgemein  nur  Grössen  von  der  Form  kn  vor- 
kommen; so  sind  allerdings  die  vorstehenden  (n—m — 1)  Bedingun- 
gen realisirt,  man  muss  jedoch  die  sonst  willkührliche  ganze  Zahl 
k  durchaus  so  wfthlen,  dass,  wenn  a^^k'n  gesetzt  wird,  kf  -{■  k 


irgend  ein  Vielfaehes  der  Zahl  n^^m  ist.     Nachdem  dies  gesche- 
hen, findet  sich,  dass  auch 

fttf-f  fit  k  tt^nk'  +1»  k  )n 


ein  Vielfaches  von  («*-m)»  ist  Daraus  folgt»  das«  der  Werth  von 
fitoB  GL  (3§)  ekenfbUs  e'in  Vielfaches  von  n  ist,  dass  sieh  also 
&  in  Rede  stehende  geradlinige  Kurve  nur  in  der  reellen  Axe 
^■iBireckeii  kann. 

Für  jede  binomische  deichnng  von  der  Foim  A-i-a^s^O 
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oder  ae""^  ^-{-r^i^^^  *=0,  also  «ach  filr  jede  Gleichangers 

Grades  y  fallen  die  obigen  (n — m— I)  Bedingaiigsgleichnogeo  1(1 
weg  oder  sind  als  erfällt  anzusehen.    Man   tiat   hier  ii=m.   1 
Winkel   9  bleibt   ganz  willkührlich,  indem    die   Kurve  für  m 
Werthe  von  9  eine  gerade  Linie  bildet,  welche  slchuat»^ 
Winkel  ß  =»9)  gegen  die  positive  Axe  neigt  und  durch  den 
punkt  geht 

Es  ist  vorhin  bemerkt,  dass  wenn  die  Kurve  sich  irgendwo  auf 
gerade  Linie  reduztre,  die  dieser  Reduktion  unmittelbar  voran^efa 
und  nachfolgenden  Gestalten  in  Beziehung  zu  dieser  ^radeo 
symmetrisch  seien.  Dieser  Satz  hat  nicht  bloss  nätierungs»' 
sondern  in  aller  Strenge  Gültigkeit     Dm  diess  einzusehen  ii 
der  Werth  des  Winkels  ip  aus  Gl.  (38)  mit  91  und  djer  ?»d  ^ 
Gl.  (39)  mit  ßx  bezeichnet     Ist  nun  AC  die  Richtung  der  dj 
A  gehenden  reduzirten  Kurve,  also  ßy   der  Neigungswiakel 
von  AC  gegen  die  positive  reelle  Axe  OXx  so   denke  maa 
von  irgend  einem  Punkte  M  irgend  einer  Kurve  die  Pe 
MN  auf  OX  und  MP  auf  AC  gefällt    Es  ist  bekanntUch 

OiV=A  und  N]U=f^. 
Setzt  man  aber 

AP=-pi  lind  PM:mp^\ 
so  hat  man,  unter  Berücksichtigung,  dass 

OQ^za  cosa  und  QA=:a  sina  i<«t, 

Pi  =fi  cosft  +f^8mßi  —  acos(a— ft) , 

0         0 

ft=ÄCüS/?i  -/;  sinft  — asin(c»— ft); 

0        0 

oder  wenn  man  fSr  fi  und  f^  ihre  Werthe  aus  Gl.  (3)  subtil 
und  gehörig  zusammenzieht, 

p^  =zarcQs(a  +  9  —  ßi)  -f  ar^cos(a  +  89  —  ft) 

+  ar*co8 (a-|-39— ^i)-f .... -f  r"cos(iif 'I 


;;^  n^ar  sin  (a  +  9  —  ft)  +  af*8in(a+29  —  /5,) 

11  SS 

+  <ir'sin(a  +  89 — ft)  + —  +  r«»ni(»f 

In  diese  Gleichungen  substituire  man  für  die '  Veränderii( 
den  Werth  91+^,  worin  9^  den  bekannten  Wertb  aos  GL 
hat,  für  welchen  die  Kurve  in  die  gerade  Line  AC  fallt, 
worin  ^  eine  neue  Veränderliche  darstellt,  welche  spaterbin  d< 
ben  Effekt  dadurch  hervorbringt,  dass  sie  :r=0  gesetzt  wird.  Di 
dise  Substitution  wird  irgend  ein  in  d<m  Ausdrficken  von  pi 
p^  vorkommender  Winkel,  wie  etwa    a    +(m-|-r)9 — ß^  wenrn 

dabei  die  obigen  Bedingungsgleichungen  nnd  auch  ^ie  CHeicbm 
(38)  und  (39)  gehörig  berflcksichtigt, 
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«  ^(m+r)9-ßi=  «  +(«+r)^-ft+(m+r)* 

r 

Der  Kosinus  hiervon  ist  db<^08r(m-|-r)^]  und  der  Sinus 
i.siB[{m-\-r)^],  jenachdeni  k  paar  oder    unpaar   ist.     Hierdurch 

r 
erhält  man* 

Pi  =:!:  or cos^  dt  ar*co8(2^)  ±  ur^os  (3i/;)  ±  ....  ±  r*cos(n^)      (41) 
v^-±ars\nrb±ar^sm(^tlJi)±ar^9in(^)±....±r^Bhi(nflf)     (42). 

IS  s 

Will  man  nun  die  Kurve  bloss  in  solchen  Lagen  betrachten, 
welche  der  geraden  Form  AC  unmittelbar  voransehen  und  nach- 
folgeo;  so  hat  man  dem  Winkel  ^  einen  unendlicn  kleinen  Werth 
XU  gelten.  Bleibt  man  bei  den  ersten  Potenzen  der  sehr  klein 
gedachten  GrOsse  ^  stehen;  so  hat  man  cos tf;,  cos(2tf;),...cos(nTf;) 
gleich  1  und  sintf;,  sin  (2^) , ....  sin  (n^)  resp.  gleich  rff,  2ifi,...n^; 
iko  für  solche  Werthe 

Pi=±ar±ar^±ar^±...Jc^    (43) 

1  S  3 

|%==(±«rdfc2iir«  +  3ar»dt-..dt«i*)*     •  •  -  (44). 

1  S  3 

Ob  nun  die  sehr  kleine  Grosse  ^  positiv  oder  negativ  ge- 
noauneo  werde»  hat  auf  den  Werth  von  pi=AP  ear  keinen 
Eio  flu  SS.  Der  Werth  von  p^-inPM  benfilt  zwar  Itlr  ein  posi- 
tires  und  negatives  ^  dieselbe  QuantitSt,  wechselt  aber  das 
Zeichen.  Hieraus  ist  klar,  dass  ^die  der  geraden  FoHn  AC 
oiiDittelbar  vorangehende  Kurve  Ac^  ganz  symmetrisch  i^t,  mit 
<W  unmittelbar  nachfolgenden  AC^. 

Bei  den  vorstehenden  Untersuchungen  ist  vorausgesetzt,  dass 

(ias  bekannte  Glied  A^a^^"^  der  gegebenen  Gleichung  irgend 

eioen  von  NnH  verschiedenen  Werth  habe.  Um  jetzt  das  Eigen* 
tbumliche  des  Falles  anschaulich  zu  machen,  wo  dieses  Glied 
dadorch  verschwindet,  dass  seine  Quantität  a=0  wird,  gehe  man 

0 

von  einer  Gleichung,  wie 

J+2lar»2<«^»+..-.+  il  a:*-»+a:"=0  ....  (46) 
0      III      m4-^  ^"^ 

*«•>  worin  die  QoantitSt  des  bekannten  Gliedes  A  unendlich 

l^ein  wL  Diese  GUcbmiff  hat  natOrlich  n  Wurzeln.  Wird  der 
Werth  einer  solchen  Wurzei  in  die  x  enthaltenden  Glieder  sub- 
^tuirt;  so  mnss  die  Summe  dieser  Glieder  dieselbe  unendlich  ge- 
nnge  Quantität,  wie  A^  mit  entgegengesetztem  Zeichen  annehmen. 
Hierzu  ist  offenbar  nicnt  nothwendig  erforderlich ,  dass  die  Quan- 
tität einer  solchen  Wurzel  selbst  unendlich  klein  sei;  allein  es 
^Tird  unter  den  n  Wurzeln  immer  eine  gewisse  Anzahl  geben, 
deren  Quantität  unendlich  klein  ist.    Dies  leuchtet  ein ,  wenn  man 

«ich  in  die  vorstehende  Gleichune  für  a?=r«^^"  nur  Werthe  von 
uBeadlich  geringer  Quantität  r  sunstituirt  denkt,  oder  die  für  ir- 
^^d  etnen  Wedli  von  9  entstehenden  Kurven  in  ihren  dem  An- 
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fangspuiikt  Ä  und  dem  unandKch  beoachbarten  Nnlipuakt»  O  zu- 
Dficbst  lieeenden  Anfangstheileii  betrachtet  Zu  dem  Torlie<;cD- 
den  Z\Tecke  fäbre  man  statt  des  Winkelfi  9,,  frelcber  von  der 
Einen  Kurve  zu  der  benachbarten  variirt,  aber  für  jede  einzelne 
Kurve  konstant  ist,  einen  neuen  Winkel  ^  ein,  welcher  nriC  f 
durch  folgende  Bedingung 

a-|-iit9:=a-f  mv  +  TS (46) 

m  Q 

oder 


y  =  ^+    ^ oder*=9+^=— Ö 

verknüpft  ist,  wobei  einer  Variation  des  Winkels  9  von  0  bis  2x 

a  —  a —  » 

eine  gleicbmSssige  Variation  des  Winkeb  ^  von  ^ — bis 

m 

a  —  o  —  « 
2  «  +  ^ — ^- entspricht    Hierdurch  wblUt  man  aus  der  ge- 
gebenen Gleichung  (45) 

/Jssacos«  — ar"cos(a+m^)  +  r*+*j^ (47) 

0       0     <•  0 

^=osina — ar*8in(a+iii^)  +  r«^*jB^ (48), 

COM  0 

worin  die  Glieder  von  der  Hube  (m-|-l),  (in-|-2)*«.n  der  Kurze 
wogen  nur  durch  ein  einbches  Zeichen  angedeutet  sind.  Insofern 
man  fiBr  m^;  nur  Werthe  einfuhrt,  welche  sich  unendlich  weoig 
von  0,  37f»  4s.—»  oder  für  ^  Werthe,  welche  sich  unendlich  wea^ 

von  0.  —  >  — >  ••• unterscheiden,  indem  »an  dIeselbciB 

mm  m 

fesp«  mit  0+c^r,  ■^+^»"^  +  ^*'" — ^  '    +o<>  beaeichoet 

kann  man  mit  jedem  Grade  von  Genauigkeit  cos(fin|;)=l  und 
ein(mtf;)=iiidif/  setaea.  Dies  gibt  die  nur  iir  solche  Werthe 
gtiitigen  AuBihriiake: 

/^ = a  cos  a — a  r*  cosa -f  "1^  <>  >^  ^na -|- r*+^  i7i , 
0      0      <"  0  m  0 

/^z=asina  — ar^ina — mS^ar*  cos« +r^H-iJBj. 
0       0      <*>         0  n  o 

Der  Voraussetzung     gemäss    ist   a    eine  anendUeh    klelie 

o 

Grosse,  nimmt  man  nun  aueh  r  nnendüeh  klein,  imd^warsoydaas 

ai^=o,  also  r=:  Y  ~  M;  ao  werden  die  vortMhenden  An- 
ito        0  ' 

m 

drücke,  wenn  man  darin  die  in  Bi  und  B^  multiplizirten  Glieder 
gegen  die  unendlich  überwiegenden  Glieder  von  der  Hube  m  ve^ 
nacnlSssigt, 

^^smd^asina (49) 

o        o 

^  =  — mS^acosa (SO). 
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Ans  d6m  Votsfeheflded  etbDitet,  dä»B  Air  d^rresO  oder  fOr 

^   2»     49r        (m— 1)«  ,.    __  ,     .  , . 

^  =  W,  -— *  -—  «— — — —  die  Kurve«  weoÄ  eiuch  nicht  v4»likoni- 

meü  dorcti  den  Ntiiipnnkt,  doch  in  ehier  Solchen  Ntlhe  an  demsel- 
ben vorbeigehen  muss,  däss  Ihr  Abstand  von  diesem  Puokte  im 

Vergleich  «a  dem  Abstände  0-4s:£il=t:ae*^^^^i=:ar*e«^""^  un- 
endlich klein  ist.  Für  ein  positives  dif;  geht  dieselbe  bei  einem 
gleichen  Werthe  von  r  durch  einen  Punkt,  welcher  im  Vergleich 
tn  A  hi  einem  endHehen  Abstände  vom  NuUpankCe  in  ebnem  auf 

OA  errichteten  Perpendikel  liegt.  Für  ein  negatives  dif;  aber 
geht  die  Rurve  darcn  einen  auf  entgegengesetzter  Seite  von  OA 
ähnlich  liegenden  Punkt.  Hieraus  fotst,  mit  Bezugnahme  auf  die 
fraberenUnt^ilSttebttngen»  dMfS  eszwi^ehen  einem  solchen  positiven 
und  negativen  Werthe  von  ^^f^  alsdfilr  in  Werthe  vott^,  welche  nnend- 

li«h  nahe  reap«  BnO^~s  ~^*.  ^"^—  ^—  liegen,  Wurzeln  der 
Gleichung  (46)  gibt,  deren  Quantitäten  nahezu  den  unendrich  kleinen 

Wefth  K  -^  haben.     Dem  Winkel    9   entsprechen    hierfilr   die 


..  (51). 


m  WerUi« 

a — «+*«  o^a  +  3»  «— a  +  5»       a— a+(2ilt— 1)« 
0    ifc        ^0   *»  0    K  er  ^ 

m  m  m  fti 

Dieses  Oeeelz  trird  nnn  nicht  im  mindesten  alterirt«  wenn 
MB  sieh  de<  bekannte  Glied  A  der  gegebenen  Gleichung  immer 

o 

kleiner  «od  kleiner  werdend  denkt  Im  Augenblicke  des  Ver- 
ichwindeds«  Wö  man  die  Gleiehnng- 

ilÄ*+-rfa^+»+....  A  .tiHU^^-=tO    (52) 

erb&lt,  tednidren  «sieh  die  unendlich  kleinen  Quantitäten  der  eben 
betrachteten  m  Wurzeln  aeibst  auf  nnll.  Ee  gibt  also  unter 
den  n  Wttr2eln  dieser  Gleichung  m,  welche  gleich 
nail  eind» 

Eine  Gleichling  von  derFolin(5t>  enthält  aber  insofern  eine  Unbe- 
sümmtimt,  als  man  sich   den  Winkel  a  des  fehlenden  Anfangs- 

gliedee,  welches  (ät  keinen  Werth  dieses  Winkels,  sondern  nur 
fiir  den  aninlürten  Werth  seiner  Quantität   a  zu   verschwinden 

o 

vermag,  voll  jeder  beliebigen  GrCsse  denken  kann,  Rrerdnrch  wer« 
den  denn  ätich,  nicht  die  Quantitäten,  sondern  die  Winkel  (51) 
der  eben  tintersttchten  m  Wnrteln  in  demselben  Maasse  unbe^ 
stimmt.  Die  Analogie  hierzn  spricht  sich  hei  der  geometrischen 
Darstelinng  darin  aus,  dass  jetzt  die  beiden  Punkte  O  und  A  zu* 
samroenfaUen,  Irodurck  der  Nullpunkt  der  Anfangspunkt  jeder 
Korve  wird,  sddase  es,  ilAl  die  verstehenden  Gesetze  su  bewahr« 
btaiten,  wiUkähtfioh  bleibt»  w^efaen  Winkel  man  sich  unter  der 
CMsse  a  deMkeli'wettew 
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Alle  bisherigeo  Untenachiingea  haben  wir  auf  die  Be«r^ 
der  Kurve  basirt,  welche  sich  durch  die  Variatioo  der  Groi 
von  0  bis  x>  fär  ein  konstant  erhaltenes  q)  ergibt*  indem  dqq 
dieses  9  von  0  bis  2n  variirt  wurde.  Dieselben  Thatsacheo 
daneben  verschiedene  interessante  Beziehungen  stellen  sich 
aus,  wenn  man  jetzt  die  Bewegung  derjenigen  Kurve  beb 
welche  sich  durch  die  Variation  der  Grosse  9  von  0  bis 
ein  konstant  erhaltenes  r  erhält»  Indem  man  nun  r  allmählig 
0  bis  Go  wachsen  lässt. 

Dass  eine  jede  solche  Kurve  eine   in  sich  geschloaseoe 
muss,  welche  dabei  aber  verschiedene  ganze  Umwindungen 
Schlingen  bilden  kann,  leuchtet  sofort  ein»   weil   die  V^ertbe 
fi  und  /a  filr  9  =  27C  dieselben  sind,  wie  ftlr  9=0. 

Für  r=0  redusirt  sich  diese  Kurve  auf  den  Punkt  At  k 

man  hierfür  /i=acos«  und  f^z^aaiua  hat* 

00  00 

Bei  dem  letzt  beginnenden  'Wachsen  von  r  kann  man 
GrOsse  zuvOroerst  so  ungemein  klein  denken»  dass  alle 
gen  Glieder  in  den  Ausdrücken  fär  ^  und  A  ^egen  das  ' 
und  das  nächstfolgende  Glied  von  geringster  DunenaioD  vere 
den.    Ist  nun  x"*  die  niedrigste  Potenz  von  x  in   der  ge^ 
Gleichung;  so  hat  man  für  solche  sehr  kleine  Werthe  vonr 

^=acoso-f  or^GOsCa-l-m^)  .  : (53) 

Q         O      m  m 

/2=asina-f  ar"*sin(a-f ''<9) (ß^)- 

00»  <" 

Hierdurch  ist  eine  Kurve  dargestellt,  welche  sich  inn 
einanderfallenden  Kreisen  von  demselben  Radius 

um  den  Punkt  A  herumscblingt.  Die  wahre  Gestalt 
Kurve,  unter  streneer  Berücksichtigung  der  vernachlässigten  T 
der,  wird  eine  geschlossene  Spirale  von  m  Windungen  sein,  w( 
sich  nur  unendlich  wenig  von  der  Kreisform  entfernen.  Inner 
aller  dieser  Windungen  liegt  der  Punkt  2I,  und  da  der  Radius 
ser  Windungen  selbst  unendlich  klein  ist',  so  liegt  derNi 
punkt  O  nothwendig   ausserhalb   dieser  ganzen  Knrj 

Denkt  man  sich  jetzt  r  unendlich  gross;  so  venchwü 
alle  Glieder  gegen  das  höchste  a^  und  man  hat : 

/j  =  r"  cos  (n«f)    f^  =r"  sin  (ny). 

*  Hierdurch  ist  wiederum  eine  Spirale  damsleUt,  we)< 
si.ch  nun  aber  in  n  der  Kreisform  unendlich  nahe  bi 
menden  Windungen  um  den  Punkt  A  nerumsehliol 
Da  der  Radius  r"  für  diese  Kreisform  unendlich  gross  ist;  1 
muss  der  Nullpunkt  O  innerhalb  aller  jener  x  Vii 
düngen  liegen. 

Bei  dem  Uebergange  der  ersteren  unendlich  kleinen  kretf^ 
migen  Spirale  von  m  Windungen,  welche  den  Nnllpuokt  Ot^ 
schliesst,  in  die  letztere  unendlich  grosse  kreisÄnnige  Spiiw 
von  ft  Windungen ,  welche  den  NuUpimkt  eioschiiesst,  motf  ^ 
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dieser  Pohkt  im  GaiizeD  n  Mal  ood  auch  nicht  mehr  Mal  ron  der 
Knrve  getroffen  werden»  was  den  n  Wurzeln  der  gegebe- 
DCD  Gleichung  eotspricht 

Dm  dies  nachzuweisen,  kann  man  einen  dem  früheren  ganz 
ähnlichen  Gang  einschlagen.  Hierbei  zeigt  sich  sofort  dass  auch 
hier  keine  benachbarte  Kurve  för  r-i-dr  weder  mit  der  rorher- 
geheaden  för  r  einen  korrespondirenden  Punkt  gemein  haben,  noch 
sich  an  irgend  einer  Stelle  in  der  direkten  Richtung  ihres  da* 
selbst  liegenden  Elementes  fortbewegen  kann,  dass  sich  also  die 
erstgenannte  Spirale  in  stets  tlbereinaader  her  laufenden  Zileen 
erweitern  muss. '  Hierbei  können  übrigens  Spitzen-  und  Schlin- 
genbildoDgen  vorkommen.  Diese  stehen  in  ganz  ähnlichen  Be- 
ziehungen zQ  den  unmittelbar  vorangehenden  und  nachfolgenden 
Kurven  wie  die  frfiher  betrachteten  Spitzen  und  Schlingen.  Die 
Untersuchung  bieröber  wird  wesentlich  erleichtert,  wenn  man  auf 
Grund  der  beiden  Gleichungen  (12)  und  (13)  in  Erwägung  zieht, 
dass  jede  neue  Kurve,  wie  etwa  „.DiM^jSiPiEi„.  in  Taf.XII. 
Rg.  t9.  oder  Fig.  20.  4uf  allen  früher  betracnteten  Kurven,  wie  ACif 
^'0%,  AC^  in  den  Punkten  Mi,  iV|,  P|,  welchen  Ein  und  derselbe 
Werth  von  r  angehört,  normal  steht.  Hierbei  ist  die  direkte 
Richtoog  des  von  Mi  auslaufenden  Elementes  Mi  Ni  der  neuen 
Kurve  gegen  die  direkte  Richtung  des  korrespondirenden  Elemen-, 
tes  der  Kurve  AMiCi  stets  so,  dass  das  letztere  Element  um 
eineo  rechten  Winkel  nach  der  Seite  der  positiven  Roti- 
rong  um  den  Punkt  Mi  gedreht  erscheint.  Einer  Spitze  der 
Kurve  AC%  liegt  stets  eine  Spitze  der  Kurve  E^D^  direkt  gegen- 
über, wobei  die  eigentlichen  Spitzenpunkte  von  beiden  genau  in- 
eioaoderfallen.  Wie  sich  früher  Spitzen  nur  aus  den  links  herum 
schfvenkenden  Krümmungen  der  Kurve  ACi  unmittelbar  erzeu- 
ge» konnten;  so  kOnnen jetzt  nur  rechts  herum  laufende Krüm- 
mnoi^en  der  Kurve  £J|  £>,  unmittelbar  in  Spitzen  fibergehen.  Bei 
deu  bieraas  entstehenden  Spitzen  hat  man  den  wiederkehrenden 
Schenkel  stets  zur  Rechten,  wenn  man  die  neuen  Kurven 
D^Ei^D^E^^,  stets  von  Ein  und  derselben  früheren  Kurve,  z.B. 
von  ACi,  also  vom  Punkte  Mi  her  in  Richtung  ihrer  positiven 
Entstehung  durcbläuft.  Jetzt  geht  jeder  Spitze  D^^E^  eine  sich 
ene  zusammenziehende  Krümmung  Di^Ei  voian,  und  es  folgt  eine 
Schlinge  D^E^  nach,  und  es  findet  nie  eine  umgekehrte  Erschei* 
ouog  statt  Eine  solche  Schlinge  erweitert  sich  nun  bei  der  Be- 
^^Sui^S  der  Kurve,  also  für  immer  grösser  werdende  r,  mehr  uod 
meor,  ohne  an  irgend  einer  Stelle  eine  rückginsige  Bewegung 
aozanekmen ,  und  niuss  zuletzt  den  Ausgangspunst  A  aller  ILop' 
ven  mit  umschlingen  (Taf.XlI.  Fis.  21).  Nachdem  dies  geschehen, 
bat  die  Kurve  eine  ganze  Win  düng  um  den  Punkt  A  mehr 
bekommen.  Das  Verschwinden  einer  Schlinge  oder  ganzen 
Windung  bei  positiver  Fortbewegung  der  neuen  Kurve  liegt  nach 
den  obigen  Gesetzen  in  der  Unrouglichkeit.  Die  Zahl  derselben 
kann  sich  also  nicht  vermindern,  sondern  nur  vermehren,  bis  diese 
Anzahl  -nn  geworden  ist,  welche  den  unendlich  grossen  Werthen 
von  r  angehört  Da  eine  jede  dieser  zusammenMngenden  Schlin- 
gen oder  Windungen  sich  zuletzt  über  jede  Gränze  hinaus  erwei* 
tern  muss  und  hierbei  niemals  rückwärts  schreiten  kann;  so  folgt, 
ilasit  von  jeder  der  schliesslieh   entstehenden  n  Windungen  eine 
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jede  den  NoUpnekt»  alier  each  nur  da  mwdgn  Mal  tiefeo  mä 
Hierdurch  sind  die  it  Warzeln  der  Gleiehaag  Ten  aten  M 
nachgewiesen. 

Das  Zusaromenbllea  eines  Punktes  der  Kurve»   iroriii 
zwei  Windungen  Icreuzen,  entspricht  dem  Falle,  dass  zwei 
zeln  vorhanden   sind«  welche  bei    verschiedenen  W^rthto  t«9 
dieselbe  Quantität  r  besitzen.    Fällt  ein  Spitzenpu^U  d« 
Kurvej  welcher  zugleich    ein   Spitzenpiaikt   der    f^riUiereu 
int^  auf  den  Nullpunkt:  so  gibt  es»  insefern  di^sß  Spitze 
Eine  auf  null  reduzirte  Schlinge  vertritt,  »wei  voUUkoniiieD  gh 
Wurzeln* 

Wenn  das  bekannte  Glied  A  der  gegebenen  Ctlefchung 

null,  also  eine  Gleichung  wie  (52)  Rweben  ist ;  so  epriogt  aus 
mit  dem  Nullpunkte  zusammenfaltenden  Punkte  A  sofort  (i^, 
kleinsten  r  eine  Spirale  mit  m  Winduneea  hervor.    Dieser  ' 
ist. daher  als  die  Keduktion  von  m  solchen  Windungen  anxi 
Es  gibt  also  dann  m  Warzeln  eleich  null.    Die  fri 
wähnte  Unbestimmtheit  f((r  diesen  rall,  welche  darin  beraH 
mau  nun  den   W^inkel   o    des  bekannten  Gliedes  willkflbrl 

D 

oelniien  kaen,   was  e^entlich  m  Systeme  von  oneodiidi 
Wurzeln  von  der  Quantität  null  herbeiflUhren  mfisste,  sprici 
jetzt  darin  aus,  dass  sofert  m  ganze  Kr  eis  vm  fange  ai 
Nullpunkte  hervorgehen ,  und  derselbe  daher  wie  das  mfa« 
nnendlicb  vielen  Kurvenpunkten  zu  betmchlen  ist. 

Man  findet  leicht,  dass  sich  die  Spiralkurve  niemals 
früher  betraichtete  Kurve  in  einer  geraden  Linie  ansstreckeal 
indem  der  Werth  der   goniometrischen*  Tangente  des  Neif 
winkeis  ß'  der  BeruhrungsUnie  an  der  neuen  Kurve,  nämTK 

iangß'  =  .|?  =  -^=cotang/l (55) 

d^  dr 

mit  BeMgnahne   auf  die  Gl.  (36)  wohl  Rir  die  Verindeiii« 
nicht  aber  Ar  die  Veränderlicne  9  einen  konstante^  Wertbj 
nehmen  kann.    Da  man  es  also  jetzt  immer  mit  wahrbtfiea 
ven  zu  thun  hat;  so  sind  derartige  Erläuterungen,  wie  sie 
bei  den  Fällen  der  geradlinigen    Kurven  nothwendig  erscl 
lüer  ganz  ftberflfissig.    Es  werden  sich  demnach  mitteist  der 
ralkurven  auch    alle  reellen   Wurzeln    der  GleicbvBg 
reellen   Koeffizienten    auf  eine  ganz  unzwodeitige 
darstellen« 

Dagegen  ist  es  jetzt  möglich ,  dass  die  Spiralkurve  10 
reren    anleinanderfallenden    Kreislinien    zusammenl 
Wenn   der   vom   Nullpunkte    O   nach    dem   {kfittelpunkte  (iM 

Kreislinie  fahrende  Strahl  durch  Of^^^^eeosf-l-csin/.V^« 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  letzteren  AltttelpHBktes  ^ 
durch  ccosy  und  csin/  dargestellt  werden;  so  wflrde  der  fia^ 
R  des  fraglichen  Kreises 
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l?=  V  (/l  -  ccosy)«  +(/«— csiD^ö*  ....  (56) 

sein,  und   wenn    der    erwähnte   Fall    Oberhaupt  eintreten  sollte, 

mtote 

(/i  —  c  coay)*  +  (/«  —  c  siny)* 

«in  Aiudnick  sein«  welcher  Pahig  wSre ,  fflr  einen  sewissen  Wertb 
TOD  r  einen  Fon  7  ganz  unabhängigen  Wertn  anzunehmen. 
Entwickelt  man  nach  geschehener  Substitution  der  Funktionen  (är 
/*]  und  /^  aus  Gl.  (3)  den  vorstehenden  Ausdruck  und  ordnet  den- 
selben gehurig  nach  der  Grosse  9;  so  findet  man  leicht,  dass 

c=a,  y=«,  fl=0,  a:=zO,  a=0, n=0  ....  (57)' 

0  öl  2  S  n— 1 

die  nothwendigeu  Bedingungen  fär  die  Möglichkeit  des  vorstehen- 
den  Falles  sind. 

Hieraus    folgt,    dass    bei  jeder^  binomischen    Gleichung 

/<+x*=0,   oder    a«°^"'*  +  r"e"'''^'"*=0,    also    auch   bei  jeder 

Gleichane  ersten  Grades»  aber  auch  nur  bei  einer  solchen  Gl  ei 
chang,  die  in  Rede  stehende  Knrve  einen  Spiralkreis  um.  den 
Panlit  A  als  Mittelpunkt  bildet.  Dieselbe  geht  sofort  als  ein  n 
facher  Kreis  aus  dem  Punkte  A  bervor,  und  bleibt  stets  ein  solcher 
Kreis  vom  Halbmesser  R=r^,  Die  früher  betrachteten  Kurven 
iverden  (lir  diesen  Fall  bekanntlich  zu  lauter  geraden  Linien, 
welche  von  dem  Mittelpunkte  A  jenes  Kreises  auslaufen. 
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Bestlmmiuiir  des  integraht 

J   V7' 

Von  dem 

fHeim  Hofrath  Oettinger 

SU  Freibarg  i.  B« 


Bekanntlich  ist  ein  Integral  mit  positiTem  Exponenten  eleicb 
einem  Differenziale  mit  demselben  negativen  Exponenten  ond  am- 
gekehrt,  oder 

1)  y>0;r)-  =  (^/5r, 

Hieraus  bat  man  folgende  Beziehangen: 

Die  Darstellungen  3)  und  4)  dienen  zur  'Werthbestimmim^  its 
oben  vorgelegten  Integrals  und  zwar  dadurch,  dassman  es  auf  ein  In- 
tegral mit  ganzem  Exponenten  (hier  die  gewöhnliche  Integralform) 
zurOckfiihrt.     Man  ernftlt  sofort  folgende  zwei  Uebergangsformen: 


D5 


Umden Werth  vonS)  za  bestimroeo,  hatmanfolgendeDarstellun- 
KD  (St  DiSerenziale  mit  gebrocheneD  Exponenten  nOtbig,  deren 
EatiricktlaBg  keiner  weitem  Sctmierigkeit  vnteriiegt: 


6) 


?  - ?        e  s+!-iu 


7)         «:* (-)*!'  "     _  ^-^  ^U  '*^«y 

(ftr)«        l"        «"  •  ^(^' 

b  diesen  Darstellnng^n  ist  neben  cfer  K  r  a  mp'scben  Bezeichnung 
der  Fakultäten  l'U=  1.2.3....^  auch  die  vos  Legend re  r(x+l) 
=1.2^ ....a;  aufgebahrt,  well  dietfe  in  Deutscbland  mehr  gekannt 
zusein  scheint,  als  die  Kramp'sche»;  obgleich  die  Xe^en- 
dre'sche  dem  Begriff  von  Fakultät  in  keiner  Weise  entspricht 
opd  sich  auch  xur  weitem  Benutaung  in  der  Theorie  der  Fakul- 
^n  ganz  unbfaucbbar  zeigt. 

Behandelt  man  nun  die  erste  Form  in  6)  nach  7),  so  wird 

» 

da  l-ll»:;=r(i)=  V«  ist. 

Durch  Einfiihrung  dieses  Werthes  m  5)  entsteht 

Aus  der  zweiten  Form  in  5)  hat  man  nach  den  bekannten  Regeln ; 


A 


^_=^. 


Wird  dieser  Werth  in  die  zweite  Form  von  5)  elngefilhrt  und 
wird  dann  die  Gleichung  6)  angewendet,  se  entsteht 

Theil  XV.  29 
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weil  lli»=4V^=r(i+l)  ist. 

Hieraach  hat  man,  wie  aus  8)  und  9)  heirorgeht» doidi  vend 
dene  Behandlung  des  Integrals 


f 


v^ 


zwei  unter  sich  vergchiedeoe  IVerthe  für  dasselbe,  einen  imai 
ren  in  Verbindung  mit  Logarithmen  und  einen  reellen. 

Diese  verschiedene  Werthbestimmung  beruht  nach  dem 
liegenden  darauf,  dass  man  nach  S)  zuerst  dtfferenzirt 
dann  integrirt  und  andererseits  zuerst  integrirt  und ' 
differenzirt,  also  auf  einer  veränderten  Ordnung  und 
rung  der  vorgeschriebenen  Geschäfte. 

Setzt  man  nun  die  hier  begonnene  Behandlangsweise  fi 
erhält  man  folgende  Integrale  mit  gebrochenen  Exponenten 


10) 


/(ßx)\     v^Zi 


V^    'VTVT-  36/ 


»   0«)'  * 


V^ 


-  V^  Vl.2.3...r  i.2>5«...T*    / 


Ans  9)  aber  erhält  man: 

-TT' 

L2.3  ' 


J   V^  = 
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l«2«u.«..r 

Beide  Darstellungen  (10)  und  (II)  sind  besondere  Fälle  von 
folgtnden  allgemeinem: 


12) 


/r+?         r+C  1-1? 


Ldoavilleihat  das  Integral  /  ^-7=  im  Jouro.  d.  Tecole  polyt  T. 

XUL  Gab.  21.  Pg.  161  und  162  behandelt  ipd  nur  die  Gleicbung 
8)  und  den  ersten  Ausdruck  von  10)  gefunden.  Diess  kommt  da- 
her, dass  er  nur  nach  e  i  II  ef  Ansicht  die  Vorstehende  Aufgabe  unter- 
sudit  bat,  und  zwar  dadurch^  dass  er  zuerst  differenzirt  und  dann 
iolegrirt  Die  Möglichkeit  der  zweiten  Behandlungsweise  scheint 
er  übersehen  zu  haben.  Das  allgemeine  Gesetz,  das  hier  in  10) 
md  12)  angegeben  ist,  hat  er  nicht  entwickelt,  denn  er  blieb  bei 
^eo  2wei  ersten  Inte^raldusdrdcken  stehen.  Die  Ausdrücke  11), 
1^,  und  13)  finden  sich  in  dem  angefahrten  Werke  ans  dem  an- 
geregten Grande  nicht  vor. 

Sind  nnn  die  hier  gefundenen  Resultate,  wie  nicht  zu  bezwei- 
feln ist  und  wie  sich  noch  auf  andere  Weise  darthun  lässt>  rich- 
ä,  60  werden  die  in  3)  und  4)  aufgestellten  Gesetze  nicht  ohne 
e  Beschränkung  hinzunehmen  sein,  denn  es  kann,  wie  hier  vor- 
liegt, der  Fall  eintreten,  dass  die  Anwendung  desto  ihnen  liegenden 
^'Csetzes  auf  verschiedene  Resultate  fQhrt.  Hiedurch  wird  Folgen- 
des gerechtfertigt  sein. 

Die  Ordnung  im  Differenziren  und  Integriren  ist  nicht 
iminer  gleichgültig.  Sie  kann  auf  verschiedene  Resultate  ftihren* 
Die  in  3)  una  4)  liegenden  Gesetze  sind  daher  mit  Vorsicht  zu 
gebrauchen. 

Die  Angabe  der  Zahlenwertfae  des  Ausdrucks 

C(l,  2,  3....r)'-»  =  ^r 

io  der  Gleichnng  13)  und  der  Fakultät  l**!^  verursacht  bei  etwas 
buhem  Zahlen  viele  Mühe.  Wir  geben  hierüber  folgende  Zusam^ 
menstellang: 

29* 
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Ai  =1  w» 

A,  =U  l«i» 

4,  =S0  1*1»  = 

4,  =274  li»  = 

4i  =1784  W»  = 

A,  =130«  111  - 

At  =109684  l*i  = 

4i  =sl(»6576  1<I>  = 

4,0=10028640  l>o|i= 

4,i=iaOS438«0  iU|i= 

4ms=1486442880  11*I>= 

4u=:  19802759040  l"l>= 

4,4=283466647360  |Mti= 

4m =4339163001600  l^^'s 

4,«=70734282393600  l^\^— 

4,7=1223406690679200  \v\x=z 

4i, =22376988068521600  l»li= 

4,, =431566146617638400  li*l>= 


1 

2 


4m=8762948036761600000,    l*»li= 

Diese  Zafalenwerthe  wurden  auf 
berechnet  nnd  richtig  befunden. 


:24 

lao 

720 

5040 

:403a0 

362880 

3628800 

39916800 

: 479001600 

6227020800 

871I7829I300 

1307674368000 

20922789888000 

355687428096000 

6402373706728000 

121645I004088320QO 

2432902006176640000. 

zwei   verschiedene  Weisa 
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Beitrütre  kor  Theorie  der  4uadr|itl< 

sehen  Formen. 

Von  dem 

Herrn  Doetor  F*  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasium   zu  StraUnnd. 


Die  in  meiner  AbhaodlnDg  »»Beitrag  zur  Theorie  der 
qoadratischen  FortneQ^  (Urunert  Archiv  XIll.  pag.  106  ff.) 
eotwicicelten  Resultate  fuhren  znnSchst  zur  AuflSsung  dreier  Haupt- 
probleme über  die  TransformabilitAt  der  quadratischen  Formen, 
welche  in  den  Disquisitionibus  Arithmeticis  nicht  zur  Sprache  ge- 
kracht werden. 

Ettte  Aufgabe.  Slmmtliehe  Klassen  der  quadrati- 
schen Formen  von  bestimmter  Determinante  zu  fin- 
^€n,  welche  in  das  Produkt  «freier  gegebenen  Formen 
tran«forma4b«l  sind. 

Aufißsang.    IHan  bezeidbne  die  geg^enen  Formen  durch 

/^=(o,ft,c),  f^ia'fi^c"); 

ihre  Determinanten  darbh  dpd'%  Jka  grusste  gemeinschaftliche 
Maass  von  a,  26,  c  sei  m,  und  eine  ähnliche  Bedeutung  habem' 
in  Bezog  auf  die  Form  f ;  endlich  sei  B*  die  Determinante  der 
gesachten  Formen,  und  D  das  grusste  gemeinschaftliche  Maass 
von  dm'm\  d'mm.  Soll  nun  die  Aufgdbe  nicht  unmSglich  sein, 
50  Duiss  D  durch  D*  theÜbar,  und  der  Quotient  ein  Quadrat  sein, 
weasbalb  wir  D^D'kk  setzen,   wo  k  eine  positive  ganze  Zahl 
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bedeutet;  dies  Toraosgeeetzt,  muss  jede  in  das  Prodolct  Z/*^  tmni 
foHDabele  Fonn  jede  beliebige  aas  f,  f  aof  dieselbe  Wdse  xa- 
sammengesetzte  ronn    ei^ntlieh   einscnliessen ,   und   amf^eicebil 

g>isq.  Aritbm.  Art  239.  238^),  und  daraus  ergiebt  sieb  folgende 
usnng  unserer  Aufgabe. 

Man  sucbe  eine  beliebige  ans  f,f  in  Bezug  auf  beide  For 
nien  direct  zusammengesetzte  Form  F^  welcbe  die  Detenninaofe 
D^^iykk  baben  wird,  und  bestimme  die^Klassen  aller  Foraieo  F 
von  der  Determinante  />',  welcbe  F  eigentlich  einscfaliessen ;  £« 
Aufgabe  wird  biermit  vollständig  gelost  sein,  weon  /*,  f  in  def 
Transformation  ansP  in  ff  beide  direct  genommen  werden  sol- 
len.   Will  man  beide  invers  nebmen,  so  legt  man  eine  ans  ff 


auf  eben  diese  Weise  zusammengesetzte  Form  zu  Grunde,  and 
auf  &bnUcbe  Art  wird  man  sieb  verhalten,  wenn  eine  der  Fonaeo 
ft  f  direct,  die  andere  Invers  genommen  werden  soll. 

Was  aber  die  Aufjrabe  betrifft:  „die  Klassen  aller  Formen 
von  der  Determinante  U^  zu  finden,  welcbe  die  ge^bene  Foni 
F=z{A,B^C)  von  der  Determinante  D^kk  eigentlich  emscbliesseo", 
Bo  habe  ich  deren  Losung  In  der  am  Eingänge  erwähnten  Abhau<^ 
lung  gegeben.  Man  findet  zunächst  eine  endliche  Menge  von  For- 
men {A',B',0),  welcher  alle  die  Form  F  eigentlich  einschliessen* 
den  Formen  eigentlich  äquivalent  sein  mfissen,  und  es  bleibt  dann 
bloss  noch  flbng,  dieselben  in  Klassen  zu  bringen.  Die  Berech- 
nung von  A',  B',  C  wird  nach  folgenden  Formeln  gef&hrt: 


A'= ^ .    uB'=^  (mod.  AO ,  C=  ^^. 


9 


legungen  von  k  in  tu  za  verwerfen  sind,  fär  welche  B',  C  kn« 
ganzen  Zahlen  werden. 

Beispiel. 

/•=(»,  3,  29),  /'rriO,  2,  32),  rf=«£'=-252.  />=--252. 

Dfzsz^l  misst  D,   der  Quotient  ein  Quadrat,   nämlich  36,  ^^ 
A:=6.    Man  findet  F=  (4,2,64);  för  <=1,  tfc^6  wird 

i4'=4,  CJ?'52  (mod.  4),  0'=1,  3;  e=:2,  4  resp.; 

rar  t=%,  k=3  wird 

A'=l.  3»=!  (mod.  1),  B'=0,  C=7 

«Uo  erhSit  roao  die  drei  Formen 

(4,1,2);  (4Ä4);  aAT)^ 

welcbe  aber  nur  zwei  Klassen  bilden,  deren  ReprSsentanteo  (1,0,7); 
(3,1,4)  sind. 
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■ 

Zweite  Aufgabe-  Zu  beurtfaeilen,  ob  eine  gegebene 
Form  P*  in  das  Produkt  zweier  ebenfalls  gegebener 
Formen  /,  f  transformabei  ist. 

Auflösung.  Man  bestimme  eine  beliebige  aus  f,  f  direct 
ziuammengesetzte  Form  F,  so  z.  B.»  dass  beide  Formen  direct 
io  die  Composition  eingehen,  und  untersuche,  ob  F  unter  F* 
eigentlich  enthalten  ist;  jenachdem  dies  der  Fall  ist,  oder  nicht, 
nird  F*  va  ff*  transformabel ,  oder  nicht  transformafoel  sein ,  unter 
der  Voraussetzung,  dass  f,  f  beide  direct  in  dieser  Transfonna- 
tion  zu  nehmen  sind.  Um  zu  finden ,  ob  F*  auf  eine  andere  Weise 
'^ff  transformabel  ist,  wird  man  wieder  eine  aus  beiden  Formen 
aai  dieselbe  Weise  zusammengesetzte  Form  zu  Grunde  legen. 

h.  Dritte  Aufgabe.  Die  Form  F  ist  in  das  Produkt/*/" 
aaf  bekannte  Weise  transformabel;  man  ^ucht  sämmt- 
liche  darauf  Bezug  habende  Transformaltionen  aus  F* 
in  ff. 

Auflösung.  Man  suche  eine  beliebige  Form  F,  welche  aus 
fi  f  eben  so  zusammengesetzt  Ist,   wie  F*  in  ff  transformabel. 


({nadratiques,  Archiv  XIII.).  Bestimmt  man  nun  alle  eigent- 
lichen TraDsformationeii  aus  F*  in  F,  deren  Inbegriff  durch  a,  ^, 
y,  d  bezeichnet  werde  (Archiv  XIII.  pag.  105  ff.)»  und  macnt 

q^yp  +  djr,     q'=:;^+d9',     q"=yp-+dv^     q^'^XP^'+^y'^ 

so  wird  p,  p',  p",  p**;  q,  q',  q",  q"*  der  Inbegriff  aller  der  Trans- 
foimationeD  aus  F  in  ff  sein,  fiir  welche  f,  f  auf  die  bekannte 
Art  genummen  werden. 

Der  Beweis  fClr  dieses  Verfahren  folgt  aus  den  im  Art.  239. 
der  Disq,  Arithm.  angestellten  Betrachtungen,  die  hier  nicht  wie- 
derholt werden   sollen. 

Die  folgenden  Untersuchungen  beziehen  sich  auf  die  Zerlegung 
einer  (j^uadfatischen  Form  F  in  zwei  andere  f,  /*,  deren  eine  ge- 
g^n  ist,  während  dhs  andere  gesucht  wird ,  wobei  alle  drei  Fer- 
nen dieselbe  Determinante  haben. 

h  Lehr  Matt.    Wenn    die    drei   Formen  F,  /, /^  die 
selbe   Determinante  !D  haben,   nnd  Fin  das  Produkt 
ff  durch    die    Substitution  p,  p',  p",  p'";    q,  q\  y",  q"* 
traosformabel  ist,  so  wird  f  in  das  Produkt  aus  F  und 
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.-.   ^«Igegengesetcten  von   ^  ilnrch  die  Sobaiitation 
ix  |i%  /*>  — P*;    7»  — /»t  — ^',  ff'  tra»8<0rinabel  seto.*) 

Beweis.    Es  sei 

Da  F  iB  //*  transformabel  ist,  «ad  «üe  drei  Formen  dieselbe  De- 
temiinaiite  haben,  so  e^tiren  die  folgenden  nenn  Gleichungen. 
(Disq.  Arithm.  Art.  235w) : 

p'^^-q'p'^—dy    p«'^--^>'^=c;    vV'-W"—^- 

Nun  folgt  ana  diesen  Gleichangen : 

9>-9ip'=«,  ^'j^-^j^'^J,  -jy'+ap«'=l^-*.  -PV+P9' 
=Ä  +  6,  py-^-^ssC,    4fp'-^*'ffv=xm%  pq'^^qp'*^^, 

ieklieb  ist  (a',  V,  d)  in  das  Produkt  der  Formen  {A^B^Ci,  (a, 
-^6»  c)  mittelst  der  im  Lehrsatz  gesagten  Sabstitation  tiansfor- 
mabel  (Disq.  Aritfam.  art  235.). 

.  Umgekehrt»  wenn  Ta',  6^  &)  in  (y4«ß,C7)X(a,-^6«c}  traosfor- 
mabel  ist,  so  wird  (A,ß,C)  in  (a,64c)X(a^6',cO  tmansforroaM 
sein. 

2.    Es  seien 

drei  Formen  von  derselben  Determinante  D,  M  das  grusste  ^ 
meinschartliche  Maass  zwischen  il,  iB,  C  und  m,  mf  haben  eine 
ähnliche  Bedeutung  in  Bezug  auf  die  Formen  f,  f.  Wenn  dsd 
Faus  f,  f  zusammengesetzt  ist,  so  hat  man  bekanntlich  M=ma^'i 
ferner  wird  auch  M  gegen  m'  prim  sein,  da  />,  die  Determinante 
der  zusammengesetzten  Form,  das  grosste  gemeinschaftlicfae 
Maass  zwischen  Din'm\  Dmm  sein  mnss.  -*  Sind  also  F,  f  ^ 
gsbene  Formen  von  derselben  Determinante/),  und  man  willfioe 
Form  von  ebe^i  dieser  Determinante  finden»  aus  deren  ZusamuieP' 
Setzung  mit  /  die  Form  F  resultirt,  so  muss  M  durch  tn  tbeii- 
bar ,  und  der  Quotient  gegen  m  prim  sein.  Diese  Beinerkan? 
rechtfertigt  die  Beschränkung,  welche  wir  in  der  nächsten  Auf- 
gabe machen  werden. 


*)     Es  wird  Ton  jetzt  an   nur  der  Haiiptfall  betrachtet,    wo  bei  der 
«    Ziitianiiiicueetxung  oder  Transformalion   die  Formen  direct  geoommeo 
werden. 
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3.  Aufgabe.  F ^{AtB^C)^  fz=:(afb,c)  sind  zwei 
gegebene  Formen  von  derselben  uetermioante 
));   M,    m    die    grossten    gemeinschaftlichen     Maasse 

von  Af  2B,  C;  a,  ^b,  c  resp.^    und   —    ist    eine    ganze 

Zahl,  prim  gegen  m;  man  sucht  die  Klassen  aller  For- 
men Z'  der  nämlicben  Determinante  D,  aus  deren  Zu- 
sanmensetzun'g  mit  f  die  Form  F  resultirt. . 

Auflosung.     Man    bestimme    die    Klassen    alier    Formen 

f*=(afy  b\  d)  von  der  Determinante  D^    welche  in  das  Produkt 

der  Formen   F,  Ta,^ — 6,  c)  transformabel  sind  (erste  Aufgabe), 

Dod  behalte  nur  diejenigen  bei,  für  welche  aS  ^\  ^  dasgrösate 

HS. 
gemanschaftliche  Haass  — ^=zm*  haben;  klassifizirt  man  die  letz- 

tii 

teren,  so  wird  die  Aufgabe  gelSst  s€iio. 


Dem  d|L  f  in  das  Produkt  Fxfa^  -— A,  e)  transformabel  ist, 
so  moss  F  in  fx{o^bye)^e:ff  transformabel  sein  (erster  Lehr- 
satz); nan  ist  aber,  da  mf  gegen  m  urim,  die  Determinante  von 
F,  nämlich  />,  das  gr^sste  gemeinscnafUiche  Maass  von  Dmfm'y 
Dmm^  folglich  F  aus  /*,  f  Zusammengesetzt.  —  Umgekehrt,  wenn 
f  mit  f  zusammengesetzt  F  hervorbringt,  so  muss  f  in  F 
X(a,  —4,  e)  traDMornudbel,   und    dais  gemeinschaftiiche  Maass 

von  o',  W,  d  noth wendig  fflelch  —  9ein;   folglich  giebt  es  keio^ 

wi 

Klassen   von  Formen   /*,    welche  durch  das  gelehrte  Verfahren 

nicht  gefnadf  n  wflrden. 

In  Bezng  auf  die  Anwendung  dieser  Regel  werden  noch  fol- 
gaide  BeBawnmgeo  von  Notzen  soin. 

Um  die  Formen  f  von  der  Determinante  D  zu  finden,  welche 
iD  Fx(Af  -**-^>  «)  tnmslormabel  sind,  bat  man  zunächst  F  und 
(a,  — A,  c)  zusammenzusetzen.  j>ie  TesuUirende  Form,  welche 
ofeabar  die  Determinante  Dmm  haben  wind»  heisse  ^=(%S»<C). 
Hierauf  sind  die  die  Form  R  eigentlich  einschliessenden  Formen 
voD  der  Determinante  D  zn  D^shmmen.  Za  dem  Ende  hat  man, 
»=te  gesetzt, 

«'  «|,      »t'=«y  (med.  a'),  6'6'-aV=/>, 

Das  grosste  gemeinschaftliche  Maass  von  21,  223,  C  ist  bekannt- 
lich abai^mam\   »ithb  sSnd  X,  2J&,  C  sämmtlicb  durch  wm 
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theilbar,  also  auch  —  eine  ganze  Zahl*);    hieraus  ergiebt  i 
daes 


a     »     o^      ^      _ 
U '    tu*    tu'     uu*     mu 

ganze  Zahlen  sein  werden ,  welche  Zerlegung  von  m  in  (vii 
wandt  werden  möge.    Nun  hat  man 

Ä'S— (med.  —  ), 
folglich 

m    '  '^  u 

wo  fjlr  Q  die  Zahlen  0,  1«  2,....tc*— 1,  oder  überhaupt  alle  i^ 
M  incongruenteo  Werthe  zu  nehmen  sind»  und  man  findet 

c'=  ^  +  !«»  +  «2? , 
iftf       mu    '    mm 

folglich  sind   o',  b',  &  für  jedwede  Zerlegung  ¥on  m  gaoze 
len.    Die  Berechnung  reducirt   sich    somit,    nachdem  die 
5=(%23><Q  gefunden  worden,  auf  die  folgenden  ForroelD: 

*  <^ '  m      '^  I« '  tftt       um    • 


wohei  zu  bemerken,  dass  &  auch  nach  der  Formel  d^—^ 
gefunden  wird,  wenn  nur  af  nicht  verschwindet 

Unter  den  auf  diese  Weise  berechneten  Formen  («'» ^'».^ 
deren  Menge  offenbar  der  Summe  aller  Theiler  von  « ^ 
kömmt,  sind  diejenigen  auszuwerfen,  fär  welche  das  grui«^^ 

meioschaftliche  Maass  von  a',  26',  &  nicht  gleich  —  ist,  ud 

"  m 

fibrig  bleibenden  in  Klassen  zu  bringen. 

Zu  bemerken  ist  noch ,  dass ,  wenn  m  =:  1 ,  d.  b«  /'eine  ^ 
lieh  primitive  Form  Ist,    die  Form  S  die  Determinante  D  en^ 


^)  -^  ist  ebe  gaose  Zahl,  folglich  ^  ebenfolU,    weon  m  lUj 


H| 


vesn  aber  m  gerade,  «o  hat  man  —  =,  ,    mithia  ^    wiedrftf 

I9ISI      1  Sl 


eine   ganse  Zahl. 


-Sil« 


J 
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folglich  mit  f  eigentlich  flouivalent  ist,  was  auf  folgenden  im  Art. 
*249.  der  Diso.  Arithm.  auf  anderem  Wege  gefundenen  Satz  föbrt: 
„Wenn  F,  f  vk€\  Formen  von  derselben  Determinante  sind,  de- 
ren letztere  eigentlich  primitiv,  so  giebt  es  immer  Formen  der 
Dämlichen  Determinante,  aus  deren  Zusammensetzung  mit  f  die 
Form  F  resultirt;  aber  sie  gehören  alle  in  eine  Klasse,  in  wel- 
cher sich  auch  die  aus  F  und  der  Entgegengesetzten  von  f  zu- 
sammengesetzte Form  befindet 

Beispiele. 

1)  F=(12,  6,  24).  f=:Li:i,  0,  84),  />=-262. 

Hier  ist  M^\^^  m=3,  also  ffi'=4.    Man  findet 

5=(36,  ^54,  144), 

daraas 

(a-,  6',  cO=:(4,  -18.  144);    (36,  --18,  16);    (36,  -6,  8); 

(36,6,  8). 

Ffir  alle  diese  Formen  ist  m'=4;  auch  gehören  sie  in  verschie- 
dene Klassen,  deren  Repräsentanten 

(4,  2,  64);  (8,  2,  32);  rS,  -2,  32);  (16,  2,  16) 

sind.  , 

2)    F=(20,  5,  -30),    /'=(6,  -1,  -104),  /)=625. 

Hier  ist  lf=10,  nt=2,  also  m'=S.    Man  findet 

5^=020.  -70,  20), 

daraus 

(c',  b\  c')  =  (30,  -36,  20);  (120,  —36,  6);  (120,  25,  0). 

Die  erste  und  dritte  dieser  Formen  sind  zu  verwerfen,  also  bleibt 
(120,  —35,  5),  welche  mit  (5,  26,  0)  eigentlieh  äquivalent  Ut 

4.  Lehrsatz.  Indem  die  in  der  vorigen  Aufgabe 
angegebenen  Bedingungen  beibehalten  werden,  so 
giebt  es  immer  mindestens  eine  Klasse  von  Formen, 
aus  deren  Zusammensetzung  mit  f  die  Form  F  her- 
vorgeht 

Beweis.  Wenn  die  Form  ^=(3I>  ^,  €)  nicht  schon  so 
beschaffen  ist,  dass  -mf  *  -iff  relative  Primzahlen  sind,  so  be- 
haupte ich,  dass  man  immer  eine  mit  S  eigentlich  äquivalente 
Form  finden  kann,  fdr  welche  diese  Bedingung  Statt  hat.  Es 
tiod,  um  dies  darzutfaun,  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 
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L    S  ^^  AU*  ^ner  eiqeotlicb  primitiven  Form  (JPs  JSfi,  C^ 
ab{i;eleilet.    In  diesem  Falfe  ist 

^^'L^  »^=ife'   ^^— 


Durch  die  eigentlich  primitive  Form 

Icunnen  nun  unendlich  viele  Zahlen  dareestellt  werdes,  welche 
gegen  jede  gegebene  Zahl  nrim  sind  (Disq.  Arithm.  art  228.), 
und  man  kann  annehmen,  aass  die  Wertbe  von  x  und  y^  mit 
Hülfe  deren  dies  geschieht«  relative  Primzahlen  sind*);  es  sei  also 

1l%a  +  2J&<*ay  +  C^=2l^   prim  g^S^^  TCfluf ' 

a  prim  gegen  y\ 

durch  die  Substitution  a,  ß,  y»  ^>  RIt  welche  aö^Pf^sl,  wird 
man  (3(^  Jl^^,  €^)  in  eine  eigentiich  äquivalente  Form  pi^,  tfi'. 
€9^  verwandeln  y  und 

werden  ebenfalls  eigentlich  äquivalente  Formen  sem.  Jetzt  mussM 

relative  Primzahlen  sein.    Denn  hätten  sie  einen  PrimGictor  ge- 
mein, so  würde  denelbe  in 


*)■  Wäre 

prim  gegen  Hie  gegebene  Zahl  Z,   so  data  «  and  y  da«  gr.  gem.  Maan 
^  hauen 9  lo  iwQrde,  ars./««^,  y^^/*Y^  ^eaetst, 

cbettfaih  prim  gegen  Z ,  «•  prim  gegen  f  aein. 
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anfgehen,  während  3(^  prim  'gegen  ^nnr  gebommeil  wurde.  Also 
ist  5'  ^0®  Form  von  der  verlangten  Eigenschaft. 

II.    S  *^*  äug  einer  uneigentlich  prfmitrren  Form  (31^  2^  C^ 
abgeleitet    tu  Aewrem  Falle  »t 


Dnrch  die  Form 


Äo^sp^yio^,^, 


werden  Zahlen  dargestellt ,  welche  gegen  jüf^  prim  smd,  so 
dassofsaa,  9=y  keinen  gemeinschaftlichen  Faktor  hahen;  eine 
solche  Zahl   sei    ^TSf^.    Transformirt   man  nan   (310,  J)o,  ^o) 

dBnb  die  Snbstitntion  «,  /3»  y,  A,  fiir  welche  od— ^s:l,  in  (3(<^, 
Ä%  €<>*).  so  sind 

5  und  (j-Äfm^o',    -üfmÄ^  |^ilfin€0') 

ogentUch  äquivalente  Formen,  und 

relative  Primxablen,  da 

ist.    Die  Form  von  der  geforderten  Eigenschaft  ist  also 

(^üfma%    \Mmlb''\  ^il/m€«0. 

Da  min  jede  mit  S  eigentlich  äquivalente  Form,  ebenso  wie 
S  selbst,  aus  /*,  f*  zusammengesetzt  ist»  und  in  der  Aufgabe  3. 
jede  beliebige  aus  /*,  f  zusammengesetzte  Form  zu  Grunde  ge- 
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Itgt  vrtfden  durfte,  so  sei  ^=sC2l,  2>  C)  eine  Form  der  Art« 
dass  Tjf^»     jf  keinen  Faktor  gemein  haben. 

Dies  vorausgesetzt,  wird  unter  den  in  3.  sefandeneii  Formeo 
immer  diejenige  mit  /*  zusammengesetzt  F  geben,  welche  durch 
die  besonoeren  Werthe  t=zm,  «=1,  o=01ierYorgebt,   o&miicli 

die   Form  (— r*   «»  ^)»    ^  ;i:i »  "IT  *    C   das   grosste    ge- 
fiun       fit  ntm      tn 

meinschaftliche  Maass  m'  haben.*) 

Uebrigeos  iHt  zu  bemerken ,  dass  man  solche  Werthe  von 
Tzsza,  y=Y»  ^^^  deren  Hülfe  die  primitive  Form 

einen  Werth  erlangt,  welcher  gegen  eine  gegebene  Zahl,  oder 
dereo  Hälfte  prim  ist,  nach  einer  bestimmten  Methode  findeo 
kano,  worüber  art  !i22B.  der  Disq.  Arithm.  zu  vergleichen« 

BeispieL    kt 

F=:(I20,  -70,  20),  /^=(6,  --1,  -.101), 

wo  Z>=625,  Af=10,  in=2,  m'=5,  so  findet  sich5=(120,  —70,  20) 
aus  der  uneigentlich  primitiven  Form  (12,  — 7,  2)  abgeleitet;  und 

da  -g—,  -jg-  deo  Factor  2  gemein  haben,  so  ist  S  ^^  trausfor- 
miren.    Zu  dem  Eode  ist 

i 

prim  gegen  50  zu  oebmeo.  Dieser  Bedingung  eenflgen  a=d6,  y=&\ 
ß,  8  KSLüü  man  resp.  =1,1  setzen;  dadurch  kommt 

(2%  Ä%  €»0  =  (O2,  5,  0),  5'=(620,  50,  0); 

folglich  /*=(155,  25,  0),  wofKr  man  die  Reducirte  (5,  35,  0)  an- 
wendeo  kann. 


•)    £•  ist 

mmm'     Mm^    mtn*      m  ' 

foli^lich  tn'  das  ^^röstte  reineinschaftliclie  MiiaM  von  — ,   -— ;  oiid  dt 

°  nun      m 

daiaelbe  in  C    aufgebt,    indem  C  durcb  Mmszmmm*  theilter  iiC.    lo 

iirird  OB  anrh  das  gr.  gem.  Maaat  Ton ,    -^  ,  £  lein ;    q.  e.  d. 

MSS         Sl 
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5.  W«im   man.  die  Form  .  ^  =  (31,  2,  C)  so  wfthlt,    das« 
jg-,    -jr  keinen  Faktor   gemein  haben,   so  gewährt  dies  den 

Vortheil,  dass  man  die  Menge  aller  derjenigen  in  3.  anfgestellten 
Formen,  welche,  mit  f  zusammengesetzt,  F  geben,  a  priori  be- 
stimmen kann.  Zur  Abkürzung  bezeichne  man  den  Com^lex  aller 
in  3.  aufgestellten  Formen  durch  Sl,  den,  Complex  derjenigen 
DDter  ihnen,  aus  deren  Zusammensetzung  mit  f  die  Form  Jr  resul- 
tirt,  durch  ox 

kt  fzsz(af,  b',  cO  eine  Form  aus  i^,  so  hat  man 

.    c'         2  225  € 

nod  eine  solche  Form  wird  in  co  geh5reo,  sobald  diese  drei  Glie- 
der keinen  Faktor  gemein  haben. 

Diese  Bedingung   erfordert,    dass  u  gegen  das  dritte  Glied 
piim  ist,  da  -jg-  den  Faktor  u  enthält.  —   Umgekehrt,    wenn  u 

liegen  das  dritte  Glied  prim,  so  haben  die  drei  Glieder  keinen 
gemeinschaftlichen   Faktor.    Denn  hätten  sie  einen  Primfaktor  » 

gemein,  so  konnte  derselbe,  da  er  -^  und  jg—  nicht  zugleich 
nessen .  kann ,   in  -sg-  nicht  aufgehen,  musste  u  messen,  was  un- 

möglich.    Noch  wird  bemerkt,  dass  jg— »   u  keinen  Faktor  gemmn 

2^ 
baben,  indem  u  ein  Theiler  von  -n    ist. 

Setzen  V  wir  also  zur  Abkürzung 

Mm-^"^*  Mm—'^'     Mm--^' 

Qnd 

80  ist,  damit/'  in  den  Complex  cd  gebore,  nothwendig,  und  aus- 
reicikend,  dass  Z  und  ti,  oder,  was  hier  gleichviel  gilt,  31^Z  und 
tt  I  keinen  Faktor  gemein  haben. 

6.  Die  Aufgabe,    q  der  vorhergehenden  Bedingung  gemäss 
ZQ  bestimmen,  läset  sieh  vereinfachen,  wenn  man  von  der  Gleichung 


aotgebt»  wo 

ist    Dabei  sind  folgende  Fälle  £ii  vntersebeiden. 
1)    WcBD  Jb*t  getade  ist,  so  hat 


und  findet  die  sämmtlieheD  Werthe  von  ^  unter  k,  welche  Z  prim 
gegen  u  machen,  nach  folgender  Regel»  deren  Grond  leicht  er- 
hellt.   Man  bestimnie  alle  Werthe  Ton  x  zwischen  —  o  «      ond 

1  Dfl 

+  ^u,  für  welche  z* — jg^  prim  gegen  ti  wird,  hierauf  fSr  jedeo 

derselben  eine  entsprecheode  Zahl  q  mittelst  der  Congruenz 

VQ=t--^»t  (mod.  u) 

zwischen  0  und  u — 1  incl.  Der  Werthe  von  ^  sind  also  eben  so 
viele,  als  der  von  z. 

2)  Wenn  25' t  ungerade,    u  ungerade,    so  suche  mao  alle: 

1  1  ADfi 

zwischen  — ^u  und  +5"«,    so   dass    i* jg^   prim  gegen  > 

wird,  n»il  bestimme  die  jedem  einzelnen  t  entsprechende  ZaU^ 
ans  der  Congruenz 

221V=2— £'<  (mod.  u) 

zwischen  0  und  u-^l  incl.,  welche  Aofgabe  immer  mOgReb  iühI 
bestimmt  Ist.  Der  Werthe  von  q  sind  wiederum  ebenso  viele 
als  der  von  z. 

3)  Wenn   J&'t   ungerade,   u  gerade,   so  kann  Z  ffir  keioen 

AD 

Werth  von  ^  prim  gegen  u  werden,  sobald  jg^^l  (mod.  8.)i  da 

AD 

dann  Z  stets  den,  Faktor  2  enthält.  —   Ist  aber  jg^  ^5  (mod.  8) 

fat  welchem  Falle  Z fiir  jedeS  ^  uni^erade  wird,  so  bestimme nan. 
ti=:2iütt^   gesetzt,    wo  u'   ungerade,     Zunächst  alle    z   zwischen 

—  g-  tt'  und  +  5"  tt',  welche  z* ySf  prim  gegen  u'  machen;  diese 

Werthe  seien  x\  t",  z'^  etc.,  ihre  Anzahl  (.  Sucht  man  bieraof 
den  jedesmaligen  Werth   von  z  unter  tc,    welcher  je'  einem  der 


Weitlp9  «f»  1^»  s?  «to«  Mcl^  :4e«i  fiod;  ^  mA  ie  einer  oDgemdes 
Zaiil  unter  w^  n^cii  i&<n  niAJt  ^  oongruant  Wj  «o  hat  man  all« 

sontei  ify  i&r  Welche ij/ 2^^ -Http J   gaoat   vnd  prim  gegen  ic 

irird.    Die  Menge i  der eelben  ist  {2^*^^  Endlich  wird  man  za  jedem 
X  iwd  ISWthe  ?on  'q  onter  w  nittebt  ider  Congra^t 


32l>sx— 0»'^  (med.  ai) 

finden»  so   dase  also  die  Gesammtmenge  aller  Wertbe  von  ^  In 
"        Falle  gleich  2^  tat 


7.  Die  drei  vorhergehenden  F&Ue  i&hren  alao  nur  aof  eine 
Aufgabe  zurflcfc^  n^lich  idle  Werthe  von  s  zwischen  —  s-nund 

-f  Q  n  zn  finden,  f&r  welche  .s*—- 1/  prim  gegen  «wird.*)  Die  Anf* 

lumnig  derselben  beruht  auf  dem  leicht  zu  beweisenden  Satze : 

« 

nisten  da«  Produkt -der  Zahlen  vf^  u",  nP  etc.,  iv«lcbe  paar- 
weise prim  gegen  eioander  sind;  bedeutet  dann  s'  jedweden  Werth 

TMS  anriscben  •^xm^    vnd    +^nf,    fBr  welchen    x^*^JL  prink 

1 
gegen  9f  wird,   i*'  jedweden  Werth  von  'r  zwlucfaen  — ^  t«"   tmd 

J  .      ,      i  .X 

+  2'*''»   '^i'  welchen . i'r-'X  prim  gegen  »'^  wird,   n.  s«  f.,  und 

Bifflmt  man   endlich  z  zwischen    —  &0  nnd  -|-ä«  so»  dass  esden 
Zahlen  z',  x'%'^iq4  Hacb  den  Moduln  ti',   vf*,  resp.. cengitaent  wird, 

•0  ist  s  der  labegr^  aller  Wefth/B.  zwischen  -^d^  wd  *f  j^«,  filr 
wdehe  i*^Xr  pHto  gegen  tc  wird.'* 

* 

Hieraus  folgt  ferner:  Ist  t^  die  Menge  der  i',  f*  die  Menge 
5?r  r",  IT'  die  Men^e  der  *"^  etc.,  so  wird  das  Produkt  {*£"£"'  ^tc 
<i*e  Menge  der  %  sera^ 

Man  denke  sieh  nun  statt  Uf^  u",  i^"  etc.  die  Potenzen  der 
Pmnfaktoren,  in  welche  u  aufgelöst  werden  kann;  es  s^i  u'zszp^, 
utp=r'i,  so  kann  man,  damH  x^— £  prim  gegen  2^  t^erde,  für 
i  onr  gerade,  oder  nur  ungerade  Werthe  setzen,  je  nachdem  L 
resp.  QDgerade  oder  gerade  ist,  [folglich  i!z=,i^-K  Ist  p  ein 
»gerader  Primiaktor,  nnd  L  ein  Nicbtrest  desselben,  so  darf 
■«'  2  jeder  beliebige  Werth  zwischen,  den  obigen  Grunzen  gesetzt 
^erdeo,  folglich  tT^p^^    Ist  L  durch  p  theilbar,  so  müssen  alle 


*)    In  pnUa  Falle  Ut  ^=k~*    '"  '^  beiden  andeta  ^=:-^  t 


^  <«  lelitsa  Falls  nbeidie«  n'  an  dl«  Stelle  iren  »  «e  istaea. 
THtil  XV.  30 
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t  jfflm  gegen  >s^;'  fel^HA  X^^^ip^^t'  Ut  ^dKh  £ 
Rast  -VOD- 1^   (dttiieft   }i  iiiebt   tteimf),    «6  ImC'  ^  CMgrneiit 

also  2p*-»  WiPrveb  xir^idiMl  -^f  pff  iWmI  +yp'>.'  MsEch 

Hiermit  ist  die  Menge  aller  s  BwüHhen  -m  >^  mid  *^'  5-  b  , 

folglicli  auch  die  Menge  aller  d  zwischen  0  und  u*-!,  iur  welche 
Z  pyii^if  ge^ien-M'Wlrd,  vonkof^meti  I^Hnitiit: 

Beispfeh    Min'  siictit  alle'9  unter  Wi  (3r  welche 
prim  gegeä  «0  Wliid:  ^le»  tet  ' 

als^ihat  4BlUi  den-  dritten 'iFall  dest  voHg«n  Paragraphen.  >  Die  Om* 
gnienz  z« +275=0  (mod.  3.)  bÄt  die  Würzet  2=~1,  +1;  275 
3i^f:h  5  theil^v  fo)ftl'>ch  .F^Oj(«Md.  3.)  obd  ^—2,  *--i,  +1, 
-f  2  (moft.  5.)  und  ^1,  3  (mod.  4.);  mithin 

•'...•!  .-    ..    .'■.  .•.-zra+S^  ±9,  db2ts-±27-? 


^m2,  ;6,  U^  M,  <17»i  20^  25^  Vki^X,  Vb'i  41,  44,  47»  60/  5»,  SS 

•  8i  les<  s^i  \ftttn  Tit^PQ,  ^vM'P;  Qrelatfve  PtfilizaMai  sind. 
Wie  feicht  erheiß»  findet  man  ajl^  Theiler  von  fn\  ivenn  mu 
jeden  Theiler  von  P  mit  Jedem  Tneiler  von  Q  als  Faktor  verbin- 
det. Die  Theiler  von  P  seien  p,  p%  p'  etc.;  die  Theiles  von 
Q;  ifi  q\  a"  etc^;^  ferner 'bezeichne  n^an  die  Mengen  der  Potmea 
im  Conipiex 'to;*^'dcrife^'den  The^t^rnp»    q  von  m  entspfecben» 


formen  au^i  cd,  weiche  auren  Anwendung  der  ineiler  op,  ep\ 
qp"  etc.  entstehen .  Ist  offenhariy(S+^''+r..) :  eben  i^öVcl+V+f") 
qie  Menge  aller  Förni^n  'aus  o^  welcoe  durch  Anwendung  der 
xhcffer^j»,  •^^^^>?',,etd^llerv.orJ;ehen  u.  s.^w.^  folgf! 
Min^  der  sämnit liehen  Forfneh  in  ^  '  .  , 


ich  die 


Eine  ähnliche  Formel  erhält  man,   wenn   m  aus  mehr,  als  sfrei 
Faktoren,  besteht»  und  wir  gelangen  zu  dem  Satze: 

'  '    „Es  sei  m  das  Prödulct  beliebig  vieler  Faktoren  P,  Q,  RetCt 
welche  yAanveiaevprin  gegeneinander  «ind.  •  BetekhMI  tnan  Ae 


ilft 

HtafoiillUeijiiiorineM  ühtfü^  iMdM  dtnreh' Aurvrvnloiig  ler'stinmt- 
MnA  Tbemnvbiip;  4«r<  von  Qy  Uler  vMi  /2«tb.  mmMviinj/vefiM^. 
durch  S»  IT,  6  etc.«  «lie  Menge  aller  Votmeu  \n  m'iüierbmpt 
durch  u,  so  ist  u  =  SH9  etc." 

9.  Man  denke  »ich.  jetzt  nnter  P,  Q,  R....  die  Potenzen  der 
Mmralt0tm«jin'Weldi^'ifoUiiftelüst'^^  känni  so  däsH  J^S* 
(»sOHfirgi^tirt/Wtili  miiilgkTäu^pQzä:^,  Ä=W,....,  umt  1lllte^ 
Mi^ide^'ftlgenfte'iFilfo.-''   '•■'    '•'»•»;*:-••'       

If  i^/ seien  beide  eiffßntlicItpiiikiWven  Fonneo  deririrt.  In  welchefti 
Falle -^^f|^^.g^|  ^nze.  Zahlen  8ind[;  di^  )^ormeix  in  »sind 
ebenfalls,  ana  eieentUchen  Form^k*  deriyitt 

U<  .i^^s^ai^.^i^ef^imeiffeiitUcbe^, /aoi^^  ei|{ent|ichen 

Form  denvirt    Dann  sind  die  Formen  m  od  au&  uncägeiutiicbe^  Fpfw 

inen  derivirt|  ferner  ^;^g^  -^i^nze  Zahlen,  die  latztere  congnient 

l(mod.  4),  Ä'  ufgpfWer'Wfe'o^f  "5Jr==7pfl  ^)  »  «®  mnss  — 
gerade,  also  m,  welches  pnm  gegen  —    Ist»  nothwendig   unge- 

OL*  'Wcnh  /  «Mfs-  einer  «faeigentliehefi  F<mn  «bgeÜeitH  Ist^  s» 
^Tird Dasselbe  für  F  gelten,  weil,  wenn  jjß  eine  ganse^abl  wäre 

D  '  '/)"VM*" ' "''       '  ''      '■'  '       ■'-    ''       ^    •      •■•' 

^=tta|-r — J    es  ebenfalls  sein  müsste.    In  diesem  Falle  ist  2' 

0Dgerä4e,  m  gerade /lolglich  rh^  ungerade,  und  die  Formen  aus  cü 
m  ei(^en^lichen  forinen  abgeleitet» 

Umnini9sa:lic^t'wiiipßii,sei^vorf:tii:tF«^^  ^wo  X<^.;t=2^a^*W.». 
Witt  AM  ri^^H/a- iMäMiii , '  t^Wth  ^  ;  ^  ebenfalls ;    ilk 

den  Fällen  I.  und  IIL  ist  X>'t  gerade,  in  IL  Jb'i  ungerade,  u  wage- 
nde;^  diMeridie  Mehke  der' dein  *  Theiler  4^  entspteoh^nden  F^r- 
wwiaao^-ito-;!)  t?*)  -^    fat  icä««,  so  enthält  I  den  Faktor  k 

>Mit,  ii»  Falle  IH.^^^*^y   Kest.  oder  Nichttwt,  oder 

"^ielfariiefl  too  CT  Mit  ^  (Ktigleieil ;  daher  die  ]l|enge  der  dem 
TheiUra«  ^^Up^echj^den.  Formen  =a«--i(ft— c>,  f=0,  1,  2  ge- 
setzt, je  nachdem  jj,.^  im  Falle  I.,  -gg^  *■"  ^^^  Fällen  fl.  cmd  III 
Mchtrest,  Vielfaches  oder  Rest  von  a  ist.    Hieraus  folgt: 


««  V 


ir=l+a— 1  +  a(a-I)+a«(a— 1)+ ....  +  a«-a(a— 1) +a«-KÄ-€) 


4    » 


=:a«-»(a-«.f  I). 


*  •  i    .  < 

ÄO* 


4M 

Vm  S  tm  fcMHmme» ,  woM  mir  die  FSlIe  L  md  HL  in  Be- 
tracht kMUnen»  bat  man  in  1.  fiir  jed«n  Thailar  3^  die  Heoge 
der  FormeD  2^^  folglieh 

Im  Falle  IIL  bat  man  för  jeden  Tbeiler  2^,  waA<fr,  eben- 
falls die  Menge  2^^  (da  t  gerade)»  folglich  die  dem  Inbegriff  dir 
Theiier  1,  2,  2»,....2'-*  eoteprecbeode  Menge  2»^*.—  Dem  Tkci- 
ler  2^  (für  welchen  ^'t  nogerade)  entaprecheo  keine  Formen,  wem 

-yg^^I(mod.  8.).  Wenn  aber  -^^rS(mod.8.)t  eo  kommt  dieHenee 

2»  hinzu  (rergl.  6.  und  7.).    Es  ist  also    im  Falle  UL  jr=2^^ 

AD 
oder  =2»-* +  2»,  jenachdem  -jg^^l  oder  5(mod.8.)  iat. 

» 

Faest  man  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  erglebt  sich 
folgendes  Resnltat: 

.  Es  ist  II  (die  Menge  allerFormen  in  demComplex  m) 

,  tn.tr.(a-g+l)(b-g*+l)(c-g^-f  1)  etc, 

""  abc  etc.  ' 

I   3 
wo  Vl=i,  -o»o   .'u    setzen,    je    nachdem    /    ans    einer 

eigentlich  primitiFen  Form  abgeleitet,  oder  f  ans  ei- 
ner nneigentlich  pri^mitiven  Form  abgeleitet,  nnd  aus- 
serdem -jnj^^C™^^^«  ^-)>  oder  f  ans  einer  noeigentlicfc 

primitiven  Form  abgeleitet,    nnd    ansserdem   "2%  =  ^ 

iß 
(mod.  8.);  wo  ferner  e=0,  I,  2  zu  setzen,  je  nachdem  jp 

Niehtrest,  Vielfaches,  oder  Rest  von  a  ist;  r^  c'  u.  s.*» 
aber  ähnlichen  Bestimmungen  in  Bezug  auf  b,  c  n.  0*  i^' 
nntierliegen. 

■ 

Man  bemerke,  dass  der  Werth  von  f*  bloss  von  den  Zables 
/>,  m  abhängig  i|i;  denn  in  der  vorhergehenden  Regel  kann  das 

r^  ajn  die  Stelle  von  -^  setzen,  wie  aus  der  Gleicbnug 
4/)      4/)    /Af  \«  M  ^      .  •       .  ,  .^.  rl^ 

10.    Wir  gehen  zur  Cbssificirung  der  im  Complex  m  eotbat 
teneu  Formen  über. 

Es  seien 

zwei  eigentlich  äquivalente  Formen  in  c»,  deren  erstere  in  ^i^ 
leztere   durch  die  Substitution  a,  ß,  y,  d  übergeht.     Es  arbeilt, 
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data,  fndeni  f,  9'  diejenigen  primitiven  Formen  bed 
ff  t"  abgeleitet  «lod,  ^^  vermittctlst  der  nftmlicben 


bedeuten»  ans  denen 
SnbatitatlM  aas 
f  entstehen  wird.    In  den  FäUeo  I.  nnd  III.  sind  9»  9'  eigentlich 
primitiT,  «nd  man  hat» 


g^etat, 

h  Falle  11.  sind  9,  tp'  aneigentlich  primitive  Formen»  und  man  bat 

n«D  hat  man  folgende  Gleichungen  : 

1)  ^s=^aa •f2Ac7-|-f}7,| 

2)  A'=^«jJ  +  *{ad+/Jy)  +  ^, 

tti  deaam  leicht  noeh  diese  folgen : 

6)  (*'  +  A)y=^d-^«. 

Ptt  ffrSsste  ttemeinscbaftliche  Maass  von  m,  u'  werde  durch  ^ 
bcKtchoet  Da  in  den  Fällen  I.  und  III.  •&  in  j^  und  2A  aufgeht 
(•benao  wie  u),  g*  2A9  t  aber  keinen  Faktor  gemein  haben»  so  ist 
^pnm  ffes^n  t;  da  ferner  d  In  k—h»  g'  aaigeht»  so  ist  es  nach 
<)  tlo  Theiler  von  y.    Die  Zahl  IX'  ist  prim  gegen  A'-|-A  (da  sie 

^^  li  P"'"  ^^*  misst(A'-f  A)y  nach  5)«  folglich  auch  y.    End- 

Kch  ist  ^  gegen  X'  prim  (da  es  in  2A  aufgeht,  und  2A,  TL'  keinen 
Faktor  gemein  haben) ,  folglich  du'  ein  Theiler  von  /.  Die  Zahl 
A  Ut  durch  tf>  tc',  folglich  durch  deren  kleinsten  gemeinschaftli- 

dien  Dividuns  ^  theilbar. 

Im  Falle  II.  geht  ^  in  ^,  A  auf,  und  da  hier  g,  h,  i  keinen 
^^^^  gemein  haben,  so  ist  ^  prim  gegen  t,  misst  folglich  nach 

4)  die  Zahl  y.    Die  Zahl  31'  geht  in  |  (A'  -^  A)y   auf,   und    ist 
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prini  gegw^4A' 4^4)»  folgliob  y  duffift  Hi  tbeittiiiur.    ^  ut 

H'  prim,  also  wledbmin  dV'  ^in^TIrMlet  'Von  jr.    Aäöb  H(t 

^  "«'1*1* 

Vielfaches  von  -^-  • 

Fall  I.  Ist  F  aus  einer  eigentlich  primitiveD  Form  M 
so  ist  — ;;ji  durch  m*  tfaeilbar,  und  die  ,sich  aus  1)  ergebeodel 
chung  *  .^  -     V        ..V  '  ^'^ 

v^^i^^ll^  flieh».  ;w«M  iiii«9 

setzt,  in  die.  folgende: 


.'•  \ 


©)  *-»<«')•>•. 


I  9  ebenso  wenig  ^ie,x  vien^win^lep ;  denn  fl» 
Statt,  so  folgte  aufi  den^  Cleicnuogen ,  1)  bis  3)  lei( 


Nun  kann 
Letztere 

^^g,  hf^k  (mod.  g\  d.  i.  ^'s^.(Yno4  lö»  ^'=e»  *'H 


folglich  w)iren  9,  9^  und  auch  f^  /^,'..id#otvi^l|#  JI^4ini|eQ, 
die  Annahme. 

Bei  negativer  Determkkaktd  kann  atso;  soll  der  vorbc 
den  Gleichuq^  genügt  werden,  nur  hsfi-^Y^  d«  h^D^z—n^m^ 
sein.  —    Bei   quadratischer  Determinante  ist   die   vorher^ 
GleicbuB^.iinaiuglich,  .d<^  die  DiSerep»  zweie.-  Quadrate^oiir l| 
kann,  We^ii.  das  l^'ei^ere  verschwipdet. 

'  W  AD 

Fall  H»     Hier  ist  — ts  durch  nfi  theilbar,  also  -issi 

A=l  (mod.'4),  und 


I .  i> < 


99''=' (9»  -^V)^— ;^)^. 


folgKcfc 

Bei  negativer*  DeterminanlQ  erfond^rt  die  letzte  «Gleichus 
def  pf^pO,.  oder  fg^)  =^1.;  «der   erste  IUI  i^'aber  «n«« 


weil   sonst  —l.(»  7)^=4,   — I=sl,  k  nicht  ^  1  (mod.   4)  wftrefi 
folgUdi 


Bei  qaadratiseher  Determinaote  ist  die  obige  Gleichong  überhaupt 
onmoglich,  da  die  DiffereBi'JkWeier  ^Quaarate  nur  4  sein  kann, 
weoo  das  kleinere  verschwindet. 

•PalllUi  I^  ikk  iS  flMiAIIM dmcbm*  tb«Ubar,i^t>blm*i 

i^l   (mod^  4)^      t     .      «  f     -r       •  j 


and  wenn  wir 


<•  •  «        •    •  << 


'^ '  •  \ 


At'.\   ■   u4=ad;?^l-i-A(«oi»-.    ■'     »•  n,.  a 


<  »<*  •  .        ^  «  r.  .1  •        * 

.-  u-JV  •-    \\  :•  «x  ..  --  ^^  !  •;      .  i  ■  'v. 
setieo,  so  kommt 

Bei  oeffa0vet;Determihajite  kftnn  nur  .  «* 

aeia,  folglich 

j.        •  I  ;, .  »1-.  1;    (  JU  .i's''-i  «^ 

» 

Bei  quadratisclier  Determinante  ist  die  vorhergehende  GleichuD|; 
aomoglich.    Hieraus  folgt: 

Die  Formen  In»  eeKttreb  >bel  quadratischer  Deter» 
•^ildffil'l.fthÄ*  A.w«UM.n»«....be>  ijeR,a^,iver,^e.^.r»|qiiqt« 

lieb  In  x®f scI'W'I®''®  Klassen,  dereii  Anzahl   folglich 


.    '  **.    •» 


IL    Betrachtung  des  Ausnahmefalles  Dss^^JS^. 

N^'d€m''yo?bek'g<Aeä^^  >  ,!,. 


448 

Mgücfa 

Dnigekdkft,  besflmnil  mao  die  rdafircB  PrimBahleo  a  und  j 


mm  der  Gleioinng  r^^»  0  wd  d  aos  mt^pf^U  moAt  «'= 

7       9 

±^9  und  tnasfoffmirt  die  Form  9=(9»  Jfc»  O  dudi  die  Sidwfifn- 
tioD  a^ß,  ffi  iB  9'=5(^,  A^  f)»  ao  Ifaat  eich  Folgendes  ocbüüeeew 

P.    Man  erUlt 

S».    Wegen  ^-fi^=:0  geht  V  in  kr»  foigiich  fai  y  atf,  de 
es  gegen  i  prim  iet,  aleo  ^ss±S^  eine  gerne  ZaU. 

*>.    Es  iat5=dt^;  ferner  3Piw  +  Jy=0;— eine  ganae 
Zahl,  folglich  vf  Theiler  ron  m.  \ 

40.    Es  iat 

hf=(ga  +  hy)ß+(ka+iyy8=(ha  +  iy)8=h(mod.  y  oder  V). 
A=j^(niod.  aO>  «leo  A'5j^(mod.  20- 

Ferner 

dorch  ti^  theilbar,  alao  htt  +  iy  dorch  ic'  thellbar,  mithin  aaeh  h'; 
nnd  da  u'  auch  in  j»  aufgeht,  ao  folgt  h'^-g^    (motf.    »O«     Dft 

endlich  7i'  gegen  m'  prim,  ao  kommt  A'=  ng  (mbd«  XV).  ode 


*'=5  +  tf'2l'i«'. 


5^  Lieat  a'  innerhalt)  der  Grenzen  0  and  v'  -*  1  and,  ao 
folet,  dass  die  Form  9'  sich  im  Complex  o  befindet,  lat  Jenes 
nioit  der  Fall,  ao  aei  9'  der  Ueiaaie  positive  Reat  von  &  nach  dem 
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iDod.  1^,  und  man  erhält  h's^+Q'Vvf  (mod.  |/).     BekanDtlich 

kuD  aamiiiii  l^r  ß  waA  i  noAet»  Wtrthe  finden^  «o  da^  A'  einen 

beliebigeii,  der  Zahl  •^+9'Vuf  nach  ^  congnienten  Werth,  folg- 

fidi  dieeen  Wertli  ael^t  Planet;  iind  dann  Wird  sich  9'  wiedehAn 
10  0  benndeo, 

6^.    fp:  und  V  9i^d  nicht  Idenäach. 
DeoD  wfire  g^g*»  A=A',  so  lEommt  nach  lOl  4^  Or^u^fl  +  iin» 
aber  i^  prim  gegen  i,  folglich  ^-^  eine   ganze   Zahl;   aua    der 

Gleichnflgy  =  i  g  folgt  nbw,  ^.H^^M.^^ii^^niit' 
in  m=l,  welcher  Fall  stets  aosgeschlossen  wird*). 


7^«    Bezeicbnel  man  den  Werth  des  Bmchs — »  Indenklein- 

Z  ^'/         \     ^ 

sten  ZaUen,  dorch  j^,  so  Ist  entweder  a^-f^Z,  yss+N,  oder 

«=-Z,  y=-2»: 

Es  verwandle  sich  w  in  ^'  durch  die  Snbstltatlon  +Zt  Z',+If, 
N';  in  9'  durch  dl» \ Sabstitation  —  Z>  Z's — /V.  Ir,  so  dass 

Z2V— z'jv=i,  — ziv'+z*/ir=i 


1  I 

ist»  md  inin  denke  siehZ^  2V^  sowie  Zf».iVf^.so.b«Bthnsit,dass 

2)\  ffT  sich  beide  im  Complei!  o  belinden,    was  nach  dem  Vor*, 
ergehenden  mDglich  ist  Die  Formen  ^f»  9'  werden  Identisch  sein. 

Beselchnet  man  4ie8elbeD  dn^ch 

(ff*.  *'.  0.  isT,  A»,  l»)«^; 
M  bat  nwB 

V  =s^zz'+A(z^'+z'^)+i2w»», 

*•=— ^ZZ'+AC— ZiV»- Z'iV)— iA2V», 

'z^'-i-z'J?Ä:•^Ä^^+•z*^=l.  ■  ■ 

HieiMM  folgt 

Z(*'-A-)=5^(Z'+Z^aO.(«od.  ff^. 


■ 

*)    Ist  sissl ,  to  eaiüiält  -dtr  Cnmiiter-  •  nsr  ei  no  Form* 
**}    Dets  die  AaAugtglieder  gleich  weidoB,  erhellt  sogleich. 


IM 

■ßddaZ^iebtirePriaiayeaaiid,MfolgU'— «^0(a*d^  Nnift 


.  • 


blffitA  C^  e^=«  (WML  «'),  «aber  «:=>^.  Mob  fV  «'  i^ö'« 
cwisdkeo  den  Grenzen  0  und  n' — 1  lieefen.  ' 


8^.    Jede  Form  f  ist  also  «vft  etnf  r  you  Uv  TisnicUedssei 
Form  im  Complez  •  eigentfich  aeouiviileot«  folgtidi    die  Ai- 

s^hl-derKUJs^B  rn  iä  giefdi'^^' 


.  1 


f  3 

...  *, 

BesdiilK^eB  ffir  998  UTofdeml  mit  dem  Falle  U,  so  iai 
folgHeh 


Umgdcehrf,  tmacUimaa  -*-a  --T^^?;:so'dasa  «  andür  mlifive 


Z  4  ^       11'     <    «    14    '  .*  '•      .  ■■'  I'    f  ••  I     i '    " 


Pn^ll|zablwy|^!^^•'..' 


')  .       ..   ii  ..    I     .*  I    .    :       •  .    I  I    •  M  11 


«a-^=i,  v==4Hf^j'  '•'  ■  •• 


'••'•• 


und  traosforroirt  9=  (9,  A,  t)  io  f=(g'  k^,  i)  durch  die  Sobrf 
tutioD  a,  ßf  y,  i,  so  iSsst  sicli  Folgendes  schliessen: 

folglicb  Ijijol  i.17 

20.    Man  tibdet  leicht 

••    ; '  ani-w.m"  "w»'»  Haon«  'Ay»« 


4ftl 


,„  •^.5Jl.5!^ö,^^(«»drI<^f)■;■.  " 


V  I    .:  n'*«l    • 


und  daiias    fol^,  .da^s    S'    prim    eegen  --nT  ^«     ^<i°   ^^' 

und  uf  eine  gansQ  Za|il*^.  .    .        "x/-"  J  -  •.-    I 

3».    Es  Ut  ^=i:— :  ferner  3'««  + ^y=0  (well  A,  m, 

II  angerade  sind,  so  ist  -^—  ganz),  folglich  eine  ganze  ^Zahl» 

1t  Tbeiler  von  m. 

4».    Es  ist 

)  gerade  (iDdem  g>  eine  nneigentlich  primitive  Fprip) ,  folglicb^^ 
fioirie  ^,  2/ durch  221'  theUbar,  also  h'-^h^d  (mod.  i'A%  h'^=-^ 

(mod.  2210.  ^-  FeWer  t^  ^  (/U  +  i^)«>"5jW»a\  Äd+^  durch  •«' 
thellbar  j  also  auch  h\  welches  den  lYerth  ±fii/!y-f  d(Aa-f  ^id  }f}ff\ 
Ua  endlich  u'  aU  ungerade  Zahl  prIm   gegen    221'»    so   Irdnniii 

h'^~  (mod.  ^V>Jv.Mäii  bai^ti  ^iel^''dihtt(\}i  ^feio  bestimmt 

2iB  I 

denken,  dass  A'=:-^-t2^'21'u'  wird,  wo  ^'  innerhalb   der  Gr^itJ' 

zen  0  und  u'— 1  iifd»  lie^  .  (  «•  i  ^  0 

5^    Ist  diese  Bestimmung  getroffen,  sq  J^fi«rvffe|ieli4.  ^iMIb 
die  Form  q>'  sich  im  Complex  c»  befindet. 


60 
rigen 


^    9  und  ^'  sind  nicht  identisch,  was  ebenso  wie  im  vo- 
Paragraphen  erwiese«»^ WM'.''  i    0  \> 

7<>.    Bezeichnet  man  den  Werth  des  Bruchs  — - —     m    den 

UeiDsten  Zahlen  aiirch  j^»   so    entspricht   den    Werthen   «=  Z, 

r=iV  eine  Form  ip'=(g',  h\  i%  während  die  Annahme  a^-^^;^ 
y=-iV  zu  eipY  jDi(,9^idimti^chenI^ormv0i^  (i^^(^        7o.). 

Eine  zweite  Form  9>^=(g^,  ^',,,f),,^fhiüf,  roiin,    voq^^  to 

•)    Am  fbfb'-^(i= Dm*  folgt  »fb'^W%'=^z=^^,    und  dar-., 

AtM  die«e  Coogmeoi« 
'*)    Man  beachte,  ^  {»%  li^  »  Hnf  ei^«.  eiaiv^Tergl.  9.) 
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uieicDUDg  — =    ■ '  ■  ■■   ■■  «Mgehend,  und  es  ist  xa  miteniK^ 
ob  9^  9*  unter  slcn  ideotisch  sein  kDoneo. 

8^.  q>  eehe  in  ip\  ip^  über  resp.  durch  die  SabstitutiooeBi 
ß%y,  i';  tr,  ff',  y*y  S",  und  es  Kenle  angenommen»  das«  (ff,i 
idehtisob  sind,  so  dass  ^=^»' A'£=A^.    Dann  bat  man  w^ 

^^J!Ü^^  ^-.fZ^  «nnichst  r'T/'=0.    Ans 
folgt  ferner 

^(«'1^  «•)+A(r'Tr*)=«(r'dby'). 
d.  L 

Ferner  nach  10.  6) 
folgflch 

d.  l. 

•iMnaeh  (I]'iind  f2] 

Di^  MaltipiicMleB  dieser  Glelchnngen  giebt 

folglich 

«Im  ^=9.    EDdIteh' nach  10.  4) 

(*'-*)a'=^/J'+fy',  (*'-««•  =^/J'+^; 
folg^di  dardi  Snbtiaction 


i:(A'-.A)=^(^T/J*), 
folglich 

k-^h^O  (mod.  ff), 

der  Faktor   ß'^ß"  mag  reruhwwdea,  oder  nicht    Man  bt   • 

also 

p'— ^=0  <mod.  n),  |?'^»c.  ' 

s 

WeoD  also  9/«  q^''  identisch  wSren«  so  mflssten  es  ip,  9'  eben- 
falls sein,  gegen  das  vorher  Bewiesene. 

9^.  Jede  Form  9  {st  ak^  mit  zKet  tod  ihr  ▼erschiedeneo 
Formen  tp',  ip",  die  aach  anter  sich  verschieden  sind,  eigentlich 
aeqniTalenL  ^ 

Za  demselben  Resaltat  fahrt  die  Analyse  des  Falles  III.  Die 
b«den  Formen  ip*,  qf  erhält  man  hier  nach  den  Formeln   . 

— A±s-m 

r  —1- '  -'-^''= »'  «'=±-S'  ^=*'«"'    , 

A'=^  +  A(ad+/Jy)  +  ^.  t'= ^; ■ 

Hieraus  schliesste  wir:  In  dem  Falle  Ds^jilf*  ist  die 
Anzahl  der  Klassen,  in  welche  die  Formen  in  oserfal- 
leo,  gleich  ^^ 

13.  Die  positive  Determinante,  welche  noch  übrig  ist»  bietet 
schon  mehr  Schwierigkeiten  dar,  iässt  indessen  eine  der  vorher- 
gehenden ähnliche  Analyse  zu. 

Erster  Haupt  fall.    Aus  den  Gleichnogen 

uyf        D 

^^^»  wenn  man  noch  ^>=  jr,  *9=Sf  Mtst,  • 


•  r 


09 

da  5  ab  Theiler  roa  y  prim  g^;cii  m  M.*) 

Tu.  Die  ddchnf  ^rt— ij^y  =  t  hat  meadlüdi  vwle  poailire 
Waneb»  wdche^  nach  ihrer  Cfruaae  aobteigend  geordnet»  dvrdi 
^»  Jfkf  ^»  aft^  'sf  9i»  V.  a.  w.  baiaiehDet  werdea  aoHen»  ao  das« 
^t»  Jfk  ^b  kleiaatea  Werthe,  aber  abht  1  uad  0  aiad.  Ans 
dieaea  kleiaaleo  Woneln  Ibdel  man  bekanntfiGb  alb  fibtigen  aack 
dea  Fonnda 

sVTyx= (:ri +»i  VT)'-(«i-ft  VT)'; 

ana  deaen  lebht  aoiA  dieae  folgea; 

Da  Bvn  db  Gbichang  X¥— ia^.  FFai  itamer  iSahir  bt,  m 


Torkommen.  lat  tfe  oaa  erate  uiied 
erbeut  aua  der  letzteo  der  beiden  vorhergebenden  FomelB,  ireaa 
man  darin  r=e,  t*  aaeG.=«9  2^,  S«,^.  aetit,  dasa  f^e,  j^«,  Jf««»**' 
almmtlicb  durch  m  tbetibar  abd.  —  Umgekehrt  bt  «r  darcb  m 
theilbar,  ao  moaa  t^O  (med.  e)  aeb.  Denn  wlre  meaea  lücfct 
der  Fall ,  ao  ael  tssne  +  r' ,  ire  0<T'<e;  dann  koouil 
jhasxrgM€+gr'  x»9f  folgttcbyr'  x^m  durch  m  theObar,  abcrail« 
Theite  yo»  jTm  prifl>  8^8^  '«•#  mitiib  yt^^l  (aMid«  «),  f.  e.  i. 

HVfrd  dao  db  Form  9'  ond  9  mittebt  ,der  ^nneb  ±xu 
izgr  hergeMtet,  ao  bt  sie  mit  ^  identisch,  oder  nbht  ideatisdi, 
Jenachdem  r=0  oder  nicht  ^0  (med.  e)  bt 


VÜL  .Bexeichoet  man  den  Werth  dea  Bmcha  ^-  in  dei 

Z  ^' 

ktriosten  Zahlen  dnrch  j^»  ao  kann  a=Z,Y^lf9  und  aoch  jp=*-Z, 

«-=«.iV  gesetzt  werden;  man  wird  aber  nor  eines  dieaer  beideB 
Paare  io  Betracht  zieheo ,  da  die  eobprechenden  Formen  ^'»  f ' 
Idenliaeh  wetdeo  (tecgi.  11. 7o«). 


•)    Wem  m  reiachwiadet,  so  ist Sl^— A|r=e,  x^k—^ü^  ~pn" 
gegen  X  (wegen    XX^lp»=s^)y    mithin  pz^±m,  t=z±k,m  ui  A 


«nrch  u  theltbar,  alio  a=l,  Ac=A'r=:^' 
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Wa«  die  Watzeln  der  Gleichang  xz — A^sl  betrifft ,  so  ge- 
hureD  zu  jedem  positiven  Paar  or,  y  drei  andere  Paare:  —  ^r,  — jy; 
:r,  ^jf;  — '^,  y.  E«  geeügt  aber,  bloss  das  erste  und  vierte 
in  Betracht  zu  ziehen;  denn  das  zweite  entsteht  aus  Aem  ersten, 
das  dritte    aus  dem    vierten   durch    gleichzeitige   Aenderung  der 

Zeichen  von  x    und    «,  was  in  dem  Werthe  des  Bruchs 

keine  Aenderung  herbeiRihrt. 

Dies  vorausgesetzt,  bezeichne  man  die  aus  o>  mit  Hülfe  der 
Werthe  Xr»  Vr  resultirende  Form  durch  9r=(^r,  Ar,  tV);  die  durch 
Anwendung  der  Werthe  — Xr,  yt  resultirende  Form  durch 

Die  entsprechenden  Werthe  von  a,  ß,  y,  ö  seien 

^t,  ßrt  7t  f   dr;  T«»  rß  t  t/,  fd. 

IX.    Die  Formen  ^r»  9>rfe  werden  identisch  sein. 

Ist  nämlich  ^  das  grosste  gem.  Maass  von  t  und  yx^  <=dr, 
yr=^y%;   ^  das»  grosste  gem.  Maass  von  u  und   t^Xt—h^y^r, 

M  hat  man  — =^tfi.    Ebenso  kommt  =^t(;',  wo  d',  ^'  eine 

ähnliche  Bedeutung  wie  ^,  ^  haben. 

Nun  folgt  ans  den  Formeln  in  VII, 

xtyt^r—ytXt^t'  =(xt^—Xy^)yt', 

oder,  y=:€  gesetzt, 

xxyt-^e  -^ytXt-^^siyt ; 

i^missty«,  well  y«  durch  m,  m=^^^tf  durch  ^  theilbar  ist«  ^ 
prim  gegen  Xj  (da  ^r«  yr  relat.  Primzahlen  sind),  folglich  ^  ein 
Tbeiler  von  yr<f« «  also  auch  ein  Theller  des  grSssten  gem.  Maasses 
TOD  t  und  yr-i-e»  d.  h.  von  ^.  Ebenso  folgt,  dass  ^  ein  Tbeiler 
TOD  ^  ist;  mithin  ds'^. 

Setzt  man  ferner 
«0  kommt 

»M  dieser  Gleichung  folgt,  dass  ^  in  Ä'yr** »  mithin  in  K'  auf- 
gebt (da  *  offenbar  prim  gegen  y/^  ist);  daher  geht  %f  in  ^'  auf, 
uod  da  ebenso  bewiesen   wird,  dass  t/;'  in   i)>   aufgeht,  so    folgt 

The«  XV.  3» 
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Hiermit  L^t  erwiesen,  dass  iir=aefwf.«,  ako  aacb  gt^g^h 

Um  SU  seigen,  dass  Af5Af-|-«(mod.  gt)»  benutM  naa 
GleichuDgeo 

aus  deneo  sich  ergiebt: 
Nun  hat  man 

(Ar— A)  Ur^grßt  +  »/r  , 

(Ar+6 — Ä)  a*-M=5rr  Pr+«  +  »Vr+«; 
woraus  folgt 

folglich 

(Ar— Ar+e)tfrcrf4-«s0(niod.  (^t). 
Mit  Hfilfe  der  Gleichungen 

(ht  +  h)yr=igT6fgat, 

gelangt  man  auf  äholiche  Art  sn  der*  Congmena 

(Ar— Aff4.e)y«yT4«=0(mod.  yr)- 

Bezeichnet  man  also  das  grOsste  gem.  Itfaass  Fon  ot  ow^tfp 
durch  t,  so  ist  auch 

(Ar— Ar-|.«)r=0  (mod.  ^t), 

und  wenn  erwiesen  w*erdeo  kann«  dass  r  gegen  gt  prio  '^t 
wird  folgen  Ar — Är+«sO  (mod.  gt)f  und  q>r,  fpr-^  werden  ■ 
tisch  sein. 


In  der  That,  bezeichnet  man  das   grSsste  gem.  Maa^ 
tiTs  Yt^9  mit  r',  das  von  at^g,    yr  mit  r^  so  ist  ersichtüdi 
rrsr'r*'  ist. 


* 
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t  ist  muSefast  jmrim  gegen  IX,  denn  K'  inkist  yt,  welcbea 
P|^.™^ffcn  «f.  ^  Mae  nehme  fitraer  ao,  daaa  xf  and  Kr  einen 
Primfactor/i gemein  haben,  und  ziehe  folgende  Gleichnngen  in  Be- 
tracht: 

[4]  Ar  +  Ä:=^«r  jJr +  2A«T  df +tyr«r, 

p]  eo  a?T+«—  AO  yOr^esa  ♦ar+«. 

Nach  [1]  geht  o  in  t  auf»  foiallch,  da  i  geeen  u  prim,  nach  [2] 
iotOy  foieiicn  nach  röJinAri  nach[4fal80  in  A»  folglich  in  AO,  daA=tiAo, 
und  p  als-  in  t  aufgehend  in  u  nbbt  aofgdien  kann ;  nach  [51  da- 
her wird  j9  in  ^«r^«  aufgehen.  Dies  ist  unmöglich,  denn  p  Icann 
in  ixr-i-e  nicht  aufgehen,  weil  es  lt\9  misst,  und  in  i^  deshalb 
nicht,  weil  '^  in  te  aufgeht,  u  aber,  wie  schon  vorher  erwiesen 
worden,  durch  p  nicht  theilbar  fst.  Hieraus  folgt,  dass  x^  prim 
gegen  lü'  UT^=gr  ist.  —  Auf  ähnliche  Art  zeigt  man^  dass  r^ 
prim  gegen  ^f^hss  jfr  ist,  foiglieli  vf  x!'si:t  ^td  gegen  gt^  q.  e«  d. 

X.  Die  vorhergehende  Schlüsse  erleiden  keine  Aenderung, 
wenn  man  xt.  Xr^  mit  den  «ntgegengeselzle»  Zetdien  ninmt, 
während  die  deichen  von  yr,  t^rx«  heibehalten  werden»  und  es 
folgt  daher,  dass  ttp ,  r^e9  ebemalU  identische  Formen  sind. 

XI.  Nach  dem  Vorhergehenden  ist  jede  aas  9  abgeleitete 
Form  mit  einer  der  folgenden 

•-19}  «-191  ••*i9» i9>  9J  9i--1P«-i>  9*»-»;  9*-i 

nothwendig  Identisch. 

Keine  der  Formen 

•-iV5  «-aV;'—«V5  iV;  9>iJ  9a»  —  9«-a»  V«-i 

bt  mit  0  identisch ;  es  fragt  sich  aber,  ob  einige  unter  sich  Iden^ 
tisch  sein    können. 

Irh  behaupte  zunllchst,  dass  e-r9.;  ?r»  wo  t  zwischen  1  und 
e~l  incl.  liegt,  identische  Formen  seien. 

Nach  Vit.  bat  man  Xtift+Sr^t'^ye,  wenn  t  + «'s e  ist. 

Da  diese  Gleichung  der  in  IX.,  von  welcher  die  dortigen 
Schlüsse  bauptsSchlich  abhiD&;en,  ganz  ähnlich  ist,  so  bleiben  die 
Betrachtongen  aach  fast  »örtlich  dieselben»  ond  die  obige  Bebaup« 
taag  ist  erwiesen. 

31* 
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XII.  Endlich  soll  gesengt  werden»  daes  die  Fomen  ^;  ^; 
^,;....9e^  eämmtlich  unter  einander  verschieden  sind. 

Es  seien  ii,  (i*  zwei  unterschiedene  Zahlen  zwischen  1  uod 
e  —  l  incl.;  und  es  werde  angenommen ,  dass  fft,  ^ßA'  identische 
Formen  seien ,  welche  aus  9  resp.  durch  die  Substitutionen 

«»  ß»  y»  9;  ^>  ß'f  /,  *' 

entstehen.     Die  entsprechenden  Werthe  von  x,  y  werden  durch 
^/i»  yti*  ^/i'*  y/u'  bezeichnet 

Dies  vorausgesetzt,  geht  9  durch  die  erwähnten  Substitutio- 
nen (welche  beide  eigentlich  sind;  in  dieselbe  Form  über«  uod 
man  hat  nach  den  Formeln  Disq.  Arithm«.  p.  181. : 

i/=«Jf-(A«  +  ty)F, 

ß'=ßX^(hß  +  iS)r, 

y'=yA  +  (^«  +  *y)F, 

6'=dÄ+(gß  +  hg)r, 

indem  X,  FWerthd  bedeuten«  welche  der  Gleichung  JP— ibi'F^l 
Genüge  leisten. 

Substituirt  man  nun  in  der  dritten  Gleichung  für  gu+kf  seioes 
Werth  ^f  und  beachtet  Yy/i'^^y^y/it  welche  Gleichung  aos 
gfi^fffA'  folgt«  so  erhält  man 

y^i' = Xy^  +  ffi  F.j:^ [IJ . 

Berechnet  man  ferner  nach  der  ersten  und  dritten  Gleicbong 
die  Grösse  ga'  -{-hy' ,  und  berücksichtigt  den  Werth  von  gü\kt 
und  die  Gleichung  h^—gi=slm^.  so  kommt 

folglich 

XfA»  =^Xw/A-{-km  Y.y^ [2] . 

Verbindet  man  endlich  [1]  und  [2]  mit  den  Gleichungen 

so  folgt 

jr==.T^'-^«  fit  F=:y^»-^; 

folglich  yiu'-iu  durch  m  theilbar«  was  unmöglich«  da  y«  das  erste 
durch  m  theilbare  Glied  der  Progression  yx%  y^  ya  u.  s.  w.  sein  soU. 
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bi».  r!L  ^"  '^^"'4  *"/  vorliergeht' folgt,  dam  jede  belie- 
^  "S?J*  ?'*  *r  *  .""<*  ."''^•>*  «ne»"  FormeD.  welclie  sowohl 
nlmtuli  ""      «"»"der  verechieden  sind,  eigeotiich  aeqnl- 

«-♦i^  *^'«  Bejraefctnng  d«  beiden  anderen  Hanptftlle  bt  der  de« 
«wten  .0  »hBBch.  daas  es  genfigen  wird,  nur  auf  diejenigen 
•'mürte  aufmerksam  za  machen,  wo  Differenzen  berrortreten. 

Zweiter  Hauptfall.    Hier  ist 

Asl  (mod.  4)^ 
m  ungerade,  d;^~%=4.    Der  Bruch  -  erhält  deo  Werth 

j(<««— AV) 
vnd  man   findet 

ay  prim  gegen  j(rar-.AV)'  5  =  lv  «""«  «»»««  ^*fc''  «• 
dem  ^  da«  grdsste  gemeiiuicb.  Maaaa  von  ti  und  ^it^^  —  A^y"") 
Wentet;  u'^i-lP. 

Die  Differenz  A'— A  ist  hier  durch  23('   theilbar*),   und  u'  ala 
ongerade  Zahl  gegen  221'  prim,  weshalb  A'=~j  +2^'21V    wird. 

Die  Gleichung   ^o;— 1^=4   erfordert   offenbar,    dass  a,  y 
«»cwe gerade,  oder  beide  ungerade  sind;  ist  sie  in  relativen  Prim-  * 
tthlen  nicht   losbar,   so   kann  sie  wenigstens  mit  Hälfe  solcher 
^ertbe,  welche  den  Factor  2  haben,  gelOst  werden,  da  die  Glei- 
chung xx—lyyzz:  l  Immer  möglich. 


Bezeichnet  man  die  klemsten  positiven  Wurzeln  (:r=:±2,  v=0 
ausgeschlossen)  mit  oti,  y^,  so  sind  alle  fibrigen  positiven  Wur- 
zeln m  folgenden  Formeln  enthalten: 


*)    Man  hat  hiebet  mi  beacbten,  dsM  g  nail  i  gerade  Zahlen  eind. 
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worfiber  art.  2O0L  Disq.  aritimi.  la  vergleicIieD.    Hicraua  folgt 

Sjrr+T'  =^xtyr  -^rytxr  • 

Die  in  13.  VII.  folgenden  SchlüMe  bebaUen  Kraft,  da  m  ungerade 
ist    Statt  der  Gleicbung 

in  IX.  kommt 

überbaupt  aber  bleiben  die  in  IX.  aemacbten  Scblflaae  mit  Aus- 
nabme  von  geringen  Modificationen  dieselben. 

Statt  der  Gleichungen  in  XII.  hat  man  die  folgenden: 

2«'=:«Z— (Aa+iy)F, 

wo  X,  F  Wertbe  bedeuten»  welche  der  Gleicbvng 

jrjr— Am*.  FF=4 
genfigen. 

15.    Dritter  Haupt  fall.    Die  Gleichung,  aus  welcher  «,  j^ 
an  bestimmen»  ist  hier 

«      mx  — My 

ferner 

4Z)  1 

1=^=1  (moA  4.).    A«-|r»=jilm«,     i:«-iy«  =  4,    2A=:«A«, 

2|'yO   prim  gegen  «^''^'^  —  ^?y®)»    wie  im  vorigen  Falle»   ^  das 

t  M 

griisste  gemeioaehafUiche  Maass  von  t«  UBd5^(Ai^— A^^)»  m'=^<^ 


4«3 


DaM  «   und  y   ketiMD  unseraden  Factor  gemetB  babea,   arbellt 
8ogM<^.     Hätteu  sie  den  Factor  2  gemeio,  so  wäre 

gerade;  f  wird  ungerade  sein,    da  es  prim  gegen  y^,  ^x    wird 
ebenfalls  ungerade  sein,  wegen  der  Gleicbung 

V? ^)  — ^  vT^y  °^^  ^"^^  ^^^  (mod.  4.), 

folglicb    <*'.H'^   ungerade.    Ist   nun  -^y^  gerade,    so  Ist  IT  un- 
gerade.   Ist  ^3f*  aber  ungerade,  so  muss,  weil  9*9=0^^^    g®' 

rade  ist,  ^  gerade  sein,  £saf>  ebenfalls,  und  ancb  A'ss9'IHh2«3l'* 
folglicb  E  wiederum  ungerade.    Es  ist  also  ^  gegen  y^  prim. 

Was  aber  die  Wurzeln  der  Gleichung  xx^-kyy=A  in  14. 
gesagt  worden ,  gilt  bier  ebenfalls.  ^^  8tatt  der  am  "Ende  in  14. 
DCtrachteteo  Gleicbungen  bat  man  die  In  13.  XII.,  wo  dann 


XX^^XnfiY^^l 


iit 


16.  Die  vorbergebenden  Betrachtungen  fuhren  uns  also  xu 
dem  scbOnen  Satze: 

Sind  bei  positiver,  nicht  quadratischer,  Determi- 
nante (Z>)  Xi»  y^;  ^a,  y«;  .Tg,  ^3;  etc.  die  nach  ihrer 
GrSsae  aufsteigend  geordneten  positiven  Werthe  der 
Gleichung 

oder  der  Gleichung 

]^50  ader  ^1  (mod.  4.),    so  dass  Xi»  yi   die    klein- 

<ten  Wertbe  mit  Ausnahme  von  xssl,  ^r=:0;  ^=2,  y=0 
■meinen  oder  andern  Falle  bedenten;  ist  ferner  ^e  das 
^Ttie  durcb  «n  theilbare  Glied  in  der  Progression  yt,  «a, 
y^>  etc.;  so  beträgt  die  Anzahl  der  Klassen,  weiche 
^'■t  /'zusammengesetzt  F  sehen,  den  «ten  Theil  von 
^er  in  Q.  bestimmten  AnzanI  aller  im  Komplex  (o  ent- 
OAltenen  Formen. 
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17.    Die  positiven  Warieln  der  Glekhiuig 

D  . 

findet  man  succ.  nach  den  Formeln 

yt-=2xi.y^,  9i=2xi.ys— y,.     3r«=23r,.j^— y,,  etc.; 

die  posithen  Woraeln  der  Gleichung 

nach  den  folgenden: 

Xys^ri-^Ti— 2,    ar9:=ari.a:j|— :ri9    x^'s^XimX%'^-^%f  etc.; 

Zu  bemerken  iat»  daas  man  indeeaen  nur  die  zweite  Progression 
in  Bezog  auf  den  vorliegenden  Zweck  zo  lierecbnen  brancnt,  dass 
es  sogar  nicht  auf  die  absoluten  Werthe  der  Glieder  «i*9rs»jfi»^- 
ankommt,  sondern  nur  anf  die  Reste  derselben  nach  dem  med. 
Mf  weshalb  sich  mancherlei  Abkfirznngen  anbringen  lassen. 

Die  Gleichung 

Iflsst  sich  in  allen  Ffillen  nach  der  von  Gauss  entdeckten  M^ 
thode  (art.  198.),  und,  wenn  ^  ISTü^^*  9Mch  mit  Ufilfe  der  Ket- 
tenbräche  losen.    In  unserm  Falle  ist  immer 

^aSr=^  (mod.4). 

kt  l^l  (mod.  8),  so  ist  die  Gleichung  xx—lyy^^i  In  reUtlren 
Primzahlen  nicht  lösbar;  denn  da  jr^jy  beide  ungerade  sein  miiss- 
ten,  so  wäre  das  erste  Glied  durch  o  theilbar.  Ist  A^5  (mod.&)> 
so  sind  die  kleinsten  Wurzeln  bald  ungerade,  bald  gerade. 

Wenn  x^,  y^  gerade  sind,  so  folgt  aus  dem  Bildunesgeseti 
der  Procressionen  ari,  x^^  x^» yn  ^t»  ^i»*— «  dass  alle  Wur- 
zeln gerade  sind.  Smd  Xt^  yi  ungerade,  so  folgt  ebenso,  da» 
^tf  fft  gerade,  wenn  tsO  (mod.  «1.),  in  allen  übrigen  Fällen  oo* 
gerade  sind. 
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18*  Die  v«rli«igebendeli  Dotersuchungen  «tebeo  mit  dem 
VerbäliDiss.  welches  die  Mengen  der  Klassen  In  iwei  verschie» 
denen  Ordnungen  zu  einander  haben,  in  einem  merkw0rdigen 
Zusammenhange. 

Es  seien  O,  O',  (y  drei  beliebige  Ordnungen  für  dieselbe 
Determinante  D,  welche  resp.  die  Formen 

eothalten ;  M  sei  das  grüsste  gemeinschaftliche  Maass  von  A^  2J9, 
C,  und  m,  mf  haben  eine  ähnliche  Bedeutung  in  Bezug  auf  die 
Formen  ftf\  auch  sei  M^=^mm\  und  m  prim  gegen  m'.  Die 
Meneeu  der  Klassen  in  den  Ordnungen  O,  i)^  werden  respect. 
durch  L«  Va"  bezeichnet.  Endlich  sei  K'  eine  beliebige  Klasse 
der  Ordnung  O'. 

Dies  Yorausgesetzt,  giebt  es  nach  dem  Vorhergehenden  stets 
Klassen  aas  der  Ordnuns  O"»  welche  mit  K*  zusammengesetzt  eine 
beliebige  Klasse  K  der  Ordnung  O  hervorbringen;  diese  Klassen 
seien  K*,  ^^i»  AL^2y*-^''''~i>  ^^^  Anzahl  also  r;  den  Complex 
derselben  bezeichne  man  durch  W. 

Es  sei  nun  K^  eine  von  K  verschiedene  Klasse  der  Ordnung 
0,  Kx^sitp-^-K^  wo  9  eine  eigentlich  primitive  Klasse  bedeu* 
tet*) ,  und  W  der  Complex  der  blassen 

vvelcbe  offenbar  s&mmtlich  in  die  Ordnung  O"  gehören,  und  unter 
einander  verschieden  sind.  Jegliche  Klasse  aas  fP  wird  mit 
^'  zusammengesetzt  K%  geben,  woraus  folgt,  dass  VF,  W  keine 
Klasse  gemein  haben  (indem  jede  Klasse  aus  W  mit  E!  zusam- 
neogesetzt  die  von  Kx  verschiedene  Klasse  K  erzeugt).  -*  Ueber- 
^iess  mus8  jede  Klasse,  welehe  mit  K*  zusammengesetzt  JT«  her- 
vorbrinet,  in  W  enthalten  sein.  Deun  es  sei  Jlfi  =  A'-fL,  L  aus 
der  Ordnung  &\  L^ip-^  U^  also  L'  ebenfalls  aus  der  Ordnung 
(y\  dann  Ut 

Äisy  +  Ä'+L'^y  +  ÄT, 

folglich  K'  •{•  L'  mit  K  identisch :  da  also  K  aus  der  Zusammen- 
setzung von  Ef  mit  der  Klasse  L'  entsteht,  so  muss  L'  mit  einer 
der  Klassen  Kf' ,  K\,..^.E"r^,  folglich  L  mit  einer  Klasse  ans 
^'  identisch  sein. 

Ist  ferner  K^  eine  von  JT,  Ki  verschiedene  Klasse  aus  O,  so 
erhalt  man  ebenso  r  neue  Klassen  der  Ordnung  O^^   welche  mit 


y 


*)    Ueber  die  Anwendunr  de«  Additionweichen« ,  um  dieZatanmeo- 
leteaoj^  der  Formen  oder  KuMon  zn  beielchnen,    a*  m.  Dtaq.  Arlt&m. 
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K'  zu^anmenj^ewizt  K%  geben,  qmI  w&mML  aaler  eleb»  ab  tob 
dea  Klaascn  m   W»  W  ▼erachiedca  sind. 

Schliesst  man  so  fort,  bis  alle  Klassen  in  O  erscbupft  sind» 
so  hat  man  rJj  Klassen  ans  O**  erbalten,  and  aosser  diesen  kaDD 
keine  mehr  übrig  sein,  da  jede  Klasse  aas  O"  mit  Ef  xasammen- 
gesetzt  eine  Klasse  ans  O  herrorbringt    Daher  folgt  L''=rL. 

Setzt  man  M=^m,  so  erhält  man  den  besondem  In  den  Disq. 
arithm.  Art.  253.  betrachteten  Fall;  nimlicb,  wenn  r  die^  Menge 
der  eigentlich  primitiven  Klassen  bedeutet,  «reiche  mit  einer  be- 
liebigen Klasse  der  Ordnang  O  zusammengesetzt  eine  beliebige 
Klasse  derselben  Ordnane  herTorbrinsen,  so  beträgt  die  Menge 
aRer  Klassen  der  Ordnang  O  den  rten  Theu  von  der  Menge  aller  Klassen 
der  eigentlich  prtmitiren  Ordnung.  Die  Zahl  r  kann  man  filr  iede 
Determinante  nach  dem  Vorhergehenden  bestimmen,  folgHch  fässt 
sich  die  Menge  der  Klassen  in  jeder  Ordnung  finden»  wenn  man 
die  Menge  der  eigentlich  primitiren  Klassen  kennt. 

Versucht  man  z«  B.  die  Menge  der  Klassen  in  der  nneigeot* 
lieh  primit, Ordnung  zu  bestimmen,  so  findet  man  nach  9.  zanächst 

(m=2,  t7=2  '  Q  '°  setzen)  fi  =  l  oder  3,  jenachdem  D^l  oder 

5  (mod.  8)  ist;  daher  r=l  Im  ersten  Falle.  Im  anderen  Falle 
Ist  bei  negativer  Determinante  r=3,  ausgenommen  11=^3,    wo 

r=:jf*=l  ist    Wenn   endlich  jD^5  (mod.  8.)   und  positiv,   so 

bat  man  e  =  l,  3,  also  r=3,  1  resp.,  jenachdem  die  kteinsteo 
Wurzeln  der  Gleichung  xx^^Dyjß^s-A  gerade,  oder  ungerade  sind. 
Hieraus  folgt: 

Bezeichnet  man  die  Menge  der  Klassen  in  der  eigentlich  pri- 
mitiven Ordnung  durch  L ,  die  in  der  uueigentlich  primativei^  Ord- 
nang durch  L',  ^  ist  L'  =  L,  wenn  Z>^r  (mod.  o.);  oder  wesa 
/^=-*3;  oder  wenn  D  positiv,  =5  (mod.  8.)  und  die  kirastea 
Wurzeln  der  Gleichung  zx — Dyy^=A  angerade  sind.   Dagegen  \tX 

L'  =  11  L    in  allen  übrigen  Fällen.  ^ 

19.  Die  Theorie  der  Zerlegung  der  Quadratischen  Formen,  weiche 
wir  hier  roitgetheilt  haben,  ist  völlig  allgemein.  In  den  Dte^. 
Arithm.  %rird  nur  der  specielle  Fall  zur  Sprache  gebracht,  wo  die 
gegebenen  Formen  aus  derselben  Ordnung  sind,  und  dieser 
wiederum  auf  einen  noch  einfachem  Fall  zurflckgeflibit  (cf*  art.  251). 
Hierauf  wendet  sich  Gauss  zur  AofiSsung  der  Aufgabe:  ,4Me 
sämmtlichen  eigentlich  primitiren  Klassen  zu  bestimmen,  welche 
mit  der  einfachsten  Form  einer  Ordnung  zusammenseactst,  diese 
Form  selbst  geben,  und  findet  zunächst  eine  endliche  Menge  tod 
Formen,  welche  in  Bezug  auf  diesen  besondern  Fall  mit  unseren 
Formen  im  Compiex  0  übereinkommen.  Was  endlich  die  Classi- 
fication dieser  Formen  betrilTt,  so  wird  art.  256.  V.  gezeigt,  dass 
sie  in  verschiedene  Klassen  geboren  bei  negativer  und  quadrati- 
scher Determinante,  ausgenommen 

^)  Die  uaeigeoUich  primitive  Oidnang  ezistirt  nor,  wenn  Ds\ 
(mod.  4.)  ist 
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£)=:-/ii*.     >ö  =  -|m*. 


und  ohn«  Beweis  angemerkt,  dass  im  ersten  dieser  Ausnahme- 
lalle  immer  je  zwei,  im  andern  immer  je  drei  Formen  eine  Klasse 
bilden.  Die  positive  Determinante  betreffend  sagt  Gauss*):  ,>Pro 
casutertio  autem,  ubiZ>  est  numerus  positivus,  non'quadratus,  re^ulam 
geoeralera  pro  comparanda  multitudiue  formarum  pr.  primit  in 
y*  Pf  F'',~...  enm  multitudine  classiom  diversaruro  inde  reaul- 
taatium  hucusque  non  habemus.  Id  quidem  asserere  possumus, 
hanc  vel  illi  aequalem,  vel  ipsius  partem  aliquotam  esse;  quin 
«tiam  nexum  singularem  inter  quotientem  horum  numerorum  et 
valores  mioimos  ipsorum  i^u  aequationi  it — Duw=AA  satisfacieo- 
te«  detexirous,  quem  bic  explicare  nimis  prolixum  foret;  an  vero 
possibile  sit»  illum  quotientem  in  omnlbus  ca^ibus  ex  sola  inspe- 
ctioDe  numerorum  u,  A  cognoscere,  de  bac  re  nibil  certi  pro- 
Duociare  possomus/' 

Dar  uobekannte  Quotient,  von  welchem  hier  die  Rede,  ist 
die  im  Vorhergehenden  mit  e  bezeichnete  Zahl,  deren  Bestim- 
nrnns  lediglich  darauf  zurfiekicommt,  das  erste  durch  m  theilbare 
Glied  der  Pri^ession  i^j ,  y.,  y«,...  zu  ermitteln.  Es  scheint,  als 
weoD  Gauss  mit  dem' Ausdruck  „nexus  singularis''  diese  Bezie- 
hoDg  der  Zahl  e  zu  den  Wurzeln  der  Gleichung  ax — Xyy^l, 
oder  j^ar — iyyr=4  nicht  gemeint  haben  kann;  denn  sonst  wflrde 
er  Dicht  gesa^  haben:  „regulam  generaiem  non  habemus/* 

20.  Da  man  bei  den  vorhergehenden  Untersuchungen  die 
kleiDsten  Wurzeln  der  Gleichung  jrx  —  />yy=4  kennen  muss,  und 
dieselbe  in  der  Zahlentheorie  überhaupt  von  mannich&chem  Nutzen 
»eiii  kann,  so  mag  darüber  noch  einiges  bei(;ebracht  werden,  wo- 
bei wir  auch  die  Gleichung  ^rx  — Z>yy  =  — 4   berflcksichtigen.**) 

Die  Glekhnne  xx — />«iv=j:4  gestattet  zunächst  eine  Rc- 
diKÜoQaufdleeinmchereGleicnung  jro:— O'jrtf^J:!,  fi5r  welche  be* 
r«iU  Tafeln  vorhanden  sind,  in  folgenden  Fällen. 

Wenn  D^O  (mod,  4.)«  und  t,u  alle  Werthe  der  Gleichung 

bedeuten,  so  sind  ar=2<,  ^==ti  alle  Werthe  der  Gleichung 

jro:— />yy = Jh  4 . 

In  den  Fällen  D=2  oder  3  (mod.  4.),  D=l  (mod.  8.)  können 
^ttad  ff  nur  beide  gerade  sein,  und  ;r=2l,  ^=2«  sind  alle 
Werthe  der  Gleichung 


*)    |>ag.  398. 

**)    D  Ist  positiT  und  nittht  quadralinch. 
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wenn  t,  u  alle  Wertfae   der  Gleichung 

bedeuten. 

Es  bleibt  also  nur  der  Fall  Z>^S  (mod.  8.)  Qbrif^.  i 
terminanten  D  von  der  Form  8n-f-5  zerfallen  in  zirei  iüi 
In  die  eine  gehören  diejenigen,  fSr  vi*elche  die  kleinsten  Wi 
der  Gleichung 

doppelt  so  gross  als  die  kleinsten  Werthe  der  Gleichaog 


sind  (wenn   die  letztere  Gleichung   fiir  das  untere 
haupt  losbar   ist);    in  der  andern  Klasse  sind  diejenigen 
minanten,  för  weiche  die  Gleichung 

in  relativen  Primzahlen    lösbar  ist.    Zwischen  5  und  1005 
es  126  Werthe  Z>=8n-|-5,    von  denen  die  folgenden  32  rc 
ersten  Art  sind:  37,  101,  141,  189,  197,269,  3^,  333,349;] 
381 ,  389,  397,  405,  485,  667.  673,  677,  701,  709,  757,  mj 
829,  877,  885,  901,  909,  925,  933,  973,  997. 

Um  zu  entscheiden,  ob  die  Gleichung 

aro?— Z>y3f=:i:4 

in  relativen  Primzahlen   lösbar  Ist,    oder  nicht,    verwandelt 
VD   in  einen  Kettenbruch.    Findet  sich  kein  vollstlindiger 
tient  mit  dem  Nenner  4,  so  ist  die  Gleichung  nach  einem 
ten  Theorem,  vorausgesetzt,  dass  />>i6,  in  relativen  Primi 
nicht  lösbar.    Findet  steh  der  Nenner  4,  so  merke  man  Folgt 

1)    Wenn  die  ungeraden  Werthe  or,  y  die  Gleichung 

ara:— -Dyy=— 4 

befriedigen ,  so  ist 

(a:j;  +  2)«-Z>(ay)«==  +  4, 
wo  xap+^,  xy  ebenfalls  nngerade  sind,  d.  h.  wenn  dieOlcM 

in   relativen  Primzahlen  lösbar,  so  ist  auch 
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XX-^nYYzs  +  A 

in  relativen  Primzahlen  lusbar. 

2)  Siod  o:,  jf  die  kleinsten  positiven  Werthe  der  ersten 
Gleicnmig»  so  wm\  behauptet,  dacis  A?s;rar-t-3>  1^=^  die 
kleinsten  positiFen  Werthe  der  andereu  Glelebang  sein  weroen. 

Wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  bezeichne  man  die  kleinsten 
(positiveo)  Werthe  der  Gleichung 

«— Z>jiii=+4 

dorcb  t,  u,    so  dass    also  <<  X,   ti  <  F  ist.     Die  Multiplicalion 
der  Gleichungen 

arar— />3^  =  — 4, 
«-Dutt  =  +4 


giebt 


(?f:^)*_z>(ö?^-)-=_4. 


wo  — ä — ^ ,    ^  Q —     ganse  Zahlen  sein  werden ,   da  x  und  y, 
ebenso  t  und  tf,   beide  gerade»    oder  beide  ungerade  sind.    Die 

1  ix 

^^^  »C^^'"*'^)  >0^  positiv,  da  -   offenbar  >  — .  Die  andere  Zahl 

2(tx— Dttfy)  anlangend,  nehme  man  zuvorderst  an,  dass  iy>tf  sei- 
Demnach  folgt  durch  Multiplication  der  Gleichungen 

xx-Dify^^,    U:=DuH  +  A,     (ta:)«— (Z%)«=4(l>yy-Dttii— 4), 

4 
welcher  Werth  positiv  sein  muss,  indem  yy^w^'ß  >0t,  folglieh 

tf— Dtty>0.    Setzen  wir  also 

^itX''Duy)  =  T.  ^(ty-ux)=ü; 
so  »ind  T,   ü  positive  Zahlen ,  welche  der  Gleichung 

geofisen,  mithin  nicht  kleiner  sein  können  als  x,  y  resp.  Nun 
erbau  man  mit  Hülfe  der  vorhergehenden  Relationen  aus  der 
Gleichung 

tf-l>am=r-f4,    2x=Tt+Düu,    2^z^Tu+üt, 
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folglich 


2y^anf+y<,    (2— l)y— am, 


und  dies  ist  usmö^ich,    da  die  Werthe  ts=:2y  ti^O  ■nwgnsrlilo» 
seD  sittd,  ond  t  nicht  kleiner  als  2  sein  Icmhi. 

Hieraus  folgt  u'^y,  <>x.    Nachdem  dies  bewiesen  wordeo, 
hat  man 

(Z>i.y)«  -  (te)«= 4(01111 -^  1%  +  4) , 
folglich 

Z>t«y-to>0,     T^^iDu^^ix),     ü=:i(iy-i«r) 

positive  ganze  Zahlen,  welche  die  Gleichung 

TT— l>ri7=— 4 

befriedigen 9    also  nicht   kleiner  sein  kennen   als  x,  y  resp.    Es 
folgt  ferner 

2l=rar  +  /)l7y, 

2«  =  Ty+  Kr; 

mithin 

d.  h.  I^j:a:-f  2,  tiZ^^jf,  was  der  obigen  Annahme  wider- 
spricht. Wir  schliessen  also»  dass  X=^afx  +2,  T^^xy  ^ 
kleinsten  Werthe  der  Gleichung 

xx^Dyyziz^A 

sind. 

3)  Vorausgesetzt,  dass  in  der  Eutwickelung  von  VD  ein 
▼ollständiger  Quotient  mit  dem  Nenner  4  vorkommt ,  setze  man 
dieselbe  soweit  fort»  bis  dieser  Nenner  zum  erstenmal  er- 
scheint, und  berechne  den   vorletzten  Näherungsbruch  ^.  Es  lässt 

sich  sogleich  erkennen,  ob  ^/>— Z)jj=  +  4,  oder  pp— 1)»7=— ^ 
ist  Trifft  der  erste  Fall  ein,  so  sind  x=p,  y=9  die  kteiDsteo 
positiven  Werthe  der  Gleichung 

aJjT— Z>yy=  +  4, 
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md  man  kann  sicher  schliessen,  dass  die  Gleicfiung 

in  ongeraden  Zahlen  nicht  losbar  Ist;  denn  ^Sre  dies  der  Fall, 
so  iDJissteD  ihre  kleinsten  Wurzeln  p\  q*  offenbar  >.  als  resp.  p^ 
9  sein,  was  wegen  jt>=;>';>'+2,  q=^p'q'  (vergl.  2))  anmSglich  ist. 
—  Findet  sich  aber  m  — />9fAr s= — 4.  so  sind  x=p»  ^=9  die 
kleinsten  (positiven)  \Verthe  der  Gleichung 

Ä-or— Z>yy=— 4; 

die  Gleichang 

xx-^Dyyz^  +4 

ist  dann  ebenfalls  in  relativen  Primzahlen  lusbar»  und  xs=pp+2, 
y^pg  ihre  kleinsten  Wurzeln. 

Nach  diesen  Principien  ist  die  dieser  Abhandlung  beigefügte 
Tafel  berechnet.  Man  findet  in  der  ersten  Columne  alle  Zahlen 
D  von  der  Form  8n  -|-  5  zwischen  5  und  1005  mit  Ausnahme  der 
22  vorhin  aufgestellten  Werthe,  fiir  welche  keine  Auflosung  in 
ungeraden  Zahlen  möglich  ist.  In  der  zweiten  Columne  stehen 
die  kleinsten  positiven  Wurzeln,    welche  sich  auf  die  Gleichung 

beziehen,  sobald  D  mit  dem  Zeichen  *  versehen  ist,  in  den  fibri- 
gen  Fällen  der  Gleichung 

:rar— 1)^=  +  4 

genügen. 

4)  Mehrerer  Vollständigkeit  wegen  bemerke  Ich  noch  Folgen- 
des. Wenn  die  Determinante  das  Zeichen  *  nicht  fuhrt,  die 
Gleichung 

wX'^Sh/y^s. — 4 
also  in  relativen  Primzahlen  nicht  lösbar  ist,  so  lässt  die  Gleichung 

Itetne  Auflösung  zu,  Ist  also  xx — Dyy^z, — 4  überhaupt  nicht  I5s* 
ba^    Denn  die  Multiplication  der  Gleichungen 

XX — /)yy=  +  4,      ti — Duu-=  —  l 

gäbe 

(te  +  Diiy)*- I>(<y  +  lu:)«  = -4, 

^0  tr-f I>u^,  ty+ux  offenbar  ungerade  Zahlen  wären,  welche 
der  Gleichung  , 
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nach  der  VoraossetzoBg  nieht  genfigen  kSnnen.  -*  Wens  die  De- 
tennioaole  das  ZeicbeD  *  fährt»  die  Gleidmog 

«X  — I>jfy=— 4 

also  io  relativeti  Primsablen  fösbar  ist,  so  Bsst  die  Cvleielraiig 

AollosiiageD  so»  ist  die  vorhergehende  Gleidioog  also  wmA  m 
geraden  Zahlen  lösbar. 

Om  das  letztere  zo  erweisen,  bemerke  ich  snYSrderst,  dasf 
in  der  Entwickelung  tod  \^D  der  Nenner  4  höchstens  In  zwei 
vollstSndigen  Quotienten  vorkommen  kann.    In  der  That,    es  sei 

— j —  ein  vollständiger  Quotient,  welchem  — «5 vorher- 
geht; dann  ist  bekanntlich 

daher ,  wenn  wir  die  grosüte  in  VD  enthaltene  ganze  Zahl  durch 
a  bezeichnen,  J  deich  einer  der  Zahlen  a — 3,  a — 2,  a— 1,  s; 
von  diesen  vier  Werthen  werden  aber  nur  zwei  so  beschaffen 
sein,  dass  D — JJ  durch  4  theiibar  ist,  wie  es  nach  der  ersten 
GieiehuDe  sein  soll,  nämlich  die  Werthe  i/=ss,  s — 2,  oder  die 
Werthe  J=a  —  1,  n— 3,  jenachdem  a  ungerade,  oder  gerade  ist, 
folglich  können  in  einer  Periode  (welche  nicht  zwei  ideotiscbt 
vollständige  Quotienten  enthalten  kann)  nicht  mehr  als  zwei  voll- 
ständige Quotienten  mit  dem  Neuner  4  vorkommen. 

Wäre  nun  die  Gleichung 

«— />iai=-l 

nicht  losbar,  so  mfisste  die  Periode  des  Kettenbrochs  von  V/) 
bekanntlich  geradgliedrig  sein,  und  wenn  wir  die  aufeinanderfol- 
genden vollständigen  Quotienten  mit  dem  Nenner  4  in  der  unend- 
liehen  Entwickelung  von  VD  durch 

VD^J    VD^J'    VD±J^    yP^J"      . 
— 4 — »  4 5   — 4        »         4 '  «^<^- 

bezeichnen,  so  erhellt  leicht,  dass  die  denselben  vorangebeodeu 
Näherungsbrtiche  sämmtlich  die  Gleichung 

XX  —  Dy%i^=i — 4 
I5sen  würden,  woraus  folgt,  dass  die  Gleichung 

XX  —  Dyy=,  +  4 
in  relativen  Primzahlen  nicht  lösbar  wäre,  gegen  1). 
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5)   Ist  die  6leicl|inig 

io  relatiteo  Primzablen  tösbar,   sind  x,  y  die  kleioateo  Warxeln, 
ond  maeht  man 

w  aind  (17.)   a^^  ^   die    kleinsten  geraden  Wurzeln   dieser 
GleidiiiDg«  folglich    o^»  o'y^di^UeinsteDWurselii  der  Gleichung 

Mm  findet 

Wenn  also  die  Gleichung 

io  ungeraden  Zahlen  lusbar  ist,  so  müssen  die  kleinsten  Wurseiu 
den  cabischen  Gleichungen 

««-3a:— 2jr=tO, 

I>»*+3y— 2FäO 

geoögen,    wo  Xi  Y  die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung 

XX^DYY^l 

bedeateo.    Die  cardanische  Formel   giebt  folgende  Werthe: 

x=V{X  +  YVD)  +  V{X-  YVD), 

weiche  unter  einer  irrationalen  Form  erscheinen.   Dieses  Umstan- 
des  wegen  hat  man  x  und  y  durch  eioe  andere  Betrachtuog  aus* 

«rmittem. 

Die  Gleichung 

bat  onr  eine  reelle  Wurzel,  von  der  wir  schon  wisseo,  dass  sie 

eine  ganze  Zahl  sein  muss.    Die  Funktion  x^  —  Zx-^^iX  wird  ne- 

j  3 

gati?  far  d?=v2X   Ich  behaupte  ferner,  dass  sie  fSr  x^V^lX\\ 
Positiv  wird.    Fflr  diesen  Werth  findet  man  nSmlich 

«8^ar-2A= 3(V2J0»  -  2, 

Theil  XVI.  32 
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welcher  Aiudnick  positiv  ist.  Setzen  wir  also  V2X=sa — §,  wo 
c  eioeo  positiven  ichteo  Bmch  bedeutet»  so  liegt  dr^Ewisdieo  e— f 
ood  a — e-fl,    folglich  x=za. 

Die  andere  Gleichnng  hetreffend ,  wird  di6  Pnnkäon 

3  2F      •,  8  2F     .      • 

positiv fÄry=V-y     Ffir  y— V"5"  —  1  ^W  sie  negativ;    dewi 

f&r  diesen  Werth  kommt ' 

»  2F  ^  »  2F 

/^(y)  =  -Z>-3(V^-l)(l>V^-l), 

»2F     , 

welcher  Aosdruck  negativ  ist,   sobald  V-j^ — 1  positiv.   Ist  aber 

32F 
V-gp*-']  negativ,  d.  h.  der  angenommene  Werth  von  jf  negativ» 

so  erhellet  von  selbst,  dasH  X>y*-f  3y-2F<0  ist    Die  Fonktioo 

%'+3y-"2F 
muss  also  zwischen  den  Werthen 

3  2F  a2F     - 

3  2F 
verschwinden;  und  wenn  wir  V /t~=6  +  <  setzen,   wo  «  ein  po- 
sitiver achter  Bmch,  so  erbellet,  dass  y=6  sein  muss. 

Daher  folgt:  Wenn  die  Gleichung 

in  relativen  Primzahlen  lösbar  ist,  so  findet  man  ihre 
kleinsten  Wurzeln   x,  y,   indem  man  für  x  die  nächste 

ganse    Zahl    an   V^X  aber  dieser  Grosse,    für  er  die 

»  2F 

nächste  ganze  Zahl    an  V-jj      unter    dieser     Grocse 

nimmt,    wo  X,    F  die  kleinsten  Werthe  d«v  Gleiebnog 

xx^Dvr^^i 

bedeuten. 

6)    Umgekehrt,     wenn    di6  .Wurzeln    der    knbiscbeB 
Gleichungen 

a:t_3^_2i:=0,    I>y8-f3y-2F=0 
beide'ganze  Zahlen  sind,   so  ist  die  Gleichung 


475 

in  relativen  PrimzahIeD  lOebar. 

Denn  berechnet  man  den  Ausdruck  jsop  ^  Dyy  mit  Hülfe  der 
b  5)  gefundenen  Werthe  von  x  und  y,  eo  erhält  man  xx  —  Dyy 
=  +  /,  beachtend»  daaa  XaC-Z>FF?=  +  l  iat 

Eine  fihnliehe  Beziehung  findet  zwischen  den  kleinsten  Wur- 
zelo  der  Gleichungen 

arx-I>yys-4,    JCJiC-/>FF=- 1 

ttatt,  deren  Auffindung  wir  dem  Leser  fiberlassen. 

Da  nun  Legendre  eine  TafeF  der  kleinsten  Werthe  der 
Gleichung 

odsr  der  Gleicbung 

AT  — /^=--l 

n^eben  hat«  9o  wOrde  sich  die  Berechnung  unserer  Tafel  nach 
dem  voihereehendeu  Theorem  auf  eine  blosse  Knbikwurzelauszie- 
haw  reduciren.  Da  ich  aber  erst  nach  der  Berechnung  der  Tafel 
auf  diese  Methode  rerftet,  so  blieb  nur  übrig,  nach  derselben  die 
Mhoa  berechnete  Tafel  zu  tevidben  •  was  mit  möglichster  Sorg- 
Ut  geschehen  ist^ 

Z.  B,    Die  Gleichung 

ii-501FF=+l 
bit  die  Uehisten  Wurzeln 

lsllSIS731902995,     F:=  902288318132    (Legendre's  Tafel). 
Nuht 

V*iX=28224 +  ....,  ^=2005142638+...,   V^=1261+ .... ; 
folglich  x=28e25,  y  =  1261  die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung 


*)    HH  Hfilfe  TOB  Kshiktafbln  lacsen  sich  telbat  an«  sehr  groMen 
Zahlen  die  Koblkwonelo  mit  Leichtigkeit  an»iehen. 


.«■^.^•^.««aM*^ 


47« 


T  af el 

der  kleinsten  Wnriein  der  Gleichung  xx — Dgy:s±i 
für  die  Wertbe  von  I>=:8fi-|-5  zwischen  5  und  1005,  bei 
welchen  die  Gleichung  in  relativen  Primzahlen  losbar 

Ist 


D 

*;jr 

D 

*;sr 

D 

*J» 

*5 

1;1 

133 

173; 15 

•277^ 

2613:157 

*13 

3;1 

•149 

61  ;6 

285 

17;  1 

21 

6}1 

•167 

213;  17 

•293 

17;1 

•» 

S;l 

166 

13  ;1 

301 

22746  ;i311 

46 

7;1 

•173 

13:1 

309 

5046;387 

*63 

7;1 

•181 

1306;97 

•317 

89:5 

*«1 

39;5 

206 

43:3 

341 

277;  15 

6» 

25;3 

213 

73:6 

367 

19;1 

77' 

9;l 

221 

16:1 

•385 

19  ;1 

•85 

9;i 

•229 

15:1 

413 

61  ;3 

s» 

29:3 

237 

77;6 

•421 

44493»;2166S 

*1W 

261 ;25 

245 

47;3 

429 

i45;7 

117    - 

It;l 

363 

1861:117 

437 

21;l 

*I26 

li;l 

261 

727:45 

•445 

21;1 
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D 


«jjf 


453  149;7 

•461  365;17 

469  66;3 

477  2699; 119 

*4«3  111 ;5 

SOI  38326;1961 

*609  92S;41 

517  10673;  466 

S9S  'i3;l 

*S33  23;1 

*641  1396425:60037 

649  1523;  66 

*566  309;t3 

881  6725  ;a79 

726  27;1 

*733,  27;1 

741  246;9 

749  12946  ;473 

"66  83;3 

*773  139 ;S 

789  31826; 1133 


689 
697 
605 
'613 
621 


637 

646 

*663 

•661 

669 

•686 

693 

717 

893 

917 

•941 

•949 

967 

•966 

961 


4359377; 179625 
9749;  399 

* 

123:5 

98763:39^ 

25;  1 

25:1 

14159:561 

127:5 

1661:66 

1789539:69606 

306285:11803 

759:29 

79:3 

241:9 

2301  ;77 

1181; 39 

1136:37 

32685:1061 

31;! 

31;1 

68123:2175 
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D 

*;5 

D 

'■9 

•n/T 

a87ii3 

989 

103245;3»3 

805 

1447;5I 

I0Q6 

1807:57 

•ffil 

16189 ;S06 

Fiiii«. 

837 

»;1 

•845 

39;! 

•863 

27483;1M1 

8SI 

10Z7;3a 

8» 

19377;  VB5 

• 
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JKIseellev. 


lo  einem  ftiteren  englischeii  SchiSTahrtsIehrbuchej  nftmlich  in 
The  complete  Navigator.  By  Andrew  Mackay.  London. 
180  4  9  finde  ich  folgenden  Beweis  des  bekannten  trigonometri- 
sehen  Satzes»  das«  die  Summe  zweier  Seiten  eines  ebenen  Drei- 
ecks sich  za  deren  Diflferenz  verhält»  wie  die  Tangente  der  halben 
Samme  der  Gegenwinkel  zu  der  Tangente  der  halben  Differenz 
dieser  Winkel»  der  wenigstens  mir  neu  gewesen  ist»  und»  weil 
er  wohl  auch  noch  manchem  anderen  Leser  dieser  Zeitschrift 
unbekannt  sein  dürfte^  deshalb  hier  mitgetheilt  werden  soll. 

lo  Taf.  XI.  Fi^.  11.  sei  ABC  das  gegebene  Dreieck»  und 
voD  den  beiden  Seiten  AB  und  AC  sei  Ad  die  grossere.  Man 
▼etlängere  AC  über  A  hinaus  und  mache  AD^^ABf  ziehe  JBJD» 
mache  AE^^AC,  und  ziehe  CE,  welche»  verlängert,  BD  in  F 
schneidet.  Nun  ist  die  Summe  der  gleichen  Winkel  ACE  und 
AEC  der  Summe  der  beiden  Winkel  ACB  und  ABC  gleich» 
also  ist 


^DCF=^(^ACB  +  .^jlBC), 


und  daher 


^BCFsz^ACB—ji^ACB  +  ^AßC) 


ii. 


^  BCF=^(^ACB  —  ^  ABQ : 


Nun  ist  aber 
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^EBF=i^CDF. 

bo  sind  die  Dreiecke  CDF  und  BEF  dnuder  UinliiA,  m^ 
t  folglich  such 

^CFÖ^^CFB, 

h.  CF  steht  aaf  BD  seDkreeht    Wegen  der  Aebniiehkcit 
iden  Dreiecke  CDF  und  BEF  ist  aber 

CD:BE  =  DF'.BF. 

ler  n&ch  der  Conitmction 

AB^äC:AB-AC=^^-'^, 


AB+ACi  AB~-AC=UmsDCFi  UngBCF. 
30  nach  dem  Obig«a: 

AB+ACiAB^AC 
=U^%\{^ACß^^ABC}:M.ag\<X.ACB—^ABC> 

Blches  der  si  beweietinde  Satz  ist. 

Mir  scheint  diese  Beweisart  sehr   einfach   zu  sein,  n 
ishalb  von  mir   hier  mitgethcilt  worden. 
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Ltterarlsclier   Serlelit 


Ck»cliiclite  der  IHalliematlk^ 

In  dem  Jonrnal  de«  SaTantt.  Fd  Trier.  1850.  findet  eich  ela 
Aofiatt  de«  treffliehen  hoclibcjalurten  Biotf  4er  in  ao  hohem  Grade  i&Ce^ 
imant  Ut,  daee  ich  nicht  nnterlaMei»  darf»  diese  Kammer  de«  Litrrar« 
fierichU  xa  benutzen,  denselben  den  Leaem  des  Archi?«  gans  mitsn-' 
tlteilcB,  und  bin  ▼erticbert,  mir  dadurch  einigen  Dank  ca  verdienen. 

6. 

Une  an«cdote  relatire  a  M*  Laplace. 

La  ä  PAcademie  fran9aise5    dans  sa  s^ance  parttculi^e  da 
5  fevrier  1850^  par  M.  J.  B.  BioU 

Messieurs, 

Qaand  an  homaie  d'ordre  s^apprdte  k  partii*  pöur  on 
Srand  voyage,  iJ  met  ses  affaires  en  regle,  et  prend  soin 
d'ac^itter  *  toutes  les  dettes  qa'il  peat  *  avoir  contraotäes. 
Voilä  poarqaoi  je  vais  vods  raconter  commSnt,  il  y  a  qael^ 
qties  cinquantö  ans ,  an  de  nos  savants  les  plas  illustres  ao 
cneilKt  et  encouragea  un  jeune  döbutant,  qui  ^tait  venu  lui 
montrer  ses  premiers  essais. 

Ce  jenned^utant,  c'ötait  moi,  ne  vöos  d^laise.  Notez^ 
pour  excuser  I'^ithdte^   que  cec!  remoQte  aa  mois  de  bru« 

Bttd  XV.  67 


778 

mairc  an  VIII  de  la  RepubliqQe  franyaise,  !'•  ädition.  Qoel- 
ques  mois  plus  tard,  on  mefit  l'insigne  honnenr  de  menom- 
mer  associe  de  rinsTintt  national:  mais^  ä  cette  date,  et 
surtout  k  r^poqae  un  pea  anterieure  oü  luon  riicit  com- 
mence,  je  me  trouvais  completemeitt  incoiinu.  J'etais  alors 
un  tout  pedt  professeur  de  mathematiques, ,  ä  l'^cole  eeu- 
trale  de  JBeaavais.  Sorti  nouvellement  de  TEcole  polytech- 
nique,  j'avais  beaucoup  de  zile  et  peu  de  science.  Dum 
ce  temps-Iä,  on  ne  demandait  guere  aux  jeunes  gens  qae  de 
I'ardeur.  J'etais  passiopine  pour  la  geoinetrie  et  pour  beaa* 
coup  de  choses.  La  fortnne,  plutöt  que  la  raison ,  me  pro- 
serva  de  ceder  k  des  goüts  trop  divers.  Fixe,  des  lors,  par 
les  noeuds  les  plus  doux,  k  J*interieur  de  la  famille  qui 
m'avait  adopte,  neureux  du  prösent,  comptant  sur  Pavenir, 
je  ne  songeais  qu'ä  suivre,  aveo  delices,  les  penchants  de 
mon  espritvers  toutes  sortes  d'etudes  scientifiques;  et  ä  faire, 
parplatsir,  ce  ^ue  l'interßt  de  ma  carrier^  m  aurait  preacrit 
comme  un  deroir.  J'avais-  snrtoot  une  ambition  demesvree 
de  penetrer  dans  les  hautes  regions  des  mathematiques,  ou 
i*on  decouvre  les  lois  du  ciei.  Mais  ces  grandes  theories, 
encore  ^parses  daqs  les  collections  academiqnes,  n'etaient 
presque  abordables  que  pour  le  petit  nombre  d'homnies  ha- 
p^rieurs  qui  avaient  concouru  k  les  ^tablir;  et  s*y  lancer 
sans  guide^  sar  lears  tracesV  c'^tall  une  entrepriM  oü  l'oo 
avait  toute  chance  de  s*egarer  pendant  bien  du  temps  avaiit 
de  les  rejoiiid^.  Je  satais  que  M.  Laplaee  tpavatllaita 
rtenir  ce  magnifiqne  enseroble  de  d^courertes,  dans  IW 
vrage  qu*il  a  tr^s«justement  appele:  la  Micani^fue  c^ste. 
Le  prämier  volume  etait  sous  presse;  les  autres  suivraient, 
k  de  bien  longs  intervalles,  au  gre  de  mes  desirs.  Une  de- 
marche,  qui  pouvait  paraltre  fort  risquöe,  m'ouvrit  an  acces 
privilegi^  dans  ce*  sanctuaire  du  g^nie.  J'osai  ecrire  direct^ 
nient  k  l'illustre  auteur,  pour  le  prior  de'  permettre  que  soo 
libraire  fn'envuyät  les  fenilles  de  son  livre,  k  mesure  qu^el- 
les  s'im(>rima^ent.  M.  Laplaee  me  r^pondit,  avec  autaat  de 
c^r^monie  que  si  j'eusse  ete  un  savant  v^ritable.  Toutefois, 
en  fin  de  compte,  il  ecartait  roa  demande,  ne  voulant  pas» 
disait-il,  que  son  ouvrage  f^t  nreseote  au  public  avantd*Mre 
termine,*  afin  qu'on  le  jogeät  d'apres  son  ensemble«  Ce  de> 
cUnatoire  poliy  ^tait  sans  doute  tres-obligeant  dans  ses  fo^ 
mes.  Mais,  au  fond,  il  accommodait  mal  mon  affaire.  Je 
ue  Toulus  pas  Taecepter  sans  appel.  Je  räcrivis  immediate- 
ment  ä  M.  Laplaee 5  pour  lui  representer  qu'il  me  faisait 
beaucoup  plus  d'honheur  que  je  n*en  meritais,  et  que  je 
n'en  däsirais.  Je  ne  suis  pas,  lui  disais-je,  du  public  qui 
ju^e,  mais  du  public  qui  Studie.  J'aioutab  que,  voolant 
suivre  et  refaiVe  tous  les  calculs  en  entier  pour  mon  inatro- 
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ctioD,  je  pourrais,  «*il  se  ren^lit  ä  ma  ^ri&r'^»  decouvrir  ei 
sigpaler  la»  fauCes  dümi^ressiou  qiii  »y  aeraieut  ffli^se^.  Ma 
respeei^ense  üisiatanoe  desarma  sa  reMurva.  11  m  eiivoya  ion- 
tes  les  feuilJes  deja  iraprimees«  eii  y  joiguaut  ud6  lettre 
charmaiae^  ceite  tois  nullenient  cer^moiiieuse,  mais  remplie 
des  ploa  vifs  et  des  plus  precieux  eu eouragemeu ts.  Je  u*ai 
|M$  beaein  de  dire  avec  quelle  ardeur  je  devorai  ce  tresor. 
Je  pomrais  bien  m'appliquer  la  maxime:  violenpi  rapiuntälmA, 
Depuis^  chaque  fois  que  j'allais  k-  Faris^,  j'apportiria  mon 
tra?ail  de  re Vision  typokrapjiique,  et  je  le  presentaia  pepr 
sonneUeiDeBC  h  M,  Lapface.  II  raecueiUaU  toujoura  avec 
boote,  rexaminait,  le  discutait;  et  cel^  ine  donoait  Tocca- 
sion  de  liii  soumettre  les  diflicultes  qui  arr^taient  trop  sou« 
veat  aa  faiblease.  8a  coudesceD^ance  k  i^^»  lever  etait  f»aii« 
bornes.  Mais  lui-in^me  ne  pouvait  pas  toujaurs  le  fair  et 
lans  j  donner  une  aCteiitioiJ  quelqaefoi^  assez  loogue«  Cela 
anivait  d'ordinaire  aux  eDdroits,  oü^  pour  s*e|Mirgner  des 
details  d*exposition  trop  eteudus»  il  avait  eniploye  la  foiv 
mule  expedUive:  il  ^t  aise  de  v(nr,  La  cbose^  en  effet, 
a?aitparu9  dans  le  momeiit,  tre$-claire  ä  ses  yeux.  Mais 
eile  ae  Vetait  pas  toujeursj  lu^me  pour  iui,  ä  quelque  tempa 
de  lä.  Alors,  si  vous  lui  en  deatandi^at  Pexplication,  il  la 
cherchait  patiemmeni,  par  diyerses  V4^S|  pour  «ou  oonipte 
comme  pour  le  Tötre;  et  c'etait  ia,  saus  doute,  le  plus  in« 
straetif  dea  commentairea.  Une  fois,  je  le  vis  passer  ainsi 
pris  d'une  heure,  a  täcber  de  ressaisir  la  cbalne  de  raison« 
nemeata  qo'il  avait  cachee  sous  ce  mysterieux  symbole:  ü 
eit  ms6  de  votn  On  doit  dire,  ä  sa  deobarge,  qae  s*il  avait 
?oiila  £tr6  eompl^enient  explicite,  son  ouvrage  aurail  dA 
avoir  huit  on  dix  volumes  in-4®  au.  lieu  de  cinq;  et  peut- 
toe,  n'aorait-il  pas  vecu  asses  de  temps  pour  racbever. 

Toui  le  moiide  comprendra  le  pm  que  devaient  avoir 
pour  un  jeune  hornme  ces  Communications  familiäres  et  in- 
times, avec  nn  genie  si  puissant  et  si  ^tendu.  Mais  ce  que 
fon  ne  saurait  bien  se  figurer,  k  moins  d'en  avoir  iü  Pob- 
jet,  ce  sollt  les  sentiments  de  ddlicatesse  äff^ctueose,  et 
comme  paternelle,  dont  il  les  accompagnait.  Ceci  m'am^ne 
naturelleraent  h  Panecdote  que  j'ai  voulu  raconter.  Car  eOe 
en  offre  un  exemple  aussi  parfait  que  rare. 

Peu  de  temps  apres  qu'il  ni*ent  ete  permis  de  rapprocner, 
feqsla  boiinefortmie  de  faire  nn  pas,  quime  sembla  nouveau  et 
inipr^vn,dans  uoepartiedes  matbematiques«  oä  Ton  etait  k  peine 
^itre  josqu'alors.  J'avais  reuiarque,  dans  les  coininentaires 
de  Petersbonrg,    une  classc  de  questions  geometriqnes  fort 
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•ingaK^res,  qa'Eoler  avait  trait^es  par  des  m^diodes  iidi- 
reetes,  dans  an  mteoire  intiliile:  Ae  ituigmi  yrawlitae  »e- 
lAadt  Umgemimm  mversme.  0  s'<itait  propose  anasi  ue  qte- 
•tion  de  ce  geare,  eaeore  phis  difficue,  aar  laqudla  ü  ctait 
revena  k  plasieora  reprisea  dana  lea  j^eim  ermdämwm,  es  la 
r^solvaiit  chaqae  foia  par  des  voies  differentea,  mais  toa- 
joars  iadireGtement.  La  aingakuritö  de  ces  probüaMa  coa* 
aisftait  en  ee  qa'it  fallait  däcoaviir  la  nalare  d'ojDe  ooarbe, 
d'apretf  certaiaea  relations  aasignees,  donl  lea  csaraeCeres 
g^om^triqaea  ^taient  d'ordrea  diasemblables:  lea  miea  devaat 
a^oir  Ken  entre  des  points  iDfininient  voisins^  les  aaCres  entre 
des  points  distants,  siSpares,  par  des  diHerences  fiaies  et 
donn^es,  d'abscisses.  Or,  la  premiire  dasse  de  eonfidons, 
relative  anx  pofaits  voisins,  itaut  eonsideree  isol^meat,  soas 
le  point  de  vae  abstrait,  dopend  da  calcal  diiFerentiel  erdi- 
oaire:  la  deaxieme,  relatiye  aax  points  distants,  dopend  ^nn 
aotre  genre  de  ealcol,  qai  s'adapte  specialement  aoz  dile- 
rencea  finies.  L'id^e  me  vint  qae,  paar  bien  faire,  ilfidlak 
dcrire  d'abord  I'enonc^  eomplet  da  problime  daaa  le  laa* 
gage  analytioae,  en  appliqaant  ä  chacaae  de  aea  parties 
leurs  symboles  propres.  Cela  eondairait  k  an  genre 
d'eqoations,  dit,  aux  iifirenees  mSlees^  pea  dtadie  jos- 
qa'alors,  qai  exprimerait  ainsi,  avee  ane  entiere  ge* 
n^aiitä,  rensemble  des  conditiona  anxtte  aaxqaelles  m 
devrait  satisfaire;  apres  qaoi,  on  n'aarait  plaa  qa'k  se 
tirer,  connie  on  poarrait,  de  ce  demier  paa»  La  realisatioa 
de  eette  id^e  sarpasaa  mes  eapörances.  Toates  lea  qaestitw 
de  ce  genre ,  qai  avaient  ite  traltees  indirectement  par  Esler, 
at  par  fl'aatres  g^omitres,  ^tant  exprim^s  ainsi  en  sy» 
boles  gininuK,  se  r^solvaient  sans  difficakö,  comme  par 
enchanlemrat.-  Lorsqae  j'eas  troavö  oette  def  qai  lea  oavni^ 

eEipportai  mon  travau  k  Paris ,  et  j'en  parlai  k  M.  Laplace. 
m'äcoota  avec  ane  attention,  qai  nie  sembia  ni^lee  de 
qaelqae  sorprise.  11  me  qaestlonna  sar  la  natare  de  moo 
p/ocede,  sar  les  dötails  de  mes  Solutions.  Quand  il  m'eut 
examine  sar  toas  ces  points,  „Cela  me  paratt  fort  bien, 
9^dit-il,  venez  dem^in  roatin  m'apporter  votre  memoire.  Je 
ypserai  bi^i  aise  de  le  voir/<  On  comprend  qae  je  fasexact 
aa  rendeas-voas.  II  parcoarat  fort  attenüvement  tout  mos 
mannscriti  Texposä  de  la  methode,  Jes  applications,  les  con- 
aid^rations  nlterieares  qae  j'y  avais  annex^es.  Pub,  fl  me 
dit:  „Voilä  an  tr&s-bon  travail;  vons  avez  pris  la  veritable 
y^voie  qa'il  faat  saivre  paar  r^sondre  directement  ce  gemt 
9,  de  qaestions.  Mala  les  aperfas  qae  toos  pr<iaentez,  k  la 
p,fin,  sont  trop  ^loign^.  N'allez  pas  aa  delk  des  r^aaltats 
^,ooe  Toas  avez  obtenus«  Voas  rencontreriez  probaUesiaiit 
„oes    dlflicalt^s  plus  s^rieases  qae  vons  ne    paraisaai  le 
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^^eroire;  el  Petat  aoliiel  de  l^alyse  pourrait  bien  ne  paa 
„Toos  fonrair  lea  moyens  de  lea  sormonter.^^  Aprte  m'^tre 
defendo  qilelqae  teonpa,  oar  jamaiB  il  ne  lui  est  arrivä  d'in- 
terdire  aux  jeaueg  geoB  qui  rapproohaienc  la  libei*t^  d'one 
Tespectoeosa  ooDtroverae,  je  cedai  äses  conaeils,  et  ie  rayai 
toute  cetce  fib  haaardeuse.  „Conmie  cela,  me  oil-il,  le  reale 
„sera  fort  bien.  Preaenlez  deoiain  votre  mömoire  k  la  claeae 
^(on  appelaic  alora.ainsi  i'Acad^inie): .  et,  apr^  la  seance, 
,,Toiia  reviencfarez  cHaer  avec  moi.  Maintenant,  allona  deiea- 
^nen^  Ici,  je  ne  craindrai  pas  de  pjacer  na  tableau  d'rn- 
teriear,  qai  le  fera  voir  tel  qu*il  etait,  tel  qu'il  fat  toujoara, 
daiis  la  simpUcite  de  aes  rapporta  avec  lea  jeunea  geiia  qui 
ayaient  le  bonheiir  de  Tapprocher,  et  qui,  devenua  dea  bom- 
mes,  8onl  reates  groupea  aatoor  de  lui  pendant  aa  lonpie 
carri^,  coanne  aatant  d'enfants  adoptifs  de  aa  pena^e. 
C'etait  dana  cea  inatanta  de  loisir ,  apr^  aon  trayail  du  ma- 
tin,  qa'il  aimait  le  ploa  habitaeliement  ä  noua  reeevoir.  Le 
dejeaner  etait  d'ime  aimplicite  pythagorique:  du  lait,  du  cafe, 
des  froita.  On  servait  dana  Tappartenient  de  M«»«  Laplace» 
lac|aeDe,  alora  jeane  et  belle,  noua  accueiHait  tous  indistine- 
tement,  avec  la  bonte  d'une  niere,  qui  aurait  pu  ^tre  notre  aoenr« 
Lk,  on  pouvait  causer  de  acience  avec  lui  pendant  dea  heu* 
res.  Sa  conversation  bienveillante  ae  portait  tour  k  tour, 
iur  lea  aajeta  de  noa  etndea,  aur  le  progrea  6es  >  travaux 
qae  noua  aviona  ceinmenc^a,  aur  ceux  qa^I  deairait  noua 
votr  eatreprendre.  11  a'occupait  aoaai  dea  particularitea  qui 
oonceroaient  uotre  avenir;  a'iniormait  dea  opportunitea  qui 
pouvaient  noua  ^Ire  favorablea;  et  noua  y  aervak  ai  active^ 
meiit,  que  noua  n'aviona  paa  beaoin  d'y  aonger  noua*m4aiea. 
^  retour  de  tont  cela,  il  ne  noua  demandait  que  du  z^lci 
des  elbrta,  et  la  paaaion  du  travail.  Voilä  ce  que  noaa 
avons  toua  vn  de  lui.  Mala  le  träit  que  je  vaia  voua  raeoi^ 
ter,  vous  fera  niieux  connattre  encore,  ce  qu'il  a  et^  pour  noua. 

Le  lendemain  du  jour  ou  ie  lui  avaia  pr^aentö  mon  m^ 
moire,  je  me  rendia  de  bonne  neuro  k  TAcadämie,  ou,  avec 
la  permiasäon  du  nrdaident,  je  me  mb  k  tracer,  aur  Ie  grand 
tableau  noir,  lea  ngutea  et  lea  formulea  que  je  voulaia  ex^ 
poser.  Monge,  arriv^  un  dea  premiers,  m'aperf ut,  a'approcha 
de  moi,  et  me  paria  de  mon  travail.  Je  compris  que  M, 
Laplaoe  l'avait  prdvenu.  A  TEcole  potjrtechnique,  j'avaia  ätd 
pn  des  ^livea  auxquela  il  t^moignait  le  plua  d'affection ;  et 
je  savaia,  oombien  le  auccia  que  i'eapöraia  lui  icauserait  de 
l^ir.  On  eat  heureux  d'avoir  de  pareila  mattrea!  Quand 
w  parole  me  fut«aeoordee,  toua  lea  g^mitrea^  c'^tait  alora 
l'nnge,  vinrent  a'atfieoir  amonr  du  tableau.  Le  general  Bo« 
naparte,  r^emment  reveau  d'Egypte,  aaaiatait  ce  jour«-lä  k 
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la  seaoce,  eomme  membre  db  la  seotion  de  meaaaifiie.   U 
viot  aveo  les  aiitrc»;  soU  de  lui-Mdme,  k  latre  de  matk^ma- 
Ucien »  dont  il  ae  f«i«ait  fort;  oa  y  parce  oae  Monge  ramepa, 
Kour  lui  faire  les  honaeurs  d'an   travail   iaeat  de  aa  chere 
Ecole  polytechDH)«e;  a  quo!  le  seaeral  repondil:  <»,Je  recofi- 
),nai8  bieii  cela  aux  figare8>^    Je  penaai  qall.^lait  biNi  ha* 
bile  de  lea  recouoaltre^  pDisqae>  borniia  M.  JLaplaoei  per- 
sonne encore  ne  les  avait  vues.     Mais,  preooeupe  eoniBie 
je  Fetais,  de  toute  autre  chose  que  de  sa  gloire  niiUtaire,  et 
de  son  importance  politique,  sa  |»r^enee  ne  me  troabla  pas 
le  moins  du  inonde.    J'anrais  eu  bien  plus  peor  de  M.  La- 
grange,  st  l'approbation  anterieare  de  M.  Laplaoe  ne  m'a- 
▼aii  donne  tonte  söcurite.    J'exposai  done  tris-^librementt  ec 
je  crois  aassi  tres«claireinent,  la  nature«  le  bnt^  les  r^altats 
de  mes  recherches.    Tont  le  monde  me  felicita  snr  leer  ori- 
ginalite.    On  me  donna  pour  eommiasaires  les  eUojfem$  La- 
place.  Bonaparte,  et  Laeroix.  La  seaaee  finie,  j'accompa^ 
nai  AL  Laplaoe  rue  Christine,  ou  il  demeorait  alora    Üaas 
le  chemin,  il  me  temoigna  son  oontenteroent  de  la  nettete 
aveo  laquelle  j'avais  presente  mes  demonstrations»  et  aussii 
de  ce  qne,  suivant  son  conseil,  je  ne  mefusse  paa  ha$arde 
au  dela.    Mous  arrivons.    Apres  que  j'eus  saWe  madane 
Laplaee:  „Venez,  me  dit  il,  an  moment  dans  mon  eabioec^ 
„j'ai  quelqae  chose  k  voas  faire  voir.^^    Je  le  snivls«   Noui 
etant  assis,  et  moi  pr^t  k  Tecouter ,  il  sort  une  clef  de  sa 
poche,  ouvre  ane  petite  armoire  placee  ä  droite  de  sa  cbe- 
minee,  je  lavois  encore^..;  puis  il  entbrenn  eahierde  papier 
jauni  par  les  annees,  ouil  memontretous  mesprablemesjks 
probleroesd'Eoler,  traitds  et  resölos  par  cette  niethode,  doot  je 
oroyais  m'dtre  le  premier  avise.    11  Tavait  irouv^e  aiissl  de« 
puis  longtemps;  niais  il  s'etait  arr^  devaat   ce  mteie  ob- 
staele  qu'il  m'avait  Signale.   Esperant  le  sarutonter  plus  tard« 
il  n'avait  rien  dit  de  tout  cela  k  personne,  pas  m^roe  ä  moi. 
quand  j'^tais  venu    lui  apporter  son  propre  travail  coniine 
nne  nouveäutä.    Je  ne  puis  peindre  ce  que  j'eproavai  alon 
C'^tait  nn  melange^  de  joie  k  voir  que  je  m'etaia  rencontit 
avec  lui;  peut-dtre  aussi  de  qoelque  regret  k  me  aavoir  pre- 
venu;  mais  surtout,  d'une  profonde  et  infinie  reconoaissajice 
pour  un  trait  si  noble  et  si  touchant.    Cette  decouverte,  la 
piremi^re  que  j'eusse  füte,  etait  tout  pour  moi.     Elle  etak 
sans  doute  peu  poor    lui,    qui    en    avait    fait   tant  d'ao- 
tres,     et     de    si    considerables,     dans    toutes     las    pa^ 
ties    des    mathematiqnes    abstraites^    oomme    dans    leors 
plus  sublimes  appUcations«  Mais  Pabn^gatiou  scientifiuoe  esl 
ditficile  et  rare,  mime  en  de  petites  cboaes.    Et  puis;  cette 
d^catesse  k  ne  me  vouloir  decouvrir  ce  mjatere  qu'aprea 
le  succis,  le  succis  public,  auquel  il  m*avait  conduit  oooinie 
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la  ■min»  ne  se  s^^iatyt*  de  oe  qu?U  evait  wu  que  poür 
riedaanMT'dee  tfcueils  oa  nwn  inexperience  aUoit  m'ea^ä« 

At*eat-il  wmMti  oe  papier  avam  la  söanoe,  il  aem'«tak 
possibte  4a  prfcenrar  mon  travail,  aachaot  qne  le  niem 
tait  aoparaTant  La  distaiice  de  lui  ä  moi^  ae  m'aaraU 
fiis  qae  le  silenca«  Et  aUl  avait  extge  qoe  je  profilaaae 
iecret^qv'il  avait  garde,  quei  embarras  n'aurais-je  pas  d& 
>uver,  qaand  j'aurais  In  ce  memoire,  avant  la  conscieuce 
je  n'etals  que  l'echo  d'on  autre  esprit!  Mais  sa  räserve 
laissait  tonte  la  force  que  son  approbation  m'avait 
lee«  Parattrai«je  trop  präaomptueox,  si  je  aie  pereuade, 
tcKis  «es  raffinementS' de'  «bonte,  n'aaraient  pas  pn  lai 
sugg^res  par  an  Interdt  seulement  abstrait,  et  scieiitifi-i 
,  mais  qu*iis  ont  du  lai  ^tre  inspires  aui^si,  par  un  Sen- 
at peraomial  d'affeotion?  Au  re/^e,  en  r^compense  de 
loble  eonduite,  je  roe  %aFe  qu'il  devait  eproaver  un  vif 
iir,  ec  an«  jmii»sai;ce  biea  pure,  a  m'eiiteridre,  gr^e  a 
debiter  en  pleine  assurance,  ä  la  satisfaction  de  rnon 
lat  aoditoire,  ces  nouveaux  caiculs  dont  je  nie  croyais 
"cnteur,  et  qn'ii  anrait  pu  m'enlever  d'uu  seul  niot.  Au- 
*fl  ete  aussi  g^ereux  pour  nn  rival?  Anrait-il  mönie  ete 
a,  toujours  juste?  C'est  ce  que  je  n'at  nuUement  ici  ä 
niner.  II  fut  tout  cela  pour  inoi  et  pour  bien  d'autres, 
eomraen^aient  aussi  lenr  carriere.  Je  n'ai  rien  de  plus 
lia,  iii  ä  voir.  Son  inflaence  sur  le  progres  des  scien- 
ijjfbysiques  et  niatkematiqnes  a  ite  immense.  Depuis 
ptaite  ans,  presque  tous  ceux  qui  les  ont  cultivees,  se 
Ifetatmits*  dans  ses  ouvrages,  ^clair^s  par  ses  decouver- 

appay^  sur  ses  travaux.  Mais  nous,  aujourd'hui  en 
i  petit  nombre,  qai  l'avons  connu  intiroement,  et  qui  avons 
Qooa  inapirer  de  son  esprit  et  de  ses  conseils,  ajoutons 
ore,  k  ces  titres  glorieux,  le  souvenir  de  Taffabilite,  de 
K>nte,  qa*il  nous  a'montrees.  Effor^ons-nous  de  rendre, 
snx  qai  vont  nous  suivre,  ce  ce  qu'il  fit  pour  nous;  et 
ans,  s'il  se  peut,  ä  leur  egard,  cette  noble  abn^gation, 
t  je  viens  de  vons  rapporter  un  si  bei  exemple.  Voila 
isiearSy  le  trait  que  j'ai  voulu  vous  raconten  M»  Laplace 
U  votre  coU^gue  dans  cette  Academie.  Vous  connais* 
kson  grand  genie  dans  les  sciences;  vous  avie?  appr^- 
^elevation  de  son  talent  comme  ^crivain.  Je  viens  de 
•  le  montrer  sous  nn  aspect  noaveau,  avec  des  qualitäs 
#^tre  plus  rares.  En  rendant  cet  honunage  k  sa  me- 
Ire  je  lui  dösob^is.  Car  il  m'avait  impos^  un  silence  ab- 
a  sur  ce  qu'il  avait  fait  pour  moi»  dans  cette  rencontre. 

rapport  academique,  auquel  il  prit  part,  n^en  porte  au- 
le  trace;  et   il  ne  lae  permit  pas  d'y  faire  la  moindre 
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Llterarlüclier  Serlelit 


Arithmetik. 

Georg  Frelherrti  von  Vega>  Vorlesungen  Aber  die 
Mathematik.  Erster  Band.  Rechenkunst  und  Algebra« 
Siebente  Auflage.  Nochmals  durchgesehen»  verbes- 
sert und  vermehrt  von  Wifhelm  Matzka,  9.  o.  Professor 
der  Mathematik  an  der  k.  k.  Universität  zu  Pfag^  1850. 

• 

Es  ist  a^f  erfreulich  ^  die  nachhaltige  Wirksamkeit  eines  schon 
vor  so  iaag^  Zeit,  wie  die  Vega'schen  Vorlesnneen ,  erschiene* 
noi  Werks  s«  sehen.  Wie  viele  Offiziere  des  k.  k.  Artillerie* 
Corfis  Aiteen  wohl  (»choti  diesem  Werke  ihre  mathematische  Bil«- 

äverdanlcenf  Der  Herr  Herausgeber  verdietit  gewiss  allen 
,  dass  er  sich  der  neuen  Bearbeitung  dieses  verdienstlichen 
Werkes  mit  so  ?iel  Umsicht  unterzogen  hat.  Die  mdsten  Zu» 
aStie  scheint  die  Lehre  von  den  Gleichungen  erhalten  zu  haben^ 
und  namentlich  ist  es  sehr  verdienstlieh  f  dass  der  Herr  Heraus- 
geber das  Wichtigste  von  Fourier's  Vervollkomroaung  der  New- 
toii*8chea  Annäherungsmetbude  an  die  Irrationalen  Wurzeln  der 
Ziihleogleichnngen  ohne  DifferenzialrechDunff  und  ohne  geometrische 
Betrachtungen  dargestellt  hat.  Möge  das  Werk  in  seiner  neuen 
wirklich  fervellkomsmeten  Gestalt  noch  lauge  zur  Verbreitung 
SHIndKeinp  ni^bematischen  Wissens  fortwirken! 

Elementarlehre  von  den  Logarithmen,  auf  einen 
neaen,  verständlicheren  und  umfassenderen  Begriff 
dieser  Hiifszahlen  gegründet,  blos  die  Kenntniss  der 
gawöhnlichslteji  Ziflerrecbnungen  vornusaetzend,  ohne 
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Algebra  gemeiofassiich  zergliedert  von  Wilhelm 
Matzka,  Professor  der  Mathematik.  Vorzugsweise  be- 
stimmt zarVerbreitong  dieser  im  ZIfferrecboensoviel- 
Meitig  Dfitzlicheo  Lebre  im  Kreise  der  praktisebeo 
Rechner,  in  UntergymnasieD,  Real-,  Gewerbs-  ood 
Bürgerschulen.    Prag.  1850.  8. 

Es  ist  gewiss  immer»  namentlich  aber  in  jetziger  Zelt,  h5ch^ 
verdienstlich,  die  Ereebnisse  und  Hillfsmlttel  der  strengen  und 
höheren  Wissenschan  einem  grosseren  Kreise  ^  von  Gebildeten 
zugänglich  zu  machen,  Oberhaupt  in  das  Leben  einzußihren.  Wie 
grosse  Vortheile  und  Erleichterungen  die  Logarithmen  bei  der 
Ausführung  der  verschiedenartigsten  Rechnungen  darbieten,  weiss 
jeder  Mathematiker;  wer  aber  einen  Blick  in  das  praktische  Le- 
ben gethan  hat,  weiss  auch,  dass  diese  Lehre  bei  Weitem  noch 
nicht  allgemein  genug  verbreitet  ist,  dass  die  von  ihr  dargel>ote- 
nen  Vortheile,  ausser  von  den  eigentlichen  Mathematikern,  noch 
lange  nicht  allgemein  genug  anerkannt  sind  und  benutzt  werden. 
Die  Lehre  van  den  Logarithmen  milgliehst  allgeniein  in  das  pn^' 
tische  Leben  etozuffibren,  ist  der  Hauptzweck  der  vorlfe^|^«iioeo 
Schrift  Sogenannte  praktische  Anleitungen  zur  ^  Loganthmen* 
rechnung  giebt  es  schon  geni^,  mit  denen  aber  die  vorÜegeode 
Schrift  Kemeswegs  in  eine  Kategorie  gestellt  werden  darf,  io* 
dem  dem  Herrn  Vf.  vielmehr  daran  lag,  neben  einer  wahrhail 
praktischen  Anleitung  zur  Ausfuhrung  der  betreffenden  Rechnungen, 
namentlich  auch  durch  eine  einfeche  vulBg  natnr^emässe  Darstel« 
lung  der  Theorie  der  Logarithmen  ein  wirkliches  inneres  Verstand* 
niss  derselben  herbeizufuhren,  wobei  er  von  dem.  gewiss  vuUte 
richtigen  Gesichtspunkte  ausging,  dass  nur  erst  durrh  ein  sol- 
ches inneres  Verständniss  der  Theorie  der  wahren  Praxis  der  Weg 
gebahnt  werde.  Wir  wurden  es  uns  nicht  versagen,  mehr  über 
aieses  gewiss  recht  sehr  verdiensüiche  Schriftcnen  zu  sagen, 
wenn  wir  uns  nicht  in  der  glucklichen  Lage  befanden,  die  Leser 
des  Archivs  auf  eine  in  dem  vorliegenden  Hefte  dieser  Zeitschrift, 
welchem  diese  Nummer  de»  literarischen  Berichts  zör  Begleitung 
dient,  abgedruckte  streng  wissenschaftliche  Abhandlang  ISr.  111* 
desselben  Herrn  Vfs."  über  die  Logarithmen  verweisen  zu  können. 
Was  in  dieser  vorzüglichen  Abhandlung  streng  wissenschaftlich 
entwickelt  worden  ist,  bildet  in  mehr  allgemein  verständlicher 
Darstellung  wenigstens  zum  Theilauch  den  Inhalt  der  vorlie^o* 
den  Schrift,  und  namentlich  ist  es  die  Im  Archiv.  Tbl.  XV.  Heft 
11.  8.  150.  gegebene  Definition  der  Logarithmen,  von  welcher  der 
Herr  Vf.  auch  in  der  vorliegenden  Schrift  seinen  Auslauf  nimmt 
Wir  sind  der  Meinung,  dass  diese  Definition  in  vorliegender  Schrift 
sehr  geschickt  zu  einer  möglichst  altgemein  verständlichen  Ent- 
Wickelung  der  Theorie  der  Logarithmen  benutzt  worden  vst,  nod 
was  die  mehr  praktische  von  vollständiger  Saebkenntniss  deutlicii 
zeugende  Anleitung    zu?    Logaritbmenrecfai^ung  betrift«#  so  wird 

fewiss  Niemand  über  irgend  einen  dabei  in  Frage  ke(pn^den 
all  hier  vergeblich  Belehrung  suchen.  Wir  empfehlen  daher 
diese  Schrift  allen  denen,  welchen  es  daran  Hegt,  sieh  eine  |ehorig 
theoretisch  begründete  Ketintniss  der  Lehre  von  den  Loganthmen 
zunächst  Behufs  praktischer  Zwecke  zu  verschaffen,  ohne  andere 
mathematische  Kenntnisse   als   die  Kenntnis»   der  gewöhnlichen 
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Recbeokiniat  au  besitzen,  besonders  aber  aucb  allen  Lehrern  an 
den  aof  dem  Titel  genannten  Lehranätalten,  aus  lollkpininenater 
UeberaeagvBg  zu  eorgfalltigster  Beachtung* 


Trlgronometrle. 

Compendium  der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 
metrie. Von  F.  Schaub,  Adjunct  der  k.  k.  8ternivarte 
zo  Wien.    Mit  einer  Figarentafel.    Wien.  1849.  8. 

Eine  kurze»  recht  deutliche  Darstellung  der  beiden  Trigono* 
Dietrieen.  Die  meisten  Aufgaben  sind  eweckmässig  durch  nume- 
rische Bebpiele  erläutert,  was  Anerkennung  verdient,  da  jeden 
Lebier  gewiss  die  Erfahrung  gelehrt  hat,  dass  Anfänger,  wenn 
sie  auch,  die  theoretischen  Lenren  der  Trigonometrie  und  auch 
die  Lehre  von  den  Logarithmen  gut  im  KöpTe  haben,  doch  schon 
dadurch  keineswejE^  betahigt  sind,  eine  trigonometrische  Rechnung 
zweckmässig  uno  mit  einer  gewissen  Eleganz  zu  ftihren.  Für 
solche,  die  praktiscjtiQ  AQwenoungen  der  Trigonometrie  zu  machen 
beabsichtigen,  wird  namentlich  auch  der  vierte  Abschnitt;  Re- 
latioueD.  zyvischen  kleinen  Aenderungen  der  Bestim- 
man^sstiScke  eines  Dreiecks,  lehrreich  sein.  Von  diesen 
Relationen  wird  zum  Schluss  auch  eine  Anwendui^  auf  die  Feh- 
ler bei  der  Bestimmung  des  Stundenwinkels  aus  I^lbSfae,  Polar« 
distanz  und  SSenithdistanx  eines  Gestirns  gemacht. 


O  e  o  d  äs  I  e. 

I 

• 

Haudbueh  der  niedern  Geodäsie  nebst  einem  Au- 
bange  ubef  die  Elemente  der  Ularksclieidekunst.  Zum 
Gebrauche*  für  technische  Lehranstalten^  so  wie  für 
das  Selbststudium  bearbeitet  von  Friedrich  Hartner» 
Professor  der  hohem  Mathematik  und  praktischen 
Geometrie  am  steierm.  stand.  Joanneum  zu  Gratz. 
Wien.  1850.  8. 

Wenn  uns  auch  von  diesem  neuen  Handbuche  der  niedern 
Geod^lH  bis  jetst  ^^^  ^^^  erste  Lieferung  vorliegt,  so  haben  wir 
uns  doch  schon  aus  dieser  Lieferung  von  dem  gediegenen  Inhalte  des- 
selben überzeugt.  Die  Darstellung  ist  im  höchsten  Grade  deutlich  und 
leicht  verständlich,  die  gegebene  Anleitung  überall  eine  wahrhaft 
praktische,  und  stets  ist  auf  die  neueren  ErGndungen  und  die 
i^rfachen   neueren  Verbesserungen    der  gebräuchlichen  Instru- 
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e  e  li  a  n  i  k. 

Di«  Theorie  der  b'ifilarian  Aiifhäoguna  von  Fr^ioz 
Dietzel,  Lehrer  der  Mathematik.  Einia'dttBgsscbrift 
zur  •ffeifttlicheii  PriCuog' der  -KanigL  Gewerbachrale 
uRil  BaagewerkschuVe  an  Zittau  am  21.  und  22.  Mära 
1850.    Zittau  185a  & 

Der  Berr  Vf.  hat  in  diesem  Programm  die  Theorie  der  ao- 
geoaaoten  blßlareti  AidhänguDg  im  AlfgemeiDeo,.  ^be  Rüekarcht 
aof  e&ae  beaoadere  Anwendung,  vo|Kständ^  eittWickeK,  und  wir 
mussai  aageo,  daaa  wir  di^ae  allen,  irelche^  von  d^r  btfitdren  Auf* 
hinpng  AnWitodungen  sd  tii^chen  Ueäbsfchtigen,  s^br'zu  empfeho 
(ende  SchrH^'  mit  gro^ent  Interealse  gelesen  bamn.  Die  Voll» 
ständigkeit  der  Behandlung  wird  man  aus  der  folgenden  kuhren 
MaltKuigabe  voh  seibat  ersehen:  Einleitung.  Die  bWlare  Auf- 
hinyrng.  Bestimmung  de^  Gleiefagewiehtalage.  Bestimmang  des 
DrwBgeitioneilts  und  der  iScbwinffungsdaBer  der '  bifilaren  Auf* 
htnt^ng.  CiHteclion  I,  frean  die  Fäden  aagleicbe  Spannung  bar 
beo.  Cfltreotioa.ll,  ivene  die  Fäden  ungleich  laag  sind^  Oorrec- 
tioo  nV  fie  BerOdcaicMguag  der  Ebstieität  der  Fäden  oder 
Dial^.  Gonedtioii  lY,  Betüeksiditigung  des  Ldiftvridefatandes, 
Botiaunnoff  der  Sohwingangsdaner,  vrenn  die  SebwiagungabogeB 
«oen  «adCkbea  Werth  haben.  Beatimmili^  des  TrägheiUmo- 
nenlea  veht  heetbaeaer  Kerper  mil  HiUe  dertbifikraB  Aefhän* 
tana.  BesiMiders  dteaer  letzte  Abschnitt»  aber  auch  Boch  .iMi^ 
A^ndere  in  dieser  verdienstlichen  Schrift,  ist  aMoh  «im  AHgenieie€9 
för  die  Statik  und  Mechanik  von  Interesse. 


j  • 


optia. 

ü\m  Beilage  iat  d^  Mr.  719.  der  Astronooiiscben  fiachrichten 
ein  Aaszog  a^a  einer  ui  d^r  naturforscfaenden  6esells<*bsff  zu  Dan- 
agam  12.  Juni  .1880  gelesenen  interessanten  Abhandlung  d^s  Herrn 
^qfessor  Anger  zu  Uanzig  beigegeben  wordes,  welche  den  Titel 
ßkrt:  MZur.Tbeorie  der,  Perspective  für  kruinineBild- 
näcben  mit  Aesonderer  BerücksicbitiguBg  einer  ge- 
ftzuen  Conatrnction  der  PaBoramea.  vVir  JiaJten  es  jfifir 
uasere  Pflicht  die  Leser  des  Archivs  auf  diese  einfache  und  ge- 
naue Construction  der  Paeoraraen  aufmerksam  zu  machen,  und 
«chea  ^em  Erscheinen  der  vollständigen  Abhandlung  mit  Verlan- 
gen entafgeo. 


das  Ti^i«^  geiMsiicine  Sftfiis  j;eg«iMel>.  iUe«9  Batis  dabei  nach 
Carlini'0  Angabe  aa  9999«.  9fö  JUetres  angenonunea,  un4  Y^^' 
mtttekt  dea  additiven  Logavithmen  9,72a(»ia,  der  im  k^  k.  mili- 
tarUch-geograpbUchen  Institute  zur  Verwaodlang  der  Meter  in 
Klaftern  gebrancht  wird,  in  Wiener  Klaftern  verwandelt  Die  an 
den  gemesaenen  Winkeln  anzubrinsenden  Correctionen  waren  im- 
mer aebr  klein.  Ein  scbones  und  für  Jeden,  der  solche  Messun- 
gen aosznführen  beabsichtigt»  sehr  instructives  ,,U  eher  sich  ts- 
Skelett  trigonometriscber  Vermessungen  in  Italien'' 
ist  beigegeben.  AstroneHnsdid  Ortsbestimmungen  von  Bologna, 
Florenz, Neapel,  Padua,  Pisa,  Rimini,  Ripatransone, 
S.  Salvatore,  Venedig,  und  lehrreiche  Versleichungen.  der- 
selben mit  den  anf  trigonometrischem  Wee^  erhaltenen,  ferner 
die  Längen  verschiedener  MeridianbSgen,  Hohen' über  d^r  Mee- 
resfläche n.  8.  w.  sind  gleichfalls  beigefügt  und  ein  Relations- 
Aaszug  dös  Ingenieurs 'Marien!  Ober  die  trigonome- 
frischen.  Arbeiten,  die. von  demselben  in  den  Jahren 
1841,  1842  und  1843  im  KirchcfAstaate  und  inToscana 
ausgeführt  worden  sind,  bildet  den  Schluss ' der  in  vieton 
Beziehnngeo  wichtigen  und  interessanten  Arbeit. 

Heft  IL  Resultate  fünfzehnjähriger  an  der  k.  k.  Sternwarte 
zu  Wien  angesteUter.  Hygrometer -Beobachtungen,  ausammenge- 
steUt  von  Dr.  C.  ieUnek. 

« 

HeftlÜ.  Gometeo  -  Beobachtungen  an  der  Wiener  Stern- 
«arte,  rediicirt  .von . Dr.  C.  lelinek  und  C  Hornstein. 

ff 

Wir  würden. namentlich  über  die  letztere  sehr  verdienstliche 
Arlieit  hier  mehr  sagen,  wenn  dieselbe  nicht  schon  besonders 
in  deai  Literar.^Ber»  Nr.  LIII.  S.  739.  von  uns  angezeigt  worden 
wäre,  worauf  wir  daher  uns  zu  verweisen  erlauben. 

In  dem  Augenblicke,  wo  wir  diese  Anzeige  schliessim,  seht 
nos  die  hSchst  erfreuliche  Nachricht  zu,  dass  in  Wien  zu  dem 
Bau  einer  neuen  Sternwarte  geschritten  werden  soll.  Wenn  der 
ttsterreichische  Staat  neben  so  vielen  andern  grossen  wissenschaft- 
lichen Unternehmungen,  auf  die  schon  früher  in  diesen  LIterari 
sehen  Berichten  Sfters  gebührend  hingewiesen  worden  ist,  in  einer 
so  bewegten  Zeit,  wie  die  unsrige  ist,  auch  noch  zu  dem  Bau 
einer  grossattigen,  allen  jetzigen  Anforderungen  der  Wissenschaft 
entsprechenden  Sternwarte  schreitet :  so  muss  derselbe  in  der 
Tbat  grosse  innere  Kräfte  besitzen,  und  einen  Eifer  haben,  die 
Wissenschaft  zu  einem  grossartigen  neuen  Aufschwünge  zu  brin- 
gen, der  namentlich  in  der  jetzigen  Zeit  mit  Recht  in  Erstan- 
nen  setzt,  und  die  wärmste  Anerkennung  aller  wahren  Verehrer 
der  Wissenschaften  lebhaft  in  Anspruch  nimmt. 

Tellurinm  nnd  Lanarium,  construirt  von  Gnstav 
Gri^im,  zu  bezieben  durch  jede  Buchhandlung  von 
Hermann  Kanitz  in  Gera. 

Dieses  nur  18  Rtlr.  kostende,  sauber  gearbeitete  Tellurinm 
and  Lunariam  scheint,  so  viel  sich  ftlr  jetzt  nach  dem  uns  vor- 
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iilterarlsclier  Berlem. 


Arithmetlii- 

Gesetze  in  den  höhereo  Zablengleicbansen  mit 
einer  oder  mehreren  Unbekannten,  Vonül^imon^pitzen 
Mit  einem  Vorworte  von  Dr.  Leopold  Carl  SehnU  von 
Strassnltziki.  Prot  der  Math,  am  k.  k.  po  lytecliuiscben 
lostitati*  in  Wien.    Wien.  1849.  4» 

biese  Abhandlung  des  Herrn  Simon  Spitzer,  welcher  ecbon 
früher  eine  im  Literar.  Ber.  Nr.  LH.  S.  717.  angezeigte  «ehr  ver- 
dienstliche Arbeit  über  die  Gleichungen  lieferte,  bat  im  Alige- 
meinen  den  Zweck,  die  bekaooten  fdeen  von  Gauss  über  die 
imaginären  Grössen  In  der  Theorie  der  Gleichungen,  namentlich 
bei  deren  Auflösung,  zur  Anwendung  und  Geltung  zu  bringen. 
Herr  Prof.  Dr.  Schulz  von  Strassnitzki  bat  die  vorliegende 
neue  Abhandlung  mit  einem  Vorworte  begleitet,  welches  wir  in 
vielen  Beziehungen  fQr  so  lehrreich  halten,  dass  wir  uns  nicht 
versagen  können,  dasselbe  linsern  Lesern,  so  weit  es  ohne  Figu- 
ren verständlich  ist,  im  Folgenden  ganz  mitzutheilen,  weil  es  zu- 
gleich den  sichersten  Maassstab  für  die  sehr  verdienstlichen  Lei- 
KtQogen  des  Herrn  Simon  Spitzer  abgiebt.  Herr  Professor  Dr. 
Schulz  von  Strassnitzki  spricht  sich  nämlich  in  diesem  Vor- 
worte folgendermassen  ans: 

„Gaass  hat  die  reelle  und  anschauliche  Bedeutung  der  ima- 
ginären Ausdrücke,  and  ihre  Zulässigkeit  in  der  Rechnung 
in  den  Gottin  ser  Anzeigen  Stück  64  vom  Jahre  1831 
nachgewiesen;  aflein  dieser  i^rossartige  Gedanke  Gausses  spielte 
in  der  Wissenschaft  bloss  die  Rolle  eines  geistreichen  Einfalls, 
ohne  dass  von  ihnT weiter  greifende  Anwendungen,  namentlich  in 

Band.  W.  &» 
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der  Geometrie  eemacfat  worden.  Der  yod  ilm  vo^eeddageiie 
Namen  laterale  (seitliche)  Grosse  statt  des  unpassenden  iiBaginSfe 
ist  noch  wenig  durchgedmngen. 

So  wie  Descartes  die  negativen  Worzeln  einer  GleEchimg, 
von  ihm  noch  falsche  Wurzehi  genannt»  zuerst  geometrisch  er 
läutert«  uod  dadurch  einer  umfassendem  Gestaltung  der  Geometrie 
den  Weg  gebahnt,  so  sind  wir  auch  der  Meinung,  dass  die 
Gauss' sehe  Anschauungsweise  der  sosenannten  imaginären  Gros- 
sen durch  das  Gesammtgebiet  der  Ma&ematik  durchgefiahrt,  nicbt 
nur  lichtvolle  Klarheit  in  die  bisherigen  Kenntntsse  briogen  wird, 
sondern  sehen  auch  umfassenderen  Erweiterungen  der  Wissen- 
schaft entgegen.  In  dem  Vort^orte  zu  Hrn.  Snitzer's  Methode, 
die  imaginären  Wurzeln  einer  numerischen  Gleichung  zu  finden, 
habe  ich  gezeigt,  wie  man  ima^äre  Werthe  angeben  kann,  die 
in  eine  Gleichung  mit  durchgänrig  reellen  Coefficienten  sabstitairt, 
reelle  Resultate  geben.  Auf  niesen  Gedanken  fussend,  hat  ef 
Herr  Spitzer  unternommen,  die  geometrische  Bedeutung  dieser 
reellen  Resultate  zu  ermitteln,  und  so  gelang  ihm  die  geometri- 
sche Constructiou  der  imaginären  Wurzeln  einer  numerischen  Glei- 
chung; wodurch  sich  neuerdings  mit  voller  Evidenz  ergibt,  dass  die 
lateralen  (seitlichen)  Grossen  —  bisher  imaginär  genannt  —  nicbt 
leere  Zeichenformen  sind,  sondern  dass  sie  in  me  Wissenschaft 
vollkommen  eingebfirgert  zu  werden  verdienen. 

Descartes  nimmt  zur  geometrischen  Deutung  einer  algebrai- 
schen Function  fia:)^  die  Werthe  der  unbekannten  x  als  Abscis- 
sen,  und  die  daraus  sich  ersehenden  Resultate  der  SubsfitatioD 
als  Ordinaten  an,  wodurch  das  geometrische  Bild  der  Function 
f{x)  eine  ebene  Krumme  wird,  und  die  Punkte,  wo  die  Abscisseo- 
axe  diese  Krumme  schneidet,  die  positiven  und  negativen  Wur- 
zeln der  Gleichung  f(jp)=0  geben,  weil  in  diesen  Punkten  ^=f{i) 
gleich  Null  wird.  —     Spitzer  nimmt  zur  geometrischen  Veras- 

schaulichung  der  Function  f{x-\'y\ — l)  als  Constructiousfeld  dif 
Ebene  der  xy  und  zwar  so,  dass  die  x  auf  die  Achse  der  x  uod 
senkrecht  darauf  die  Werthe  der  v  verzeichnet  werden,  g^z  im 
Sinne  Gauss *s;  die  reellen  ResuUate,  falls  sich  solche  ergebeo, 
werden  in  der  Richtung  der  z  angebracht.  Das  geometrische  Bili 
welches  dadurch  entsteht,  gibt  nicht  nur  die  ebene  Curve  de^ 
Descartes,  nämlich  für  die  Werthe,  wo  ^=0  ist,  sondern  auck 
mehrere  damit  verbundene  krumme  Linien  von  doppelter  Krüm- 
mung, und  durch  den  Platz,  wo  diese  Krummen  die  Ebene  der  jr^ 
schneiden,  erhalten  die  imaginären  Wurzeln  ihre  geometrische  Id- 
terpretation.  Es  sei  u  eine  Tunction  von  x  mit  reellen  CoefficieD- 
ten,  setzen  wir  statt  :r,  a?-f  y  V^— 1,  so  dass: 

so  bat  man: 


«=A*)_^./^  +  y4.^>-     «... 


w. 
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Da  wir  nur  die  reellen  Werthe  von  u  in  Betrachtung  zielien 
wollen,  und  selbe  z  nennen >  ao  haben  wir  folgende  Beoingungs- 
gleichongen : 

»l/i(*)-»-.^+y*.^  -  u. «.  W.I  =0. 

Eine  Auflösung  liegt  auf  der  Hand>  nämlich 

das  ist  nun  die  ebene  Curve  nach  der  Verzeichnung  Descartes, 
weiche  die  positiven  ilnd  negativen  Wurzeln  durch  ihre  Durch- 
schnitte  mit  der  Achse  der  x  darbietet.  Das  System  der  andern 
Curven  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen : 

A(*)-»«-^f^+y«.^-u.8.w.  =0; 

die  wir  kurz  durch 

«=g)(ar,  y);  ^(d:,  3f)=0 

darstellen  wollen»  wobei,  wie  man  leicht  sieht,  der  •höchste  Expo- 
nent von  y  in  ^(iP,  ^)=0  stets  gerade,  und  um  zwei  oder  wenig- 
stens um  einen  Grad  niedere^  ist,  ^Isder  hOefaste  Exponent  von 
X  io  der  Gleichung  f{x)z=0. 

Wenn  wir  nun  nach  einander  detb  ü6  in  der  Gleichung  ip{x,y)=da 
verschiedene  willkuhrliche  Werthe  ^eben,  und  den  dieser  ,ulei- 
chuDg  entsprechenden  Werth  von  y  bestimmen,  und  diese  Werthe 
von  :r  and  y  in  die  Gleichung  x.sqpXor,  y)  substituiren;  so  hat 
^^  einen  Punlct  dieses  Curvensysteras.  Es  sei  so  m  ein  will- 
kuhrlicher  Werth  von  o:,  und  die  Gleichung  t^(m,  y)=:0  gebe  fär 
y  die  Werthe  a,  6,  c,  <2,  . ..  so  erhält  man  für  z  die  Werthe 


9(m,  a);  g)(m,  6);  ^(m,  c) ;  g)(?n,  d); 


geben  wir  nun  dem  x  einen  von  m  sehr  wenig  verschiedenen 
Werth  m',  so  werden  die  Werthe  von  y  aus  der  Gleichung 
♦(m',  jf)=0  von  den  W^hen  «,  6,  c,  d,.  .  •  .  nur  wenig  ver- 
schieden sein.  Es  seien  dieselben  a\  b\  &,  d\  .  .  .  und  daher 
die  resultirenden  Werthe  von  z: 
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kt  eben  so  mP  von  m'  Dar  sehr  wtnig  verschieden,  so  werden  die 
Wurzeln  der  Gleichung  •^(m'', ']y)c:::0,  d.  i.  «*,  6*,  C^,  il*,...  voo 
a'y  6^  c',  d[^.*..  ebenfalls  nur  wenig  sich  unterscheiden»  welche 
UDS  fflr  i  die  Resultate 

geben. 

Je  nfiher  nun  m,  m^  m^,  folglich  auch 

o»  -  ö'»  a", • . .6#  i'»  4"^ . » .  c>  c'f  c*',«  - . . 
an  einander  liegen,  um  so  mehr  bilden 

■ 

9(iii,  ii),  y(m',  aO,  y(/Ä*,  a**),  .  .  . 
eine  stätige  Reihe  von  Punkten  einer  Curve,  eben  so 

nnd  ebenso 

g)(m,  c),    9(m^eO»    9(»^  O»-  •  •  • 

Diese  Curv^n  im  Allgemeinen  von  doppelter  Krümmung  wol- 
len wir  conjugirte  Curves  nennen. 

Es  sei  z.  B.  die  Gleichung 

a:»— 6««+lla:— 6=0  oder  («^l)(jr— 2)(a:-3)=:0; 


setzet  man  hier  statt  x^  a;+y  V^— 1,  so  hat  man: 

Damit  nun  u  reell  werde,  mnss  der  Factor  des  zweiten  6fi^ 
des  ^ich  anf  Null  reduciren»  und  man  hat: 

t^f{ßc)^\u  (ST).»*;  /i  (i?)-^/i(ar)y«=o> 
d.  h. 

woraus : 

als  Gleichungen  der  conjugirten  Curven,  während  die  Glei- 
chungen der  Hauptcurv^e  ^^M  und  z^^^o:'— <&r*-t-llx — 6  sind. 
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Di«  hojecHoa  ««f  «eKb«M  xf  ivini  doreb  ^ssS«;«— iiLr+ll 
^•^dico,  wefehe,  wie  man  Bieht,  die  Gteichoiig  einer  Hyperbel 
ut,   deren  Ctalmai   jrs^S,  y^O,   und   die   Seheitei   deiBelbe» 


\^3        3V^     ^  VJ    3  VäT 

zu  ihren  Coordinaten  haWn.    Diese  nwei  Seheitel  treffen  mit  dem 
Maximum-  oder  Minimiunpunkt  der  Hauptcurve  zusammen  " 

«Als  airaMee  Beiepiel  diene  ttna  die  Gleiebang 

Ä* -fta:«  +  i&r« -^  30a:+36  =0, 

weiche  die  Tier  imaginären  Worseln  l±2V--l  and  SdbV^^fcat^ 
Man  hat: 

Man  «rhftkSbler 

tar  orssl;  g=ij^2it^0 
rar  a:=2,  iy=±l;  2=0.^' 

Herr  Pref  Dt*  Schul«  ren  Strassnilaki  ecltalerl  nun 
die  limdcn  vorbergelienden  Beispiele  «ehr  deutKoh.  und  lelirniicb 
dorch  zwei  vollständig  ansgeflibrte  Constructionen,  und  leitet  dar* 
aus  die  Eigenschaften  der  beiden  als  Beispiele  gebrauchten  Glei- 
chnnge«  rAcicricImichtlioh  ihrer  reellen  nna  knaglnSren,  gleichen 
oder  ungleichen»  Wurzeln  eb,  vfobei  wir  nnr  Mdanern  miieeen,- 
daas  wir  4ieee  Censtrnctionen  hier  den  Lesern  des  Ardblvs  nli^f 
mittiieilett  kdenen»  weil  den  Literarischen  Berichten  Figuren  nicht 
beigegeben  werden  k9nneni  wid  tthrl  dann  anf  foigenae  Art  fort: 


y,Herr  Spitzer  hat  ^vorstehende  BetradMangen  aunftchst 
Grenzeobestimmung  der  imaginären  Wurzeln  oeiuitzt«  wodurch  die 
Berechnung  derselben  Wesentlich  erleiclitert  wird:  er  erläutert  ler- 
ner  die  FUle ,  in  welchen  eine  FiYOctioil  durch  im^inäre  Werthe 
einen  Maximum  •  oder  Mioimamwerth  erreicht  Zum  Schlüsse 
dehot  er  seine  Betrachtungen  und  Methoden  auch  auf  die  Auflö- 
sung von  Gleichungen  mit  mehreren  Unl^ekannten  aus.  Hoffentlich 
werden  die  Mathematiker  das  hier  Daigebracbte  ihrer  Aufmert 
samkeit  nicht  fdr  uowdrdig  halten ,  und  die  hier  entwickelten  Ge* 
danken  zur  weitem  Durchführung  in  der  Wissenschaft  bringen.^ 

Die  nun  folgende  Arbeit  des  Herrn  S.  Spitzer  zer&Ilt  in  die 
folgenden  Abscnnitte: 
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1.    Bestimmung  der  Grenzen  der  reellen  und  imaginären  Wur- 
einer  ZaUengleichung  höheren  Grades.  —    2.  Betrachtungen 
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Über  die  imaginär«!!  Masiniuni-  vad  MinfBisaiwerthe  etaet  Func- 
tion. —  3«  AubuchuQg  der  reellen  und  ImaginSreo  Wnnela 
höherer  numeruicher  Gleichungen  mit  mehreren  Unhekanateo.  — 
Note  über  die  imaginären  Maxima  -  und  Minimawerthe  einer  Fmictioo. 

Alle  hier  fegebenen  Betrachtangen  zeichnen  eich  dorch  eine 
Torzdgliche  Klarheit  aus,  welche  darch  die  stets  beigegebeiien, 
mit  grosser  Muhe  vollständig  aasgerechneten  Bebpiele  noch  sehr 
erhonet  wird,  so  dass  wir  diese  Abhandlang  allen  Lesern  des 
Aröhirs  dringend  zur  Beachtang  empfehlen. 

Uerr  S.Spitzer  schliesst  seine  Arbeit  mit  den  bescheideneB 
Worten:  ,, Sollte  irgend  Gates  dieser  Aufsatz  enthalten»  so  ge- 
bohrt der  Dank  hierfür  einzig  and  allein  meinem  Lehrer  Hern 
Prof.  Schulz.  £r  war  es»  der  mich  stets  in  dieser  Wissenschaft 
leltetete»  und  mit  seinem  Rathe  unterstützte.  Ohne  ihn  hätte  ich 
diese  Arbeit  wohl  nie  zcf  Stande  gebracht.^ 

Vergleichen  wbr  demnach  den  Anfang  and  das  Ende  dieser 
Torzflglichen  Schrift ,  .so  haben  wir  das  höchst  erfreuliche  Bild 
eines  aüsgezeicbneten  Lehrers  und  trefflichen  Schülers  vor  uiw, 
von  denen  jeder  die  Verdienste  des  andern  auf  das  Freudigste 
und  Innigste  anzuerkennen  sich  bestrebt»  ein  Beispiel  der  Aner- 
kennung ffegenseitigen  Werthes»  das  in  unserer  Zeit  nicht  eben 
sehr  häufig  ist 

Der  vorhergehenden  Abhandlang  hat:  Herr  8.  Spitzer  sdir 
bald  eine  zweite  folgen  lass««»  anter  dem  Titel: 

Sktzzenaus  demGebiete  der  höheren  Gleichangeo. 
Von  SimoB  Spitzer»  Aasistenten  &er  Elementar-  und 
Höheren  Mathem&tik  am  k»  k.  polytechnisch eo  Institute 
Wien.  18501  4. 

die  sich  den  ,:beiden:  vorhetgebend^n  in  .wiirdiger  Weise  an- 
reihet» und  von  der  er  seihst  sagt»  dass  er  in  decaelhen« Manches 
allgemeiner»  Manches  «trenger  aufgefasst  hahe^:  als  in  den  frülie- 
ren  Aufsätzen»  und  daas  zugleich  manches  Meae  von  ihm  bei^ 
fiist  worden  sei..  Bei  der  Aosdehnung,  welche  diese  •  Anzeige 
scnon  erhalten  hat»  müssen  wir  ans  leider  mit  der  folgenden  blos* 
ssD  Angabe  des  Haoptinhattes  begnügen: 

'  '  1. '  GeotnetrischesBSId  der  binomischen  Gleichungen  z=^-.1.  - 
2.'  Geometrischer  Ort  ier  symmetrischen  Functionen  dir  Wur- 
zeln. —  3.  Erweiterung  der  Theorie  des  Grössten  and  IQetnsteD: 
d.  Bei  Gleichungen  mit  Einer  Unbekannten.  6.  Bei  Systemen  vod 
Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten,  -c.'  Bei  Systemen  von 
mehreren  Gleichlingen  mit  mehreren  Uribcikannten.  Den  Schlots 
dieses  Abschnitts  nilden  Betrachtungen  specieUer'  F&Ue  bei  twei 
Gleichungen  hühieren' Grades. 

M5gen  diese  beiden  Abhandlungen  die  Beachtung»  welche  sie 
eewiss  recht  sehr  verdienen,  so  allgemein  wJe  mogliä  recht  bald 
finden,  und  zu  weitern  Untersuchungen  über  die  irag^chen  wich* 
tigen  G^enstände  reichliche  Veranlagung  geben! 
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Astronomie« 


Populäre  Astronomie.  Voo  Dr.  J.  H.  Mädler,  Kais.- 
RnssischeiB  Staat^rathe  vl  8.  w.  Vierte»  Tullig  umge- 
arbeitete Aufiaige.  Mebst  einem  Atlaa,  20Ta^ln  ent- 
baitead.    Berlin.  1849.  8. 

I 

Ein  Bach,  welehes:  in  einer  vierten  Aufiäffe  vorliegt,  mnas  sieb 
vrobl  die  Gunst  des  Publikoms  •  in  vorzuglicnem  Grade  erworben 
haben,  and  ein  Urtheil  darüber  zu  fallen,  ist  kaum  noch  an  der 
Zeit  Wir  verkennen  auch  die  Vorzuge  dieses  Werkes  keineswegs, 
und  sind  selbst  der  Meinung,  dass  dasselbe  in  gewisser  Rücksicnt 
für  den  Mann  von  Fach,  der  die  Wissenschaft  schon  kennt ,  last 
Docb  mehr  Werth  trat  als  fSr  den  blossen  Liebhaber,  weil  es  eine 
Menge  wertfavoUer  Zusammenstellungen  über  die  Topographie  des 
Planetensystems  der  Sonne,  die  Kometen,  die  Fixsterne,  die  Ne^ 
beiflecke,  die  DqppeUterne  u.  s.  w.  enthält,  die  man  bis  auf  die 
neaeste  Zeit  herab  kaum  in  ireend  einem  •  anderen  Werke  von 
ihnlicber  Tendenz  in  gleicher  Vollständigkeit  finden  dürfte,  SQ 
dass  auch  uns  selbst  das  Buch  in  dieser  Beziehung  manche  dan- 
kenswerthe  Belehrung  gewährt  hat  und  öfters  von  uns  zu  Ratbe 
gezogen  worden  ist.  Wenn  wir  aber  auf  die  eigentlich  wissen- 
schartliche  Behandlung  sehen,  so  müssen  wir  freiuch  offen  beken- 
nen, dass  wir  bei  derseUien  eine  auf  dem  Wege  der  Beobachtung 
den  Leser  nach  und  nach  zu  einer  vollständigen  Kenntniss  des 
grossen  Weltgebäudes  führende  Darstellung,  welche  so  treu  als 
muglicb  dem  liistoriscben  Entwicklungsgange  der  Astronomie  folgt« 
80  gut  wie  ganz  TeTtßh$Bt  haben.  Wir  glauben,  dass  es  nament- 
licb  in  einem  popolären  Werke  bei  der  Darstellung  keiner  Wis- 
senschaft so  zweckmässig  ist,  sich  dem  historischen  Entwickelungs- 
gange  derselben  mSelichst  eng  anzuschliessen ,  als  gerade  in  der 
Astronomie,  und .sind.der  Meinung,  dass  auch  eine  solche  Darstellung 
sich  nur  allein  für  ein  populäres  astronomisches  Werk  eigne. 
Denn  was  hilft  die  Antabe  alier  einzelnen  Erklärungen  und  Ge-* 
setze,  ohne  dass  man  auf  einem  im  eigentlichen  Sinne  heuristi- 
scben  Wege  zu  denselben  zu  gelangen  sucht;  ohne  eine  solche 
benristische  Darstellung  sinkt  der  formelle  Nutzen  ßir  den  Leser, 
der  doch  gewiss  immer  auch  sehr  hoch  anzuschlagen  ist,  auf  Null 
berab,  und  die  Wissenschaft  wird  mehr  eine  blosse  Sammlung 
von  Notizen.  Sollten  wir  ein  Muster  für  eine  solche  Darstellunss* 
weise  angeben,  so  ist  dies  freilich  in  gewisser  Rücksicht  Sache 
des  Geschmacks,  wir  aber,  Ton  unserm  Standpunkte  aus,  wüssten 
in  der  That  kein  uns  mehr  zusagendes  Buch  anzugeben,  als  die 
zT?eite')  Ausgabe  von  Biot's  Astronomie  physique,  in  der 

*)  Die  oeuedte,  jetzt  ichon  bis  zu  Tier  itarken  Bänden  angewachiene, 
diiUe  AuK^abe ,  die  der  treffliche  hochbejahrte  Verfasser  noch  nicht  zn 
Knde  gefonrt  hat,  dürfte  mehr  den  Bedürfnissen  Aer  Männer  vom  Fach 
entsprerben,  schon  ihres  grossen  Uuifanges  we^en ,  daija  schon  die 
Tliearle  der  optischen  Instriioiente  fast  zwei  ganze  '1' heile  fnttt. 
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wir  immer  eine  irahrhafl  populftre,  uur  ein  äusserst  geriages  Maass 
mathc»matis€her  Vorkenntnisse  in  Anspruch  nehmende,  dabei  n- 
eieich  durch  die  Sprache  hOchst  ansprechende  Darstellung  ge- 
tnnden  haben,  ufid  sificlite«»  sehr  wftiachen,  dass  einmal  em  id 
diesem  Biot'schen  Geiste  verfasstes,  bis  zu  den  neoesten  Entdtk- 
kungen  fortgefilhrtes  populäres  Werk  erscheinen  mSchte. 

t 

8oiche  Formeln  wie  im  vorliegenden  Werice  aus  der  Theorio 
der  Ptaneteobewegung  anf  S.  100.  ff.,  ohne  allen  Beweis,  ohm 
alle  DeductioD  angeführt,  und  selbst  durch  numerische  Beispiele 
zu  gebrauchen  gelehrt  worden  sind,  helfen  dem  Hanne  Ton  Fach 
gar  nichts,  und  dem  gewöhnlichen  Liebhaber  oder  DMeltauteo 
sind  sie  natdrlich  böhmische  DOrfer.  Ungeachtet  aller  Aehtong 
yor  den  Verdiensten  des  Herrn  Verfassers  kOnnen  wir  daher  i» 
diesem  Werke  doch  keine  gans  gteldkniSssige  DarsteUmr  erken* 
nen,  die  den  Leser  unter  Voraussetzung  der  allereinnchst« 
Iiehren  der  Geometrie  ond  allenfalls  noch  der  Trteononetrie  auf 
heuristischem  Wege  und  an  dem  Vaden  der  historischen  Entwik- 
kehing  zu  einer  möglichst  TollstSndigen  Kenntniss  des  grossei 
Weltgebäudes  föhrt,  und  ihm  ein  Staunen  abnOthigt  Aber  die  Gr806e 
und  Stärke  des  niensublichen  Geistes,  der  —  und  In  der  That 
doch  meistens  anf  ziemlich  einfache  Weise,  wenn  man  nicht  to 
in  die  tiefsten  Tiefen  hinabzusteigen  beabsichtiet  —  BUttel  «ml 
Wege  fand,  in  die  Gelieimnisse  des  Weltalis  emzudriogen,  wai 
bei  alier  scheinbaren  Unregelmässigkeit  der  sichtbaren  Bewegm- 
gen  der  WeltkOruer  die  streng  gesstzmässige  Ordnong  dennicb 
zu  erkennen,  welche  der  grosse  Urheber  desselben  mit  so  ^oo- 
ser  Weisheit  darin  einführte.  Absichtlich  kehren  wir  aber  Dock- 
mals  zu  dem  Einsänge  dieser  Anzeige  zurück,  und  erkennen  wie* 
derholt  gern  an,  dass  dieses  Werk  in  Bezug  auf  die  TopograpMe 
des  Himmels  sehr  werthvolle  Zusammenstelloneen  entbot,  di« 
man  in  einem  anderen  ähnlichen  Buche  schwerlicn  In  gleicher,  bis 
auf  die  neuesten  Zeiten  herabreichender  VollstSndi^elt  finde* 
dürfte. 

Abriss  der  praktischen  Astronomie^  Vorzüglich  in 
ihrer  Anwendung  auf  geographische  OrtsbestimmuD); 
¥00  Dr.  A.Sawitsch,  Professor  der  Astronomie  an  der 
Kaiserichen  Universität  zu  St.  Petersburg.  Aus  dem 
Russischen  übersetzt  von  Dr.  W.  C.  Götze.  Mit  meh* 
reren  im  Originalwerke  nicht  rorhandenen  tov  Herro 
Verfasser  nachgelieferten  Zusätzen  und  Erwelteran- 
gen.    Erster  Band.    Hamburg«  1850.8. 

Schriften  über,  praktische  Astronomie  besitzen  wir  namentticil 
im  Deutschen,  nur  wenige.  Denn  ausser  dem  älteren  Werke  roa 
ftdsster  und  dem  neueren  von  Jahn  wüsste  ich  In  der  deutschen 
Literatur  kein  Werk,  welches  diesem  wichtigen  (Segenstande  aus- 
schliesslich gewidmet  wäre,  wenn  anch  freilich  in  vielen  astrono- 
mischen Sctiriflen  treffliche  Anleitungen  zu  astronomischen  fie* 
obachtungen  und  Rechnungen  entbalteu  sind,  vor  allen  io  den 
Konigsberger  Beobach  tuneen,  in  Bohnenberger's  weon 
auch  alterer,  doch  Immer  noch  klassischer  Anleitung  zur  geo- 
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graphiflchen  Ortsbestimmung  Torsflglie>b  mitielst^e« 
opiegel'Seztanten»  in  Rämker^s  Handbudk  der  Scbiff- 
fahrtsfcnnde»  in  denversebtedeaeD  astronomiseben  Zeitscbriften, 
«.  s.  w.    Aber  ein  Werk,  welcbes,  bauptsäcbitcb   in  Bezug  auf 
geognipbiflohe  OrisbestimmuDg,  die  neuere  Beebacbtungskunst  in 
Biemiicbet   Vollatändigkeit  lebrte,  besitzen    «vir  nicbt,    und    die* 
flem  Bediirlnisse  hilft,  glauben  wir,  das  bis  jetst  In  seinem  ersten 
Bande  nns  vorBcgende  Werk  des  Herrn  l^rofessor  Sa  witsch  in 
aas^eseichneter  Weise  ab.    Der  Herr  Verfasser  bat  sieb,   obtee 
Weitschweifiekeit,  grosser  Deutlichkeit   und  möglichster  Einfach- 
heit in  der  Darstellung  befleissigt,    auch  eine  möglichst  gerinse 
Anzahl  von  Vorkenntnissen  vorausgesetzt,  indem  die  Trigonometrie 
ond  die  leichtesten  Lehren  der  Differentialrechnung  zum  voUstäudi- 
gen  Verstfindniss  dieses  Werks  fast  allein  hinreichen ,  namentlich 
aach  der  Gebrauch  der  analytischen  Grcometrie  bei  der  Bestim- 
nrang  der  Fehler  der  Instrumente  n.  s.  w.  fast  ganz  ausgeschlos- 
sea  worden  ist,  was  wir  bei  einem  Werke  von  der  Tendenz  des 
TOfliegenden  nur  billigen  können;  die  beschri/ebenen  und  zu    be- 
richtigen gelehrten  ßstramente  sind  fast  nur  die  jetzt  mit  Recht 
ood  zam  grossen  Nutzen  der  Wissensehaft  so  weit  und  allgemein 
verbreiteten  transportablen  Instrumente,  von  denen  auch  immer  sehr 
deutsche  Abbildungen   ffegeben  worden  sind;   die   Formeln  sind 
aicht  etwa,  wie  in  manchen  anderen  eine  praktische  Richtung  vet- 
faigeoden  Werken,  bloss  angegeben,  sondern  immer  mit  hinrerchen- 
der  VoMstftndigkeit  vollständte  abgeleitet,   wodurch  natürlich  die 
eigentlich  wissenschaftliche  Uestalt  des   Buchs    sehr   gewonnen 
hat  irad  dass^be  von   dem   Herrn  Verfasser   zu  einem    wahren 
Lebrbuche  gemacht  in^orden  ist,  in  welchem  man  selten  über  einen 
Gegenstand,  in  dem  aal  dem  Titel  und  dnrch  die  ganze  Tendenz 
des  Budis  vorgezeichneten  Kreise,  vergebens  Rath  und  Belehrung 
taehen  wird;    alle  behandelten  Aufgaben  sind  durch  numerische 
Beispiele  dentlidi  erläutert;  flbrigens   trügt    das  W<^rk   gadz  den 
Stempel  4er  Eigenthilmlichkeit,  und  Herr  Professor  Sawitscb 
bat  auch  manche  ganz  neue  Methoden  beigeflSgt,  wie  man,    um 
nur  Eines  zu  erwähnen,  z.  B.  aus  dem  Anhange  zum  dritten  Ab- 
Behnitte:    „über  eine   etwas  'veränderte '  Anwendung  der  Besser 
adien  Methode  zur  Bestimmung  der  Polhohe   durch    das  Durch- 
gangs •Instrünient,  nebst  einem  Beispiele**  sehen  kann.    Kurz  wir 
sind  der  MelnuAg,  dass  Herr  Professor  Sawitscb  durch  Heraus- 
eaiie  dieses  in  vielen  Beziehungen  ausgezeichneten  Werks  nament- 
lich um  alle  die,  welche  aus  Neigung  oder  Beruf  {Tomographische 
Ortsbestinmmigen  zv  machen  sich  anschicken  wollen,  ein  wah- 
res Verdienst  erworben  hat,  und  danken  ihm  in  deren  Namen  hier 
aufrichtigst  dafttr.    'Ofeichen  Dank  verdient  aber  auch   der  Herr 
Deberseteer  filr  die  Verpflanzung  dieses  Werks  auf  deutschen  Bo- 
den, weil  dasselbe  sonst  gewiss   vielen  deutschen  Beobachtern 
fanz  unbekannt  geblieben  sein  wflr^e.     Da  wir  der    mssiscbcti 
pracbe  ganz  unkundig  sind,  und  auch  das  Originalwerk  nicht  vor 
ans  liegen  halten,  sokGnnen  wir  freilich  ein  eigentliches  Crtheü 
ober  die  Uebevsetzung  nicht  aussprechen;  aber  so  viel  können  wir 
aus  vollkommenster  tt7eberzeugung  versichern,  dass  dieselbe  äich 
ganz  wie  ein  Original  werk  iies't,  und  ffigen  daher  nur  noch  hinzu, 
das«  auch   Herr  Professor  Sawitscb   selbst   die  Uebersetzung 
geaaa  därehgegangen  und  laut  der  Vorrede    Aber   dieselbe  das 
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lilterariiäclier   Beridtt. 


Oeaipetiri«* 


Grenz  -  Bestiminangen  bei  Vereleichun^en  .vod 
Kf^iaeo,  vteithe  von  demselben  Dreieek  al/hHpgis 
»iod.    sowohl   unter    sfch   itls    aiteh  mit  dem  l>reieCK 


•elbflt  von  Dr.  D.  E.  L.  Letiniii«,  Professor  der  Mathe- 
matik an  der  Kdui gl.' Artillerie*  und  Ingeniearachttfe 
Q.  a.  w.  zu  Berlin.'   Leipzig.    1851.    8^,    10  Sgr. 

Dieses  Schriflclien  enthält  acht  Aufgaben,  die  wir  angehen- 
den Mathematikern  zur  UebvQg  eB^>feUen»  Wir  woUeHi  um  diese 
Aufgaben  im  Allgemeinen  einiger  maaseil.  zu  ebaraJcterisiran »  die 
erste  und  die  siebente  siq^beik»  in4em  wir  bemerken,  d&aB  tt, 
ß,  y  die  Winket  des  Dreiecks  bcz^icbneni  wobei  dift  o'gegtt^ 
überstehende  Seite  «»teta  als  Läogeaeinbeit  fkuMnoiamen 'iat  Wegen 
der  Obrigen  Aufgaben  erlauben  wi^  uns  die  £eser  auf  das  mtapÜk- 
langsuerthe  Schnflcheu  selbst  zu  vervi-aia^n.  £rMi€  Auf^ab^ld^ 
Der  Inhalt  des  um  ein  Orateok  -bes<ahrieb)»nen  «Lret*- 
ses  soll  sich  zu  dem  in  ^aaselbe  eingesehBieb>en^n 
Kreise  wie  7i^:t  verbal  ten..  Zu  bo^timmeac»  L-Die  Gleih 
chno^  zwischen  %,  ßj,  y  uoa  n»  lU  Die»  ttn tonen  fflr  m. 
III.  Die  Relation  zwiapben  a  und  n.»  wen*  y=sr9Q^  n^^ 
sulK  IV.  Dl^  (f  (eicliung  awisc^Qn  y  und  n  ffir's*  gleieji- 
»Chehlcflffe  Dre\eck,/aU«  tikr  €ii^ß.  \\  Du  Afch&ngifr- 
keit  der  Wertlie  ro«  «  qMd..^  v.pü  eiuAitdjer^  wenn  Äbn«^ 
kanpt      entsprecbende     Dreiecke      exiatiren     solleo. 
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VI.  Numerische  Beispiele.  — -  Siebente  Aufgabe.  Die 
Summe  der  Flächeuräume  der  vier  die  iSeiten  des- 
selben Dreiecks  taDgentireiideo  Kreise  und  der  des 
um  dieses  Dreieck  beschriebenen  Kreises  soll  einer 
gegebenen  Zahl  p  =  mn  gleich  werden.  Zu  bestim- 
men: 1.  Die  Gleichung  zwischen  a,  ß,  y  und  m. 
11.  Die  Grenzen  für  m.  III.  Die  Vergleicbung  xtvi- 
sche^  a  und  m,  wenn  y=z900  sein  soll.  iV.  Die 
Vergleichung  zwischen  y  und  m,  wenn  a=/^  wer- 
den soll.  V.  Ffir  welche  Relation  zwischen  a  und 
fif  überhaupt  aus  I.  einem  Dreieck  entsprechende  Wer- 
the  für  ß  sich  ergeben  können.  VI.  Numerische  Bei- 
spiele.  "  Man  sieht  schon  aus  diesen  beiden  Aufgaben ,  dass 
diese  kleine  Schrifl,  wenn  auch  im  Ganzen  nur  acht  Aufj^^ben, 
ddch«  wenn  dieselben «  wie  es  in  der  Schrift  selbst  sehr  zweck- 
mässig geschehen  ist,  weiter  zergliedert  werden,  einen  ziemlich 
reichen  Stoff  von  Uebungen  darbietet  Es  macht  uns  Freude, 
aus  dieser  Schrift  zu  sehen,  dass  der  geehrte  hochbejahrte  Herr 
Verfasser  immer  noch  rüstie  fortflihrt,  ausser  durch  mündlichen 
Unterricht,  auch  durch  Schriften  den  Lernenden  sich  nützlich  m 
machen. 


Ma  n  1 1  k. 


Cours  complet  k  l'usage  des  offici^rs  de  la  mariDS 
narchande,  par  Levret  aln^,  Professeur  d'Hydrogra- 
phie  de  premi^re  classe  au  Havre.  Premiere  Partie. 
Arithmötique.  Paris.  1849.  8.  —  Deuxi^me  Partie.  G^- 
om^trie.  Paris.  1850.  8.  ->-  Troisi^me  Partie.  Naviga- 
tion. Paris.   1850.  8.   Alle  drei  Theile  4  Thir.  10  Sgr. 

Die  beiden  ersten  Theile  dieses  Werks  enthalten  die  sewüho* 
liehen  Elemente  der  Arithmetik,  der  ebenen  Geometrie,  der  Ste* 
jeometrie  und  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie,  ohne 
dass  dabei  auf  die  besondere  Anwendung  dieser  Wissenschaften 
in  der  Nautik  irgend  Rücksicht  genommen  worden  wäre,  was 
iloeh  namentlich  z.  B.  in  der  Stereometrie  hätte  hin  und  wieder 
der  Eall  sein  k^imien ,  in  Bezug  auf  nähemn^weise  bihaltäberech* 
mugen  n.  dergl.  Der  dritte  Tlieil  enthält  die  »,NavigatioD' 
wie  die  Franzosen  saeen,  d.  h.  die  Steuermannskunde  (Pilo* 
tage).  Die  erste  Abfheihing  enthält  einen  ,J?t6c\s  de  Pbv- 
si  qu  e  **,  worin  wir  in  ziemlich  bunter  Welse  das  Parallelogramio  der 
Kräfte,  die  allgemeine  Attfaction,  die  Centrifugalkraft,  das  Prin- 
cip  deft  Archimedes,  das  Barometer,  die  Pumpen,  etwas  von  der 
Wärme  mit  Einschlnss  des  Thermometers,  die  Magnetnadel,  die 
Gesetze  der  ReSexi^  und  Il0fhiction,    di^  astronomische  Strah* 
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leobrechmiff ,  uod  in  Verbindung  mit  dem  Vorhergehenden  die 
iiaatiBd»n  Instrumente  (Sextant^  Spi^elkreis/ Vemier,  Gompass) 
und  die  Dampfmaschine  flndeu.  Alier  über  die  fi3r  den  Seemann 
M  wichtiiren  Elemente  der  Statik,  über  den  Schwerpunkt,  fiber 
die  einfachen  Hanchinen  u.  s.  w.  kommt  in  dienern  „Pr^cis  de 
Physique"  ear  nicht«  vor,  waa- gewiss  nickt  gebilligt  werden 
kann,  wenn  der  Verfasser  einmal  die  Grundlehren  der  Physik 
in  seio  W^rk  anfnehmen  wollte,  wovon  wir  uns  Gelegenheit  zu 
nebmen  erlauben,  das  in  höchst  eleganter  ganz  elementarer  Weise 
ferfasste  Werkelten  des  berühmten  JMlonffe:  „Trait^  ölemen- 
taire  de  Statique  ä  TusagCfdes  ^coies  de  la  marine  par 
Gatfpard  Monge.  Ctnquiöme  Edition.  Revue  par  M.  Ha- 
chette.    Paris    1810.    o.    hier  wieder  in  Erinnerung  zu  brin- 


gen, da  es  zu  unser m  grussten  Bedauern  fast  vergessen  zu  sein 
«eheInt  Auf  den  „Pr^cis  dePhysique'*  folgt  ein  „Pr^cis 
d'Astronomle**  der  uns  auch  nicht  mehr  als  der  „Pr^cis  de 
Physiqne"  befriedigt  hat,  und  dann  kommt  auf  pag. 92. bis pag. 232. 
die  eigentliche  „Navigation"  oder  „Astronomie  nautiaue". 
Wir  glauben  uns  einer  ausfQhrlichen  Inhaltsanzeige  dieser  Aothei- 
Inog  enthalten  und. mit  der  allgemeinen  Bemerkung  begnügen  au 
kSonen,  dass  in  derselben  die  gewöhnlichen  Lehren  der  6teuer- 
mannskunde  in  einer  ziemlich  guten  Ordnunic  und  in  deutlicher 
aod  einfacher  Darstellung  enthalten  und  fiberall  durch  zweckmäs- 
sige Beispiele  erläutert  worden  sind,  so  dass  wir. diese  Abthei- 
laDg*  dem  Seemanne,  der  nichts  Neues,  sondern  bloss  das  Gewöhn* 
liebste  seiner  Wissenschaft  und  Kunst  sucht,  \vohl  empfehlen 
können,  bemerken  jedoch,  dass  fiber  die  Aufnahme  von  Küsten 
tt.  dergj.  gar  nichts  in  diesem  Werke  enthalten  ist.  Der  im  Li- 
terar.  Ber. .  Nr.  LI.  S.  708.  kurz  angezeiete  Trait^  eiönien- 
taire  de  navigation  ä  l'usage  des  eniciers  dela  marine 
inilitaire  et  de  la  marine  du  commerce  par  V.  Caillet. 
T.  1.  iL  Brest.  1848.  18i&  8.  enthält  alles  dem  Seemann  zu 
wissen Nöthise  weit  vollständieej  und  in  wissenschafUteherer  Dar- 
stellung als  das  vorliegende  Werk,  und  wir  erkennen  dessen  V^or- 
züge  vor  manchen  anderen,  namentlich  französischen  Werken 
desto  mehr  9  je  mehr  und  je  Un^  wir  uns  desselben  bei  eige- 
oen  Stadien  bedienen^  weslialb  wir  die  Liebhaber  der  Nautik  hier 
nochmals  auf  denselben  uns  aufmerksam  zu  machen  erlauben,  weil 
wir  insbesondere  a.  a.  O.  nos  nur  mit  einer  ganz  kurzen  Anzeige 
begiiögen  roussteu. 
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Preisanfipabe 

d«r    KSniglicb  -Dänischen    Gesellschaft   der    Wl 
^  Schäften  zn  Kopenhagen 

für  td«l« 

Commentatione  doctissima  de  ecIip^iLus,  quam  anno  1( 
dit  Besselius*),  autdr  celeberriinüs  ostendit,  aeqoationem 
horum  phaenomenum  aptlssiroam  obtlneri ,  si  njemineris,   con 
apparentem   duorum    corporum   coelestium  inaequaliter  a  te 
stantiam  necessario   requirere,    ut  oculus  obsenatoris   in 
aliquo  saperOciei  conicae  sitiis  Bit,  ambo  corpora  involvent 
demque  opere  problemata  diversa  ad  theoriam  ecUpsium  p 
tia  copiose  tractavlt.    sed  ita  tarnen ,  ut  contactus  intenor 
et  Innae  n^c  non  eclipses  solis,  quae  efGciuntur  planetis  i 
biis,    modo  generaliter  attigerit,  et  brevitatis  causa  nonnull 
terierit,     qtiae    caiculo    horum    phaenouienum  contractione 
spornendam  aflferre  posse  videantur.  Qu  od  cum  ita  sit,  desi 

ut  auxilio  aequationisy  quam  opere  comraerooratt 
bolt  Besselius,  eruantur  formulae  computatioiii  ecl 
annularium  nee  non  transitutim  planetarum  in(V 
per  discuni  sotaTem  idoneae^  et  illiistretur  u$;u8 
rom  inventarum  exemplis  apte  electis. 

Commentationes    notandafe  ertmt  noii  nomine  scriptorls^   8i 
scra  aiiqtiay  adjiciendaque  charta  obsii^nata  eadem  tes^era 
4|uae  scriptoris  nonien  ordinem  domiciViumqiie  indicet 

Commentationes  intra  exitum  mensis  Aagusti  tSSI  Cbrl 
Oersted,  qui  S<»eietati  ab  epistolis  est,  transfnissae  esse  de! 


*)     Atiirottointischo  Unteraucliuiigoii  ton  F.  W.  B^s«el.  ZvciK'rl 
Koüigclierir.  1842.  4«.  (Kn  X.  ilnalyse  der  Ff«i«i«*fiiiMe.) 
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I. 

■ 

Veber  die  m ittelpaiihte  der  greometii-* 

sehen  Gebilde. 

'  Von 

•  Herrn  Dr.  Antati  Müllerjr 

ord.. Prof M«or' der  Math,   an  der  ÜniTeriitat  in  Z'nrich^. 


Die  Geometrie  überhaupt,  die  höhere  wie  die  elementare,  eut^ 
hllt  manche  Sätze,  welebe  als-ToUigisoHft  dastehen«  im  Gegen- 
sätze zu  vielen  Sätzen,  deren  nähere  oder  entferntere  Venvapd- 
Schaft  mit  anderen  nachgewiesen  wird.  So  wird  z.  B.  gezeigt, 
^ass  einem  Dreiecke  AJffC  drei  Punicte  PQR  zukommen,  too 
deoen  jeder  der  gemeinsame  Durchschnitt  dreier  Linien  ist,  und 
welche  mit  einaaoer  in  einer  geraden  LinfÄ  liegen:  die  drei  Linien, 
welche  aus  den  Eckpunkten  ABC  nach  den  Mitten  der  Seiten 
geben,  schneiden  einander  in  einem  Punkte  P;  und  drei  zu  deii  Seiten 
senkrechte  Linien  haben  einen  Punkt  Q  mit  einander  gettiein, 
wenn  sie  durch  die  Mitten  der  Seiten  gehen,  aber  einen  J^unkt 
Rf  wenn  sie  durch  die  Eckpunkte  gehen.  Dass  bei  Vierecken, 
FflDfecken  u.  s.  w.  Analoges  sich  finden  lasse,  ist  ausser  Zwei- 
fel; eleichwohl  geben  die '  Lehrbücher  darfiber  nicht  Aufschluss. 
Aebnliches  gilt  von  anderen  Eigenschaften.  Ein  solches  Isolirt* 
sein  einer  Einzelnheit  ist  Immer  ein  Zeichen,  dass  man  nicht  alle 
Seiten  ketfit,  und  namentlich  jene  nicht,  welche  den  Weg  zur 
Aof&idimg  des  Ganzen»  dem  aas  Einzelne  .angehört,  zu  zeigeu 
geeignet  sind.  Hierin  lag  zu  allen  Zeiten  ein  mächtigei  Soorn 
m  viebeitigeö  Betrachtang  einer  Sache,  um  auf  diesem  V^ege 
ilie  Einsicht  (in  das  Ganze  so  erlangen.  .  Es  sind  indess  vielfach 
slle  Bemfihungen  vergeblkfa;  nicht  selten  aber  bleibt  aueh  eine 
Sube  ohne  Beachtung',  weil  man  -ven  dem  Werthe  derselben 
keine  Ahnung  hat,  während  die  Auffindung  des  Ganzen,  4®m  die 
Sache  angehört,  zu  den  minder  schwierigen  Aufgaben  zu  zählen» 

ThellltVI.  1 


2 

ist.  In  letzterer  BezSehuog  bietet  der  Punkt  P  eines  Dreieekes 
ABC,  in  welchem  die  drei ,  ans  den  Eckpunkten  nach  den  BGtten 
der  Seiten  gehenden  Linien  einander  durchschneiden,  ein  merk- 
würdiges Beispiel,  dessen  nähere  Beleuchtung  einiges  Interesse 
gewähren  du(Ae. 

Wenn  man  (Taf.  L  Fig.  1.^  yon  den  Seiten  eines  Dreieckes 
ABC  jede  in  drei  gleiche  Theile  thetit,  und  von  den  Theilungf- 
punkten  mnp„  jedes  Paar,  das  einer  Seite  zunächst  liegt,  dnrch 
eine  jj^erade  Linie  verbindet,    so  erhält  man  drei  Linien  mq,  nr, 

f;  jede  derselben  ist  zu  einer  Seite  des  Dreiecks  parallel,  und 
zwei  von  ihnen  halbiren  einander;  folglich  gehen  alle  drei  doreh 
einen   Punkt  P. 

Dieser  Punkt  P  ist  eben  derselbe,  in  welchem  die  ans^  den 
Eckpunkten  nach  den  Mitten  der  Seiten  gehenden  Limen  eioan- 
def  durchschneiden :  denn  eine  durch  A  und  P  gelegte  Linie  mass 
die  Seite  BC  halbiren*  Wir  haben  somit  eine  Besümmung  dee 
Punktes  P  unabhängig  von  den  dofsh  die  Eckpunkte  gelegten 
Linien« 

Betrachten  wir  nun  (Taf.  I.  Fig.  2.)  den  Punkt  P  als  anf 
die  erwähnte  Weise  bestimml»  nud  le^a  durch  denselben  die 
Linien  Aa  und  Bb,  und  ausser  diesen  noch  ^  eine  dritte  Lini« 
MO,  welche  nicht  durch  einen  Eckpunkt  geht.  Diese  drei  Lbi« 
Aa,  Bb,  MO  haben  das  mit  einander  gemein,  dass  jede  dordi 
P  geht,  und  alle  drei  Seiten  durchschneidet  Nun  bestehen,  de« 
Vorhergehenden  zufolge,  zwischen  den  von  P  ab  gezählten  Sef- 
menten  der  Linien  Aa  und  Bb  die  bekannten  Sätze 

PA^%Pa.    PB^%Pb\ 

mitbin  auob  die  Sätze 


J a^         .       I  _   2 


es  fragt  sich  aUo  s  welcher  Zusammenhang  besteht  zwischen  den 
Segmenten  ZW»  PN  und  PQ  der  dritten  Linie  JlfOf 

■ 

Die  Antnrort  Ii«gt  ia  4«o>  S«JUe 

* 

4es8en  Richtigkeit  aiti*  rolg«ud«t  Weise  dugethan  nircU 

Man  betrachte  AB  aii4  AC  ab  Traosvenalea  4m  Drciedw« 
PO9 ,  so  hat  HMii  die  iSSte»    ' 

PAu^.  OMtB  PMmA.  OM, 

PAJtC.QN:aPJ!lmA.QC\ 

aUhia,   weU  mÄ^Z.Pa,  PAsstPfk»  wA  %aB^%Q,G=iifi  v*. 


8 


f 


OW    .  3.0C 

> 

Hierin  RAre'  maik  «in:   ' 

'       •      •  ■  .  •     , 

0N=:PO'-'Piir, 

OB=X)C+BC 

ood  snbttahire  daDn  die  zweite  GleicliaDg  von  der  ersten ,    so  er- 
giebt  eicB 

PO      PÖ_. 


daber  Ist 


1 L+  JL 


was  bewiesen  weisen  sollte. 

Durch  den  Satz  (a)  ist  eine  erweiterte  Bedeutung  des  Punic- 
tes  P  gefTonnen:  es  M/ ein. Gesetz  ^usgeirüclLt^  das  für  die 
Segmente  einer  jeden  durch  P  eelegten  geraden  Linie  gilt.  Im 
besooderen  Falle»  wewitt  eine  durta  Pgelegro  Linie  zugleich  durch 
eioeo  Eckpunkt  geht,  werden  zwei  Segmente .  gleich  Kross»  .0n4 
weiis  dieXinle  zu  eifi«r  Seite  parallel  ist,  so  ti^lrd  em'Begm^nt 
=0D,  und  die  beiden  anderen  sind  gleich  gross. 

Ehe  ich  die  gefundene  Bedeutung  des  Punktes  P  benutze, 
um  einen  Schritt  weiter  zu  tbun,  werde  ich  den  analogen  Punkt 
betrachten,  der  einem  Tetraeder  zukomfut 

WenA  man  ^Taf.  L  F!g*  3.)  von  den  Kanten  eines  Tetrae- 
ders ABCD  eine  jede  in  vier  gleiche  Theile  theilt,  und  jede  Ter- 
Dien  der  Theilungspunkte,  welche  einer  Seitenfläche  zunüchsl 
ßegt,  durch  gerade  Linien  verbindet,  so.  erhält  man  zwcilf  Linien, 
und  durch  diese  zugleich  vier  Ebenen  abc,  a'c'd',a"d%''f  b'"d**d!"^ 
Jede  der  zwölf  Verbindungslinien  Ist  zu  einer  Kante  parallel; 
daber  dufchschnelden  diese  Linien  einander  in  solchen  Punkten 
m  npf....,  wedurch  jede  einzelne  der8e4ben  in  drei  gleiche 
Theile  getheilt  wird.  Weil  jede  der  Ebenen  abc^  n'dd\ ....  zu 
einer  Seitenfl&ßhe  parallel  ist,  so  Ist  jede,  zweien  dieser  Ebenen' 
gemeinsame  Linie  zu  einer  Kaute  parallel.  Die  sechs  Durch- 
schnittslinien  der  Ebeneu  abc,,...   gebeift  aber  durch  die  Punkte 

mn ,    daher  müssen  jede    zwei   derselben  einander  halbiren. 

Hiemus  aber  folgt »  dass  die  sechs  Lhnen  nun',  mt',  pp*,*.*.  duroh 
einen  einzigen  Punkt  P  gehen.  • 


Lest  man  durch  den  sa  bqcttmmteii  Pankt  I^  md  dord 
Eckpunkt  A  eine  gerade  Linie  AP,  so  muse  diese  der  g 
überliegenden  Seitenfläche  BCD  in  einem  Punkte  P'  begc 
dem  vermSge  seiner  Läse  in  dem  Dreiecke  BCD  die  id  (c 
zeichnete  Eigenschaft  zukommt.  Werden  nämlich  von  A  aus  * 
p  und  p*  die  Linien  AQ  und  AR  gezogen,  und  sogl^chQi 
und  R  in  CD  mit  einander  verbunden,  so  ist  die  neue  Linii 
zu  pp^  parallel,  mithin  P*  die  Mitte  von  QR\  zugleich  isl 
von  JBC,  und  DR  von  DC  der  dritte  Theil,  also  QR  n 
pazallei;  folglicl/  hat  P*  die  erwähnte  Lage.  Endlich  iit 
^^.PP*,  und  PA^Z.PP',  oder 

]  » 


Man  leee  nun  (Taf.  L  Fig.  4.)  durch  P  eine  gerade 
LPO,  welche  zwar  nicht  durch  einen  Eckpunkt  geht,  a)»er 
noch  mit  jeder  Seitenfläche  einen  Punkt  gemein  bat.  Dleal 
liegt  mit  APP  in  einer  Ebene ,  welche  ebenfalls  jede  Seitol 
durchschneidet.  Es  seien  AM',  AIS',  AG*,  LO'  die  Durcbsck 
linien  der  Seitenflächen  und  der  erwähnten  Ebene ,  und  de) 
mäss  LMN  O  die  Punkte,  welche  die  Linie  XPO|mit  denS< 
flächen  gemein  bat.  Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man, 
AM',  AN',  AO  Transversalen  des  Dreieckes  XJPP  siod. 
Sätze 

PA.LM.PM'=zPM.LM\P'A,  ' 

PA.LN.P'N'tsPN.LN'.P'A , 

PA.LO.P'O'—PO.LO'.P'J. 

Weil  nvD  PA=Z.PP,  und  P4==U*P  iat,  so  folgt  hienJ 

Z.LM     X.hW 


-PM- 

PM'  ' 

Z.LN 
.PIf  = 

A.IJP 

Z.LO 

i.LO' 

PO  ~   PO- 


Hiorin  fllbre  man  ein: 


LM=PL—PMi  LM'=PL—PM' 
LN=PL-PJSi  LN'=PL-'P'N', 
LO^PL^PO-,    LO'=PL+PO' 

und  sulitrahire  dann  die  Summe  der  ersten  und  sweiteii  Gl 
*-    von  der  dritten,  so  ei|f springt 


3#»I..(pg-p^-  -ppf)=*P'L.(j^(^--pr]gi-pqf)+^ 


D«m  Gesett«  («)  zufolge  ist  aber 


1- 1_  l 


foiglieh  auch 


Dieser  Sats  giebt  deo  ZusammenkaBz'der  Segmeote  PL,  PM, 
PN  uod  PO  an.  * 

I 

•  i 

Bei  der  Aonabme  der  Linie  Li^O  jst  überliaapt  eine  Richtung 
^w&hlt,  bei  welcher  die  Punkte«  in  denen  die  Xiinie  LPO  den 
Seitenf Sehen  begegnet,  von  einander  versphieden  sind;  indes« 
ist  die  Richtung  Ton  LPO,  doch  eine  solche»  diMSS  auf  der  einen 
Seite  von  P  der  Punkt  O  allein  tat,  während  auf  der  anderen 
Seite  die  drei  Punkte  Jj  M  N  Uegeo.  Im  (fegensatae  zu  dieser 
Richtung  der  Linie  LPO  steht  eine  andere  (Taf.  i  Fig.  6.)»  bei 
welcher  dia  9avkt^  LMNO  paarv^ei^e  vertheilt  sind»  auf  der 
«inen  Seite  von  P  die  Punkte  L  und  ilf ,  auf  der  andeien  aber 
ff  and  O  liegen.  Man  hat  übrigens  in  diesem  wie  Im  vorher- 
gehenden Fane  die  Sitaie 

3.iJlf  _  A.LM' 
TW  ■"  PM'  ' 

3.LN__  A.LN' 
Z.LO     i.LO', 

■ 

wd  hieraus  erhält  man,  wenn  man  die  Werthe 

LM=PL—PM',  LM'=P'L—  PM', 
LN=PL  +  PN,Lyz=P'L+P'rf', 

LOr:zPL  +  POl  LO'^PL+PO' 

eianihrt,  und  dann  die  erste  Gieichuog  von  der  Summe  derswei- 
ten  und  dritten  sabtrahirt»  die  Gleichung: 

K«h  («)  UH  aber 


folglich  wird 


1.1  i: 


Die  Sfitse  (ß)  nod  M  sind  zwar  verschieden  ,  wie  die  i^ 
aaPwelcbe  sie  Besug  haben.  Bringen  wir  aber  diese  Gleichm 
auf  die  Form 

1      .      1     .  •    1     .       1 


o=ra  +  irar+  7w+  ^po 


_ _i> 


so  Mit  in  die  Augen,  dass  jeder  von  den  Sitzen  (ß)  mid  (j) 
lUn«  speefelle  Anwendung  eines  allgemeines  Satses  Ist,  der 
lantet:  einem  Tetraeder  kommt  ein  Tankt  P  von  solcher  La|^ 
dass  in  einer  durch  P  gelegten  geraden  Linie,  welchem 
Punkten  JbMtf  O  den  Seitenflächen  begegnet,  dl«  von  Pal 
sSblt^n  Segmente  PL,  PM,....  In  der  durch  die  Gloiehung 

-^       l  1  l  1 


bezeichneten  Weise  zusammenhingen.  1 

In  gleicher  Weise  kann  man  in  Bezug  auf  die  Segneiite  ei| 
geraden  Linie ,  welche  durch  den  Punkt  P  eines  Dreieckes  g« 
ist«  und  in  den  Punkten  M  N  i)  die  Seiten  durchschneidet. 


Satz  aufstellen: 


.'Jt   .  ' 


Nachdem  die  eigentliche  Bedeutung  des,  einem  T^tr» 
angehorigen  Punktes. P  nadigewieisen  worden»,  ist  es  leicht.« 
Beweis  zu  liefern ,  dass  einem  Vierecke ,  oder  besser  ansgednid 
einem  Ü^gRegate  voti  vier  seEaden  Linien,  .idie  in  emer  E^ 
liegen,  em  solcher  Punkt  i' tiikomme,  wie:  dem  Dreiecke,  fl 
nevie  an,  es  sei  der  einem  Tetraeder  JBCO  zukommende  P«" 
P  bestimn^,  und  es  seien  durch  P  zwei  jgerade  Linien  ^^ 
von.  deoeiK  die*  eine  in  den  Punkten  LUflfO,  die  andere  m  ^ 
Punkten"^  Xr'Af'iV^'O'  die  Seitenflächen  durelidiingt.  Die^  f^tn^ 
Linien  LPO  und  L'PO'  liegen  in  einer  Ebene  E ,  und  beatii 
nien  daher  in  den  Seitenflächen  des  Tetraeders  vict«isoWie  §em 


Linien  LV^  MMt,*..,,  welch«' ein  ebeii^s*  Asmgftt  conuHtuirMi. 
Man  nebnie  iveiter  an,  in  der  Ebene  E  seien  oiirch  •Pnoch  andere 
eerade Linien  pAegt,  welche  in  den  Panlcten  L" WN" (yyVL,B.w^ 
die  Seitenflftchen  darchaehoeiden.  in  sofern  die  Punicte  J*MNO.. 
in  den  Seitenflaehen  des  Tetraeders  liegen«  hat  man  die  Sätse: 

"""  PI?  '^PM'f  ■*■  prf"  ■*■  PO"' 

u.  s.  w. 

NttB  gehuMtt  *aher  die  Punkte  LM.*.^  auch  dem.  .^üegregate 
der  Tier  l3oien  LL\  MM',..,  an;  es  hat  also  der  Punkt  Pin  aem 
Aggiegate  eine  solche  Lage,  dassxwischen  dea  Segmenten  irgend 
cuier  geraden  Linie,  welche  in  dem  Aggregate  durch  den  Punkt 
P  gelegt. ist,  der  ii»  den  Torstebenden  uleicbungen  beseicbnele 
Zusammenbang  besteht 

Hiermit  ist  die  Beschränkung  auf  Dreieck  und  Tetraeder  be« 
seitigt,  und  das  Bestehen  eines  allgemeinen  Gesetzes  angedeu- 
tet, das  sich  uneeföhr  so  ausdrucken  lässt:  in  einem  Aggregate 
Ton  a  geraden,  m  einer  Ebene  liegenden  Linien ,  und  auch  in 
einem  Aggregate  Ton  n  Bbenen  giebt  es  einen  Punkt  P  von  sol- 
cher Läse,  dass  in  einer  geraden  Linie,  welche  durch  P  gebt 
Qod  in  den  Punkten  Ai,  A^^..An  die  Bestandtheile  des  Aggrega- 
tes durchschneidet,  die  von  P  ab  gezählten  Segmente  PAi,PJ^., 
ni  einem  durch  die  Gleichung 

^^Ri,+p3^+ +pjr 

JMseichneten  Zasamnienhange  stehen,  und  dass  diese  Relation 
ia  Bezug  auf  die  Richtung  der  geraden  Linie  an  keine  Bedingung 
gtknii(ift  ist 

« 

In  diesem  allgemeiniDn  Satze  ist»  in  so  fem  man  dessen  Gel- 
tung im  Voraus  zugiebt,  die  dem  Punkte  P  beigelegte  Eigen- 
ichaft  rücksichtlich  der  oegmente  einer  durch  P  gehenden  gera« 
den  Linie  gana  unzweifelhaft;  dagegen  bleibt  unbestimmt,  ob  ein 
^^^t  nur  einen  einzigen  Punkt  jP,  oder  aber  ipehrere  solche 
Punkte  haben  könne;  und  eben  so  ist  uoeewiss,  ob  das  Vorkom- 
luen  solcher  Punkte  P  unbedingt,  oder  durch  die  Beschaffenheit 
der  Aggregate  bedingt  ist 


Lisst  man  diese  Fragen  vortSotig  bei  Seite,  und  sieht  ledig- 
■J^  auf  die  #em<- Punkte  P  beigelegte  Eigenschaft»  so  kann  die 
^^*Q«ikiiiig  ficht  fptgelMNi,    4ass  m  der  Angabe  deiveiben  gar 


tticbta  liegt»  was  eio#  Besehribikiiiig  auf  Aggregate  reo  geraufea 
LiDieo  uod  auf  Aggregate  tod  Ebeoen  als  notbweDdig  bexcudi- 
nete;  e3  ist  im  Gegeutbeile  unverkennbar ,  dass  ein  solcher  Punkt 
P  vennSge  der,  seiner.  Lage  zukonmendeo.  Eigenschaft  gans 
wohl  einer  Icrnmmen  l«inie,  und  aach  einem  Aggregate  von  te^*^* 
den  oder  krummen)  Linien,  die  in  einer  Ebene  liegep,  angMioren 
kann ,  und  dass  das  Gleiche  auf  Flächen  und  auf  Aggre^^kte  von 
Flächen  Anwendung  findet  ■ 

Diese  Betrachtungen  fuhren  zwar  nicht  zur  G^wissbeit»   m 
währen  aber  die  Einsicht,    dass  man  bei  der  Frage   nach    de 
Vorkommen  der  Punkte  P  es  mit  einer  Eigenschaft  zu  thM*'iKa4« 
welche  den  ebenen  Liniengebilden  und  auch  den  FlächengeoUdeiv 
also  überhaupt  den  geometrischen  Gebilden  zukommt.    Ala  eine 
den  geometrischen  Gebilden  gemeinsame  Eigenschaft  kann  aber 
das    Vorkommen  der    Punkte  P  schlechthin  nicht  isolirt  stdeo: 
dasselbe  muss  mit  anderen  E%enscha(ten,    welche  den  Gebilden 
ebenfalls  gemeinsam  sind,   irgend wfe  zusammen  hängen,    in  den 
Systeme   aNer  Eigenschaften,    welche  die  GebMde  mit  eniander 
gemein  haben,   eine  bestimmte  Stelle  einnehmen.    Will  man  lise 
€ber  das  Vorkommen  der  Punkte  P  zur  vollen  Klarheit  eelaa[gei^ 
so  muss  man  sich  in  einem  gatiz  anderen  Gebiete  nmaraen,    ib 
die  Elementarsätae  über  jene  Punkte  ansodeaten  schetnen. 


■**■■ » 


Seit  der  Elnfttbrung  der  Coordiuaten  durch  Des  carte  s  iii'er- 
den  die  krummen  Linien  und  eben  so  die  Flächen  nach  den  Ibnen 
zukommenden  Gleichungen  in  Ordnuneen  Tertheilt,  in  der  W^se^ 
dass  der  Grad  ihrer  Gleichung  zugleicti  die  Ordnung  einer  Linie 
oder  Fläche  bezeichnet,  und  demgemäss  alle  Linien  und  alle  Ftt- 
eben,  deren  Gleichungen  von  einerlei  Grad  sind,  als  zu  ein^iM 
Ordnung  gehörig  betrachtet  werden. 

Hiernach  ist  es  ganz  richtig,  daas  die  Gleichungen  aller  so 
einerlei  Ordnung  gehörigen  Linien  oder  Flächen  nichts  weiter  «ind 
als  Specialfalle  einer  allgemeinen  Gleichung«  d.  I.  einer  sdldiea, 
deren  Coefficienten  ohne  Werth-  und  Formbeätimmuiig,  led^ 
lieh  unbestimmte  Zeichen  sind«  Von  einer  solchen  GMefemg 
kann  man  aber  nicht  umgekehrt  sagen,  sie  sei  die  allgemeine 
Gleichung  aller  zu  einer  OPrdhung  gehOrieen  Xinfen  oder  Fliehen, 
aus  dem  einfachen  Grunde,  weiiaie  Gleichung  ein  grCsseres  Ge- 
biet omfasst,  das  ausser  den  Linien  oder  rlächen  auch  nach 
andere  Gebilde  enthält.  So  ist  es,  um  ein  Beispiel  anzttMbren, 
schlechthin  ungenau,  wenn  man  die  Glelchnng  zwischen  denCb- 
ordinaten  xy  vom  dritten  Gtade  * 

%o  lange  ABC^..  lediglicb  Zeichen  für  die  Coeffieäenten  sind;  ab 
die  al^emeine  Gleichung  der  Linien  dfitteff  ^rdiitfig  botmebtet: 


s 

^n^m  i^^tgrcnle  vop^  drei  eerafi#n  LiDien,  die  in  einer  Eliene  lie- 
gen ,  imd  '  efln  so  einem  Ag^regnte  von  einer  geraden  Lioie  und 
einem  Kegelschnitt  gehurt  eine  Gleichung  zwischen  den  Coordi- 
naten  eines  seiner  Punkte  an,  welche  ebenfalls  vom  dritten  Grade 
ist»  «nd  iede  solche  Gieiobpng  ist.  in  der  obigen  allftemein^n  als 
SpetiaUair  enthalte^.  Um  also  eenau  zu  sein,  wiro  man  sägeq 
es  seton  alle  ebenj»o  Linieuj^ebiloe.  .dritter  Ordnung  in  der  pbi^en 
allgeraeiiien  Gleichung  begriffen. 

'       »  1. 

£beD  mo  unbestreitbar  und  richtig  ist  auch,  dass  eine  Unter 

t^ucbmig    4er  zu  einer  Ordnung  eehörigen  Linien,    wobei  die  all- 

geaeiiie     Goordioatengleichung    des    entsprechenden   Grades    als . 

GmnJMi^e  dient»  nicht  mit  den  Linien  selbst  anfangen  kann.    Es 

fehlt  nfimlicb  die  Definition  dieser  Linien  als  solcher,  indem  das- 

i^oig»«  •  was  durch    die  Coordioatengleicbung  ausgedruckt  wiräj 

sich  nicht,  auf  diese  oder  jene  Gebilde  ausschliesslich ^   sondern 

auf  nlle.GebKde  derselben  Ordnung  bezieht«  . 

Bei   einer   solchen  Auffassung  der  fledeutung,    welche  den 
allgemeinen  Coordinatengleichungen   nikommty    steht   schon  vor 
aller  Untersacbung  als  unzweifelhafte  Tbatsache  fest,  dbss  den  Linien- 
gebilde«  vea.  eiaevleiOrdnutiffdesgleichen  a^chden  Flächengebildeo 
«OH  etneiiei  »Ordnung  viele  Eigenschaften  .gemein   sein  .müssen^ 
Hiervon  ausgehend  habe  ich  in  der  Schrift:  „0:16  Fundamental: 
gejseftze  det  höheren  Geometrie'^  wovon  so  eben  die  erste 
Abthetlnng  in  der  Hallberser'schen  Verlags^andlunti^  in  Stutt- 
gart fffscnienen  ist,  in  mSglichfgrOs^ter  Vottst^di^eit  diejenigen 
uwetza  zu  entwickeln  versucht«  welchen  die  gemeinsamen  Eigene 
schalten  sowohl  der  Linien—  ais.der  Elächen|^i|de  unterworfen 
Sind.    Hierbei  stellt  sich  die  Manniefaltigkeit  und  die  verschieden- 
.artige  Natur  jener  Eigenscbaßef)  iieraus.    Es  finden  sich  solche 
Eigenschaften,  denen  eine  unbedingte  und  unveränderte  Geltung 
zintommt)    welche   also   von  der  besonderen  Beschaffenheit   dar 
Gebilde  völlig  unabhängig  sind;  sodann  ergeliea  sich  auch  Higen-; 
Schäften  von  veränderlicher  Katar»  welche  von  der  Bescbaffenhsii 
der  Geblide  mehr  oder  weniger  abhängen.    Insbesondere  erlangt 
man  in  Bezug  aufUe1|er-  und  auf  Unterordnung  der  ffemeinsamen 
li^igenschafteo  eine  solche  Einsicht,  dass  auch  nicht  aer  mindeste 
Zweifel  obwalten  kann.    Indem   die   Untersuchung   auf  dies  alles 
eingebt,  und  .namentlich  auch  auf  die.9fQdifi;Cationen,   welche  die 
vefänderlichen  Eigenschaften  erleiden  .können»    Ährt   sie  Schritt 
ßr  Schritt    tiefer   in    die  einzelnen  Theile  dea  Gebietes  der  zu- 
«ftUi^baiig^  Gebilde,   und  man  hat  endlich  die  individuellen 
£2^k:u.     in  streng  logischer  Aai>rdnung  aufgeführt 


pie  Art  und  Weise ,  zu  den  gemeinsamen  Eigenschaften  dfix 
zu  einerlei  Ordnung  sehSrigen  Gebilde  zu  gelangen,  ist  ziemlich 
einbch.  Durish  die  Voraussetzung  der  Coordinatengleichuag  des 
|*|«n  Grades  bat  man  aunäehst  das  Mittel  zur  forfuellen  Behend? 
Inn^  der  Frage  nach  denjenigen  Punkten,  Hielche  eine  gerade 
l^inie  mit  ei0ein  Linien-  oder  Flächengebilde  der  nten  Ordnung 
gemein  haben  kann.  Die  Anzahl  dieser  PMnkte  ist,  wie  bekannt, 
'^ht  ffrösser  als  n,  und  man  findet  die  einzelnen  Punkte  nicht 
aUeiD  durch  Ermittelung  Ihre^  Cdordinateo»  sondern  auch  auf  zwei 
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andere  Wets^ti,  welche  darauf  bemben»  das«  die  V^ße  «hier  ge- 
raden Linie  bestimmt  i^t  aofrobi  durch  eineo  ihrer  Piittkto  nnd 
durch  ihre  Richtung,  als  auch  durch  zwei  ihrer  Punkte:    * 

lodern  man  die  Lagje  ehier  geraden  Ltttie  oder  «hier  Tran«- 
verdalen  T,  welche  ein  Gebilde  L  der  iften  OrdiMmg  durcfacilBci 
det,  durch  Voraussetzung  ihrer  Riebtung  und  efnes  'Punktes  O 
derselben  bestimmt ,  ist  die  MOgllchkett  dargeboten,  die  Punkte 
Ai9  A^ Anf  welche  das  Gebude  L  mit  der  TransTeraaien  T 

Semein  hat«  durch  ihre  Lage  gegeik  O  anzugeben :  man  Imi  ner 
ie  Segmente  OJi,   Oi4s.«..0J«  zu  bestimmen.    Wenn  sAmbt  A 

•  irgend  einer  von  den  Pünlcten  i4|,   A% Ant  also  OA  eines.  4er 

Segmente  OA^b  OA^9...,OAm  ist,  so  lassen  sich  die  Coordittfen 
des  Punktes  Ä  einzeln  darstellen  durch  das  Segment  OA9  dordi 
die  Coordioaten  von  O;  und  durdi  die  Etemeiite  der  RiebtoM 
der  Transversalen  T;  die  Substitirtion  dieser  Werthe  der  Omm^ 
naten  von  A  in  der  vorausgesetzten  Coordinatengietchung  fithrt  so 
einer  Gleichung  {üx  OA  von  der  Form 

0=  iifo.Oi<«+ iir4.oj«-»+....+jif»-i.02<+ Äi, 

Die  CoefBcienten  ilfoJIfi^.  dieser  Gleichung  enüalteii  dheietki 
Grossen:  die  Coeflicienten  der  vorausgesetzten  CöorAiatengiei- 
chung,  sodann  die  Coordinaten  des  Piinlrtes  O,  und  endUÄ  Ä 
Elemente  der  Richtung  der  Transversalen  T\  zugleich  l&sst  sich 
die  Art»  in  welcher  me  CoefBcienten  ^o'^i  *vi*  '^^^  erwttaleo 
Grttssen  gebitdet  werden,  durch  ein  Gesetz  ausdrflchen.  Im  VU(e 
L  ein  LiniengebOde  Mter  Ordnung  Ist,  dessen  Glekihnng  zwiaiktn 
senkrechten  Coordinaten  durch  den  Satz 

angezeigt  wird,  hat  man  imter  der  .Voraussetznsff »  dasa  {e  Ae 
Coordinaten  des  Pookte»  O  seien,  und  dasa  die  TraiiisvietiMle  T 
am  den  Winkel  11  zur  Axe  der  x  geneigt  sei,  das  Bildengwgwmli' 


Diesem  ytälU^  analog  ist  das  Bildungsgeseta  von  Mr  Ht  den 
ji'all ,.  dass  dks  Gebilde  L  e*m  Pia^hengebilde  ist 

Nach  rorstebender  Biidnngsnerm  ist  Mt  in  Rfiekskihl>d«r  Co- 
ordinaten ifi  eine  GrSsse  der  rten  Dimension,  00  dass  in  Jl^  ^ 
Coordinaten  |i}  gar  nicht  vorkommen ,  in  Mi  nur  die  erstea  Ppteo- 
zfiik.  derselben,  u.  s.  w. 


Die  Seräente  OAt^   OA^, sind  die  Wurzeln  der  eUgen 

(ileicihung  flir  OÄ;  daher  hat  man 'zwischen  diesen  Smiienton 
und  den  Coeflicienten  ilToJIfi....  jener  Gleichung  ein  Symm  von 
n  Sätzeb,  dessen  allgemeines  Glied  durch  die  CUeiebong 

■ 
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bezelehMt"wlrd>   iwamgeii^tet,'    daiis  i^rAminitk  Koks  Ak 
Sonime  der  Verbindungen  ane  OAx^OA^ tu  p  Elementen  an> 

deute. 

l>6r  PMAt'  O'lnt  bletlif«!  ite  «ngendtnUien  betraiMiit  Ob  ffle 
Annahme  eine  direete  oder  ehie  nittelbate  Urt,  bicffbt  ftuasihr'  der 
Beacbtnne.  Unter  den  mittelbaren  Annahmen  von  O  ist  aber  auch 
jene  somssig,«  welche  festaetzt,  der  Punkt  O  soll,  wie  die 
Pnnkte  Ai9A^.,A%  auch  Hegen  mOgen,  gegen  diese  Punkte  in  der 
TTMiSTersalen  T  eine'solcbe  Lage  haben,  dass  zwischen  den 
Segmenten  0^4« O^««..««  die  Gleichung,  ,  ; 


-  IMese 'Gleichung  zwischen  £  und  if   ist  ^om  Aten  Cvimde  ittid 

?ehurt  einem  LiDiiBngebilde  der  Aten  Ordnung  an.  Von  diesen» 
imiengebilde  muss  also  O  ebenfalls  ein  Punkt  sein,  wenn  O 
diuth  seine  Lage  in  der  TriUisfersal^  T  der  gestellten  Forde- 
"'"S  (Q  genOgen  soll. 

Weil  das  Gebilde  (D)  vdfi  iSit  Aten  Ordnung  ist,  so  kann 
dasselbe  A  Punkte  mit  der  TraiisversaUn  T  gemem  haben.  Des- 
näb  enthält  die  Transversale  T  zwisehen  den  Punkten  AifA^.*An 
sieht  itosm  .re&aen  Puakt  O.,/  sondern  :A  solobe  PMkte./O,  ••  v0tk 
<Wa  Jeder  durch  seikie  Lag6  di»  Fordening  .(0)  befriedigt' 

. .         '  • "       •  '       •   '  .    .  •  •' 

Die  Coordiqaten  £9}  Inder  Gleicbuna  (D)  beziehen  sich  über« 
wpt  auf  einen  Punkt  des  Gebildes  (M),  aber  nicht  nothwendig. 
OBd  aosscbUessUcb  auf  O.  Aus. diesem  Gr4Vi49  enthält  die  Glei- 
<»aiig.(D)  vou  der  tiwsvefsalen  ;7  lediglich,  den  Winkel  u.  Es 
puas  also  jede  Transversale,  deren  Itichtung  durch  u  angezeigt 
^%  von  dem  Gebilde  (D)  in  A  solchen  Punkten  geschnitten  wer- 
<^»  von  deften  jeder  In  seiner  bwe  T  der. Forderung  (G)  genOgt. 


,•' "  .  . ' '  .  • ' 


Wegen  dieser  Eigenschaft  nenne  ich  das  Gebilde  (D)  einen 
w  Richtung  u  gehurigen  Diameter  der  Aten  Ordnung  6es 
»Wengebiifcä  i,.!,     ,1 

.  Wenq.di^  Gleicbuug  (D)  auch  nicht  (8r  iedeo  Werth  »v^n  ic 
«taeni  linie^gebilde  angehört,  so  ^ind  unter  aen  m^riGben  iWer» 
|Nl.  voa  u  c&cb  solche,  bei  4eren  jedem  die  >|5|eicnung.<I».  ein 
i^inieng^bjlde  bezeichnet 


£in   Liniengebilde  L  der  nten  Ordnung  hat  demnach,    und 
.  ...u.j,     .     wv.       .      .      ..      ..  ,  ')ies  gilt  aber  Kr 

en  dnem  Linien 


^^ar  unbedingt,   Diameter  der  Aten  Ordnung.    Dies  gilt  aber  fiir 
jeden  der  Werthe  A=l,  2,  .»«-l;  'mftliin  kotnm 
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gebllde  l»  der  uten  Ordnung  Diamelei  4er  eisteo,  »weMm  >  •• — 

..••  (n-^l)ten  Ordnung  zu.. . 

Dieser  Satz  gilt  auch  filr  Fiächeugebilde  der  nteo  Ordnmig» 
nur  mit  dem  Unterechiede,  daa«  abdapo  dia^Oianeter  dicW 
Linien-»  sondern  eiienfalls  Ft&dieBgebiide  sind.  •  . 


c   • 


(b) 


(c) 


Ich  betrachte  nun  im  Besonderen  die'  Diameter  der  (n — l)teo 
Ordnung,  weil  diese  Qber  das  Vorkommen  der  Punkte  P,  von 
denen  oben  die  Rede  war,  bestimmten  Aufsehluss  geben. 

Indem  man  A  =  n  —  1  setzt,  erhält  man  aus  dem  obigen  Satze 
(D)  filr  den  zur  Richtung  u  gehurigen  Diameter  der  {^n — 1)ta) 
Ordnung  die  Gleichung 

0=^>+^>.tg«.  (.) 

Hiernach   sind  die  Gleichungen  jener  Diameter,    welche  mm  des 
Ridbtungen  tt=30  und  tisOO^  gehören,  folgende: 

Diese  zwei  Dfameler  können  einander  dorchsebiMMen  I» 
Anzahl  von  Punkten,  welche  möglicher  Weise  Us  zu  («^t)*  a» 
steigt.  Es  ist  aber  offenbar,  dass  die  Coordinaten  jener  Punkte, 
welche  die  DiameCer  (b)  und  (c)  mit  einander  gemein  haben,  auck 
der  Gleichung  (a)  genfigen,  und  zwar  unabhängig  ron  tc  Daher 
sind  diejenigen  Punkte,  in  welchen  die  Diameter  (h)  und  (e)  eift- 
ander  darcb^ehneiden ,  allen  Diametem  der  (n—fyen  Ordnung 
gemein. 

Diese  Punkte,  von  denen  jedfer  allen  Diametem  der  (n-^-Ijteo 
Ordnung  eemein  ist,  nenne  ich  die  Mittelpunkte  des  Linien- 
gebildes  L. 

Es  sei  O  ein  Mittelpunkt  des  Gebildes  L;  durch  O  sei  nach 
beliebiger  Richtung  hin  eine  Transversale  T  an^^enommeo,  und 
es  seien  AuA^'—Au  die  Punkte,  welche  T  mit  L  gemein  hat 
Dieser  Annahme  gemäss  ist  O  ein  Punkt  des  zur  Richtung  von 
T  gehörigen  Diameters  der  (n — ])ten  Ordnung,  daher  muss,  dem 

obigen  Satze  (C)  zufolge,  zwischen  den  Segmenten  OAitOA% 

Oau  folgende  Gleichung  stattfinden: 
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DieMr  CHelchiili^«  gescMeht-denCigei  und  xwkräskkM  Sinab- 
h&ngig  von  der  Richtung  der  Transversalen  T,  wenn  O  ^in  Dop- 
pelpnnkt  dets  Crebildes  ir.  ist:  *  denn  im  diesem  Falfe  siAd  unter 
dm  S^menten  OAi^OA^,,,,  irgend  zwei  ^0.  Demnach  ist  jede^ 
Doppelpunkt  des  Gebildes  L  zugleich  ein  Mittelpuhict. 

Im  Falle  O  nicht  ein  Doppelpunkt  des  Gebildes  L,  also 
überhaupt  nicht  ein  Punkt  von  £  selber  ist ,.  kann  man  die  voran- 
gehende Gleichung  durch  das  Product  aus  allen  Segmenteti  divi- 
airen,  and  es  entsteht  der  Satz 

Hierdarch  .wip^ftu^rtUar,  dass  die  frfiherliei^rochenen  Punkte 
P  niehts  anderes  sind  als  Mittelpunkte  der  Gebilde.  Eben  darum 
sind  jetzt  auch  die  Mittel  bezeichnet ,  durch  welche  man  in  jedem 
gegebenen  Li^engebilde  jene  Punkte  P  wirklich  finden  kann. 

Da  die  B.i^siinimuug  der  .'Punkte  P,  wie  mir  scheint;  nicht 
okne  Interesse  und  Nutzen  ist ,  und  dieser  Gegenständ  in  meinet* 
oben  erwähnten  Schrift  nur  kurz  berührt  werden  konnte,  so  ddrfte 
^  p&hieres  Eingaben  in  ■  die  Sache  nicht  unerwönscht  sein.  ■  Ich 
werde  inich  jeoocn  slui  Aggregate,  welche  aus  geraden  Linien 
begteheo»  beschränken,  and  insbesondere  die  Bestimmung  der 
Vankte  P  mittelst  Zeichnung  erläutern. 


Ein  ebenes  Liniengebilde  L  sei  aus  n  geraden  Linien  zusam- 
mengesetzt, und  es  solleri  diese  Linien  alle  einander  durch- 
sehodden. 

Die  Anzalit '  der  Punkte  ,*  in  welchen  ^die  n  Linien  einander 
Airchschneiden -,  ist  t=    'i  a        Jeder  von  diesen  Punkten  ist  ein 

poppetpunkt,  also  auch  ein  Mittelpunkt  von  L.  Die  Anzahl  aller 
^em  Gebilde  L  zukommenden  Mittelpunkte  ist  aber  =(n — 1)*^^  da- 
m  ist  die  Anzahl  der  dem  Gebilde  Zr  angehorigen  Punkte  P, 

^;  h.  jetter   Mittelpunkte,    welche    nicht  zugleich   Doppelpunkte 

«od,  ' 

'       _,,    n.      n.(n-l)_(n-\)(n-2)         " 
_(n-l) j-j—  - J72—  • 

Hiemach  hat  ajso 

ein  Aggregat  von  3  geraden  Linien    1  Punkt    P, 
f     M         «  «4       „  „        3  Punkte  P, 


«    5 

99 

» 

6 

«9 

P. 

n    6 

f9 

t9 

10 

9f 

P, 

u. 

s.   w. 

u 

Oi*.<il0ichmg  «k»  y«nHHi8CMMifr  ClebtMeaX  bat  die  Whrm 
:<M5:(4r'--f.cotAi+A){^T-y.i5ot*a+/y,...(ah-f 
Setzt  man  sllkß  zur  AbkflivuDg 

so  ist  ip  onserein  Falle 

folglich  die   Gleichane  (a)  des  zur'  Richtoiig  u  gehSrigen 
ters  der  (n — l)teii  Ormiung  jetzt  folgende: 

\.d(F^.F^,..Fn}      .        'd(F,.F^..Fn)  ^ 

Diese  GlelGhmig  ist  vom  (n — l}ten  Grade,  tioil  gehört  dner 
ifiQie  der  0»--l)teD  Ordnung  an.  In  dieser  Looie  liegen  alla  Mit- 
telpunkte von  X;  sie  geht  also  durch  alle  Punkte«  in.  welchen  dk 
Bestandtheile   von  L  einander  durchschnei4en ,    und    entb&lt  a* 

gleich  die   fSZl^^^Z^^    Punkte  P.     Man    hat  alero   ntfr    zw« 

solche  Linien  der  (»*-l)ten  Ordnung  z«  zeichnen,  un  die  Pnkte 
P  zu  erhalten» 

Man  kann  aber  noch  leichter  zum  Ziele  kommen.  Bezeichoes 
wir  nfimlich  die  Grossenreihe  Fi,F^t...Fn9  indem  wir  nicht  von  Fi, 
sondern  überhaupt  von  einem  Gliede  F^  derselben  zu  z&hlen  an* 
fangen,  durch 

wobei  also  F^^  mit  Fq  einerlei  ist,  und  bemerken»  dass 
ist,  so  erhalten  wir  aus  Q)  die  GleichuDg: 

"-'VA 51*"^ —  •  ''''*"  +  —    rf^^     ^y 

+  F^i  .  F^2  »"'F^m-M  •  (cotit—  COt/;^). 

Wird  nun  ttr=A^  angenommen,  so  folgt  hieraus 

Der  zur  Richtung  u=^k^  gehurige  Diameter  der  (n — l)ten  Ordnung 
ist  hiernach  ein  Aggregat,  besehend  aus  der  geraden  Linie 


and  «08  der  Linie  d«r  (n— ^ten  Ordnung,  weicher  die  fi((}}q^^q^ 


ao^ebM.  S|b  KAmi  F^»ft  ist  ein  ßeitandttlieil  von  X.,  ood  eot- 
hSkit  dalMr  «—1  Dbppelponkte^  die  übrigen  Doppelpunkte  so  iirle 
die  Punkte  P  mOssen  also  in  der  Linie  (II)  liegen. 

Hiemach  rdchen  zweij,  mich  der  Vorschrift  des  Satses  (II) 
gebildete  Linien  hin ,  um  die  Punkte  P  au  bestimmen,  ihrer  Glei- 
cbang  znfolge  wird  aber  eine  Linie  (II)  auf  folgende  Weise  ge» 
fanden:  man  betrachtet  irgend  welche  n — i  Linien  oder  Bestand- 
theifo  4fe^ 'Gebilde  ,X«  als  ein  besonderes  Aggregat,  ynd  sucht 
für  dieses  einen  Diameter  der  (» — 2)ten  Ordnung,  und  zwar  jenen, 
welcher  zur  Richtung  der  nten,  in  das  neue  Aggregat  nicht  auf- 
genonunenen  Linie  von  L  gehört. 


Idi  wende  mich  mm  zur  Bestimmnng  der  Punkte  P  nÄtfUt 
Zcichnmig.     *f   .  i, 

Znteächst  kommt  es  auf  die  Gewinnung  derjenigen  Mittel  -b»,: 
durch  welche  die  Aufllivung  einer  Aufgabe  möglich 'wird,  weteh^ 
so  laotet: 

tki$  aus  n  geraden.  Linien  zasamroeogesetzte  Gebilde  L 
werde  von  mehreren,  zu  einanf)er  parallelen  Tra|is>Y«^% 
sale«  7*7^7"...  durchschnitten,  und  zwar  von  T  in  den 
Punkten  AiA^....An9  von  T*  in  den  Punkten  A\A'f..A*n9 
von   7^  in  den  Punkten  A^*iA'*^.„A\,  u.  s.  w.;    man 

soll   in  jeder    von    diesen   Transversalen   7*7* jene 

Punkte  angfben,  durch  welche  der,  zur  Richtung  dieser 
Transversalen  gehurige  Diameter  der  (n — l)ten  Ordnung 
gehen  muss. 

Rebifs  der  Anflusueg  dieser  Aufgabe  bezeichnen  wir  vorl&ufiff 
dorch  O  einen  vcv  jenen  Punkten,,  welche  die  Transversale  J 
mit  dem  gesuchten  Uiametec  gemeis  hat,  eben  s<^  durch  O'  ein^n, 
von  je^m  Paukten,-  welche  T*  mit  dem  Diameter  gemein  hat» 
n.  s«  w.  Unlet  die^iQr  ^Voraussetzung  hat  man  als  Anhalt  die 
Gleichungen: 

o=^(0'A\  o'i^v•0'i^'•)^■"•*^ 

Q-{O^A'\  0'MV.O"^''„)(«-*), 


1< 

Harn  wiUe.  ndi  Wilkihr.  fa  T  tmmVmkk  X.  ta  r 
Paukt  T^  kl  7"  enea  Pnkt  JP-,  ■.  a.  w^  so  ist.  algehniwfc 

OA,i=XJ,—XO.    (If/tt—X'ätT—XO, 

VJ^r=S  JC"^"r— A"0",— 


Ftfwt  aua  die  Imbimu  sieh  embeodcB  WcrtW  für  Oil.. 
OJb,.^.  in  des  Twagehfdfe«  6lckMag«i  eis,  ■•  «gibaB  aia 
folgende  Sitze: 

Ost  X,  (— I)».  JfO— ^» .  ^    ^1^      .  (Z4  Xd,-.  XA^, 

o=:"iI  <"— ly.X'Q^-»-'.^*  ~y.~'  .(rA'i  Xif,...  jp  A)w , 

n.    s.    w. 

Die  Paokte  yliiC....,  A'tA'm^  sind  in  jedem  Falle  gegeben; 
da  DUD  die  Paokte  XX',^  durcli  beliebige  Aonahme   feetgeeteilt 


werden,   so  sind  in  jedem  Falle  die  SegmeDte  X^., 

XA\,  X'A*^ ebenCilLi  gegebeD.    Die  Toratebenden  Gieicfaii- 

gen  geben  abo  direct  die  Wertbe  der  GrSeaeo  JTO,  X'O'^  b 
ergeben  aicb  aber  flDr  jede  dieser  Grossen  «—1  Wertbe,  omI 
darch  diese  sind  io  ieder  Transversalen  diejenigen  n — 1  Psskte 
b^timmt,  durch  welche  der  cogeburige  Diameter  der  (jt— l)teii 
Ordnung  geht 

Die  Auffassung  der  Torstehenden  Gleiebongen  wird  vereinCw^t 
wenn  man  die  Punkte  XX'.,..  so  wählt,  dass 

■ 

(XAi  XAt JrA)<»'=Oi 

(Ul) 


{X'A\  X'A\...X'A'nY^'^^i!li 
u.     s.     \\.  I 


Unter  dieser  Bedingung  liegen  die  Punkte  XX  X" in^  einer 

geraden  Linie,  in  oem  Kur  Richtung  der  Transversalen  nfV--* 
eehltrigen  Diamoter  erster  Ordnung  des  Gebildes  £;  es  Werien 
daher  durch  zwei  Punkte  XX'  die  übrigen  bestimmt.  Um  dber 
diese  zwei  Punkte  zn  Coden,  nehme  man,  nach  Willkgfar»  tn  f 
einen  Punkt  ü  und  In  T  einen  Punkt  V*  an,  uncf  bemerke,  da^ 

XAr^VAr'-ÜJS.f     X'A'r=ü'A'r-0'X' 

ist ,  so  fiillt  in  die  Augen , .  dass  den  Gleichungen  flll)  gemto 
siein  rouss 

11.  VX=züAi  +  ÜA^  +  .....  +  ÜAn  I  ^yv. 

n.U'X=:ü'A\  +  ü'A\+, -k-V'A'n} 
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^f<i^'dv^Amiabamaim)  Mea'm  6en  öligen  G\aAnngett 
rar  AOf.A'O',^.  iit  zweiteb  Glieder  «reg,  and  nuin  hat  demnadi 

0=«.  A*0*-» + («-2) .  jrO"-» .  {XAi     XÄ, ....  J[/l«)(a) 

+  (rt— 4) .  JtO«-».  (XJj     X4, ....  XJ^W 


and  eben  solche  Glewbangeo  fflr  X'Of,  X"0",.^. 
W^en  (III)  iflt  aber  auch  / 

-2.(X<i  ^Xka...A:4l)(«>t=X^l•+ Jti,*  + ....  + JÜ,«. 
+  3.(XI,  X<<,...X4.)(»)=X4»  +  l[4l,»  +  ....+Z4i», 
—  8.  {XAi    XAt ...  Jrj«)(*> =2.(J:Jj4+-X^*+  -  +X4.«) 

' '  •  *  •  .   t  1  • 

I       •        ■  I  t     » 

'  11/      8.-      W.  •  •        •       •   ' 

» 

tmthin 

n 3 


Die  Coefficienten  dieser  Gleichung  lassen  sich  nan  leicht  auf 
diejenige  Fonn  bringeB,  welche  ßir  die  Auflösung  am  passend- 
sten m. 

Rf an  zeichne  TTaf.  I.  Fig.  6.}  einen  Winlcel  ZXQ  Ton  be- 
liebiger'tSrSsse,  nehme  auf  dem  ein^n  Schenkel,  von  der  Spitze 
X  ab  gerechnet,  ein  Stück  XZ  von  beliebiger  Grosse ,  und  trage 
dann,  ebenfalls  von  X  ab,  auf  jedem  Schenkel  eines  der  Seg- 
mente auf.  Angenommen,  es  sei  das  Segment  XAr  auf  jedem 
Schenkel  aufgetragen ,  und  dadurch  auf  dem  einen  Schenkel  der 
Punkt, ^^\  ^f».4eu^  apdereo  ^r  Pupkt  Q.  bestimmt^  also  XQ 
zu  XAr  9  SO  verbinde  man  Z  mit  Q,  und  ziehe  durch  .ilr  die  Linie 
ArZr^^)  parallel  zu  ZQ;  femer  verbinde  man  Z  mit  Zr^^^  und 
»eh«!,  pat^ltel  ».Z'Zr^^K.  dnreh  J».'die  Linie  AfZri^)^  weiterhin 
vetbind»  mw  Z.mit  Zr^'^),  nnd  ziehe  wieder  dacdi  Ar  die  nene 
Unie  .i^Zr^^)' parallel  a«  ZS^^^yi  «•  a*^- 

Theil  \VL  2 
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UntM  Aeicer  Vontnssetnmg  hat  «m»  swiMhm  danSAa^«^ 
XAr,    der  willkahriiohen  LSoge  XZ,  aad  *»a  StOdMB  ilKW. 

XZr(^),...  XZr'n)  folgende  GleichuDgen: 

XA,.ÄZ,m=:Xz.xz,i*), 


Xi^  jrz,(f-») = xz.xz^t 


uad  wean  man  dieye  dui;cb  JMuItipIic»t)oa  TerbiBdetk  oo  «i|iebt 
sich  der  Sat2: 


y»«* 


Verfkhrt'man' atso  lA  Bezug  aul  jede«  der  Segmeote  XAi, 
IQ  der  ftogtgebenen  Weise,    heoält  aber  die  willkäbrlicbe  LSoff« 
XZ  unverändert  bei»    und  sucbt  nur  die  entsprechenden  StScii 

XZiW,   XZJ9), ,    so   ergiebt  sieb  för  die  Uebertragnng  der 

Summe  gleicber  Potenzen  von  den  Segmenteo  XAi,  JC4a.*.  die 
Norm: 

XAi9^^+....+XAn9:^^-XZQ.(XZiiQ)+XZJi^)+...+XZJ^h 
wobei  zu  bemericeh,  dsss  in  der  Summe 

•      XZi^)+XZ^^\+....+XZm^)     .. 

das  Stück  XZM)  eben  das  Zeicben  -f-  oder  -^  eiMlC,  «ekks 
der  Potenz  X^^\  ivkdmtkt. 

Diese  Redfuctiön^rt  in  ihrer  Amvendung '  auf  die  Coeffideotes 
der  obigen  Gleichung  CV)  fOr  XO  führt  dahin,  das»  jeder  Coefli- 
cient  durch  einen  Ausaruck  vou  der  Form 

XZ^.l  *    ■' 

ersetzt  werden  kann,  wo  iL  eine  einfache  Linie  von  besflminter 
L&nee  ist,  und  die  Gleichung  flSr  XO,  wenn  man  XZ^p  sdtt, 
in  Kdcksicht  auf  Form  und  Beschaffenheit  der '  CoefBcienten  fol- 
gende  wird: 

0«AO«-*-p.a.iOTl— |j^.6.XO— 4— p^cJfO»-«- (VI) 

Es  koitimt  schliesslich  dafüitf  Mt,  die  Wnrs^  dieser  6iei* 
ehttng  durch  Zeichnung  mt  finden. 


Zu  ditsem^  Ende  betrachDet  man  die  Gleiehnng  (V)  als-  da« 
diireh^entätanilon,  dass  ans  zwei  Gleichungen- mit  svM-ODiMd^tfi" 
ten  Grössen  x  y  die  eine  tlieser  Grössen  ellalnilf  weiden.   M 


die  eine  dieser  Gleietaftgen  vom  mtexi,  die  andere  von  mft^tk 
Grade,  so  wird  die  ^us  der  EÜfmtnation  hervorgehende  Gleichnne 
vom  ifi.m'ten  Grade,  oder  auch  vom  (m.m^— 1)teD,  wenn  der  Coe^ 
ficient  des  leteteo  Gliedes  =0  ist.  Man  bat  also  vor  Allem  die 
Werthe  von  m  und  m'  so  fefsizxmehen,  dass  m,m'  entweder  ss  n  —  1, 
oder  doch  =n  wird.  Die  Coefficienten  der  einen  und  der  anderen 
Gkicfcnng  sind  ahenlo«ii  wühlte^  dasir  dils  Aesnltat  der  Sttmlnä^ 
tion  mit  (VI)  einerlei  wird« 

Jede  dtMer  awei  Gleichungen  betrachtet  man  nun  als  einer 
krummen  lÜnie  angehurig^  in  der  WMse  abef ,  dass  dte  Goordt«* 
natenaxen  der  einen  zugleich  die  Axen  der  anderen' Linie  sind. 
Die^e  IffHiflp  sendmetman  so  weit  als.  nlUbig^  ilm  die  Dlitcb- 
schnittspankte  derselben  zu  finden.  Von  den  Ce^rditeaten  die* 
Bei  Durchscbnittspunkte  sind  die  zu  einer  Axe  geborigen  zugleich 
die  Werthe  Ton  J^Or  tmA  awar  diS  «  edei'  äih  y,  je  nachdem  y 
oder  X  durch  Elimmatlon  entfernt  werden  moss,  um  die  Gleichung 
(VI)  als  Resultat  zu  erhalten. 

Die  nuthigen  Constructionen  gestaHen  sl<^  in  def  Anwendung 
semlich  einfach.  Zunächst  ist  klar,  dass  man  die  willkührliche 
Linie  XZ=:ip  ßr  alle  Traosvetealet»  TTP*.L*  unverändert  bei- 
behalten icann.  Ferner  kann  man»  wenn  20=«  gesetst  wird, 
ds  die  «Im  der  beidee  GMebuifge«  folgtlbde  wimA 

0=y*— jpar, 

to  diss  man  fSr  alle  Transvetsalen  mth  mit  einer  einzigen  Pa- 
nbel  ausreicht,  und  nur  noch  die  zu  jeder  Transversalen  gebo- 
rige aw^te  Itmmme  Linie  zu  b<e6timo^e^  bleibt 

Z«  EdSuterung  mag  die  Betrachtung  einiger  Fälle  folgen. 
Erster  Fall.    Wenn  f|=3Jst,  so  erhält  man  aus  (VI) 

iii  diesem  FaUd  M  das  Plroduct  p.a  du^ch  efai  Qaadntt  k^  zu 
^"setzen,   und  es  sind   dann  -f  A  und  — h  die  Werdie  von  XO. 

ZfFeitet  Fall.    Wenn  n=s4  Ist,  so  wird 

o=xo*'-pM.xo—jfl.b. 

Diese  Gleichung  ist,  wenn  man  XO=y  setzt«  das  Resultat  der 
Oimioation  von  x  aus  den  Gleichungen; 

* 

0 = ar»+y* — (p+a)x — 6.y ; 

■ 

voQ  welchen  die  zweite  einem  Kreise  angehört ,  dessen  Mittet« 
Pvnkteine  solcdie'Lage  hat,  dass 

2* 


seine  Abscisse  (x)  =5— ^-j 


M 


Ordinate  (tf)  =2  ' 


Der  Kreis  geht  durch  den  Scheitel  der  Parabel ,  tob  deni 
Coordinaten  gezählt  werden;  daher  ist 


der  Radius  des 


_4//(E±^ 


^=V( 


-1^ 


Dritter  Fall.    Wenn  «=5  ist,   also  nach  (VI)<fej 
Ifisende  Glelchang 

so  sind  die  Hüirsgleichongeo : 
0=y*— pur, 

die   zweite  geh(},rt  wieder  einem  Kreise  an,    von   deim 
telpunkt 

die  Abscisse  (a?)  =""5~ » 
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Ordinate  (y)  =^ 


ist,  und  dessen  Radius 

Vierter  Fall     Die  zu  i|=6  gehörige  Gleichmig 

0=  2rO»-p.a.  jrO»-j9*.*.  Jf  0*-p».c.-XO-rp*.rf 

ist,   wenn  man  ZO=y  setzt,   das  Resultat  der  ElimiD»^ 
X  aus  den   Gleichungen 

0=j;S— (u;*^6xy— p.c.x— *}i^.y 

u.    s«    w. 
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laTaC  IL  FI|l  i.  ist  ein  Aggregat  vob  vier  geradem  Linien 
AA*^  IBV^  CO,  AD^  voiBi]C(|e8eUt»  «»eiche  alle  einander  dnrcb- 
schneiden.  Ein  solehes  Gebilde  hat  neun  Mitteipunkte,  unter 
diesen  aber  nur  drei^   welche  nicht  zugleich  Doppelpunkte  sind. 

Behufs  der  Bestimmung  dieser  Punkte  sind  zwei  Diameter 
dritter  Ordnung  des  Gebildes  zu  Hülfe  genommen ,  und  zwar  jene, 
welche  zu  den  Richtungen  der  Linien  A^^'und  BB^  geboren. 
Der  erste  von  diesen  Diametem  besteht  aus  der  Linie  AA  und 
aus  dem  zur  Richtung  von  AA'  gehörigen  Diameter  zweiter  Ord- 
Dvng  des  Aggregates  der  Linien  BB\  CC,  DD';  der  zweite 
l»esteht  aus  der  Linie  BB  und  aus  dem  zur  Richtung  von  BB' 
gcborieen  Diameter  zweiter  Ordnung  des  Aggregates  der  Linien 
AA\  COt  DD'.  Die  erviShnten  Diameter  zweiter  Ordnung  sind 
Hyperbeln,  und  zwar  sind  aa  und  oft/  die  Zweige  der  einen,  ßß 
nna  ß'ß'  die  Zweige  der  anderen  Hyperbel.  Diese  hyperbolischen 
Zweige  durchschneiden  einander  in  den  Punkten  r  P'  P",  und 
diese  sind  die  gesuchten  drei  Mittelpunkte  des  vorausgesetzten 
Gebildes. 

Um  die  genannten  Hyperbeln  graphisch  zu  bestimmen,  sind 
zanSchst  die  zu  den  Richtangen  AA'  und  BB^  gehurigen  Diame- 
ter erster  Ordnung  aa'  und  hb'  gesucht  worden ,  nach  Anleitung 
der  Sätze  .(IV)  fär  den  Fall  n=3.  Der  Diameter  ga'.  siebt  in 
jeder  zu  AA'  parallelen  Transversalen  des  Gebildes  .(BiB',  CO, 
DD^  unmittelbar  den  Punkt  X  an,  von  welchem  ab 'die  verschie- 
denen Segmente  gezählt  werden:  das  Analoge  gilt  von  dem  Dia- 
meter btr  in  Bezug  auf  die  Transversalen  des  Gebildes  (AA', 
Ce,  DDO. 

Angenommen  y  das  Gebilde  (BJT^  CC,  DD')  werde  von  einer 
ZQiU'  parallelen  Transversalen  in  den  Punkten  Ai  A^A^  geschnit- 
ten ^  so  hat  man»  weil  X  in  aa!  liegt»  ' 

XAi^XA^^XA^=iO 

md  nach  (V) 

Sind  nun  die  Punkte  A%  AjtA^  von  einander  verschieden,  so  sucht 
man  durch  Zeichnung  aie  Hypotenuse  L  des  rechtwinkligen  Drei- 
eckes, dessen  Katheten 

XAx  und  ViXA^^^XA^^) 

m 

sind,  sucht  femer  den  sechsten  Theil  V  von  L,  und  bestimmt 
endlich  die  Hypotenuse  i  des  rechtwinkligen  Dreieckes,  dessen 
Katheten  einander  gleich,  jeder  aber  =£^V3,  so  wird 

J[O»-A«s=0,  d.  i.  -S:0=±A. 

Fallen  von  den  drei  Punkten  Ai  AmA^  zwei  zusammen,  d.  h. 
9eht   die  Transversale    durch  einen  Doppelpunkt  des  CSebildes 


(£»,  CO.  Dff),  Bm  ist  fcefawtal  Zeietamig  «Sfliig.  W«imiritai- 
Küh  XA^smXA^rs^l  M,  m  ist,  oiuM  Bflckskit  mT  Voffstfdm, 
JL4t:=2A%  foigoiEh 

D9«  in  Be^qg  s«f  den  DiaiMter  des  Gebildes  {BB.  CO, 
DD')    Bemerkte  gilt  mich,  mstalis  natandis,  fSr   das  Gebilde 

In  Beaog  «ef  die  {isge  der  Punkte  PP"  P^  igt  noch  Folgte* 
de4  zn  l^emerkep.  Oorcb  die  Linien  AA',  SB',  CO,  DD'  wer* 
deo  dre^  FIScbenstficke  bestimmt,  swei  Dmecl^e  snd  ein  Viereck, 
i^icbe  neben  einander  liegen,  sq  daae  keines  als  Theil  des  ai- 
deren  genommen  werden  Kann.  In  jedem  dieser  Fläcbepstflcke 
liegt  aber  ei^r  von  den  Punkten  P  P  /^« 

An  einem  Gebilde  von  funfgeradeo  laoien,  welcbe  alle  eb- 
ander  darchsebneiden,  nnd  zwar  io  10  yerscbiedenen  PonkteSt 
kann  man  secbs  solcber  FlächenstQcke  uotersebeiden,  welche 
neben  oder  aoaaer  einander  liegen,  nnd  is  jedem  dieser  Flicheii- 
stficke  hat  siner  von  den  seehs  Mittelpunkten»  welcbe  dem  Gr 
bilde  ankomnien,  seine  Stelle. 

AehnKcbes  gUt  von  der  Lage  der  Mittelpnnkte  ^nes  Gebil- 
de TQA  sedks  uod  mehr  geraden  Linien-^ 


I     • 


•    > 


* 

t 


2S 


•  •  •  * 

Billige .  iVemerkimg:^  Olier  loiLodro« 
mlsclae  llreiecke  Im  Allgeineiiieii. 

Von 

dem    Herausgeber. 


It  itteiner  »yLoxödromischen  Trigooometrie.  Ein  Bei- 
tra^r  jVntitilr.  L«fptEl^.  1^49."  babb  iefc  Mf  ^nbe  lexo- 
*oaNlihe*t>reieeke  betrachtet ,  die  auf  der  'Oberfläche  dea  Er^- 
ellipsoids  von  einer  loxodromi^cben  Linie  und  d^  MÜen  swiacfaeo 
deren  Endpunkten  und  dem  positiven  Pple  des  Erdellipsoida  lie- 
genden Meridianbogen  begrXnzt  werden.  DieN  ist  ganz  mit  Ab- 
geht geschehen»  weil  luur  seichet  |o^o.di;|liitie<^h®  Dreiecke  in  der 
Naaük  zur  Betrachtung  kommen  und  fär'(den  praktischen  Gebrauch 
|D  derselben  von  Wicmigkeit  sind»  i^  aber  ^abel  auch  die  Ana- 
i<>giB  mit  der  Sphäroidischen  Trigonometrie  im  Ange  hatte  ».vre 
9ian  zunächst  auch  nur  solche  Dreiecke  zu  betrachten  pflegt» 
ivelche  auf  der  Oberfläche  des  Erdellfpsoldff  Ton  einer  geodätischen 
<^er  kürzesten. Lime  und  den  bcjlAep.zwiNchen  deren  Endpunkten 
ond  dem  positiven  Pole  des  Eraelli{iBoids  liegenden  Meridianbo- 

gQ  begränzt  werden."  So  wie  tiaan  aber  namentlich  in  neuerer 
'it  bekanntlich  viele  merkwdrdige  Untersuchungen  über  von 
drei  geodätischen  oder  kürzesten  Linien  begränzte  Dreiecke  an- 
gesteUt  hat#  .ee  fäbjtt  auch  d^e  Betrachtung  von  Dreiechen»  welche 
^Qi  der  Oberfläche  des  Erdelupsoids  von  drei  loxodromischen 
Unieo  eiiiicsebleiiiee  tverden»  im  laancheB  sieht  ganz  «ninteres^ 
l^nten  ResdMeB^  die  aber  .nr  4ie  niwtieche  Praxis  kdne  Bedee« 
^ng  haben»  und  daher  der  Tendenz  meiner  oben  genannten»  na- 
inentlich  auch  fflr  wisselMMhaftllcb  gebildete  Seeleute  bestimmten, 
^^desh'alb  vorzugsweise  nur  das  auf  der  See  Anwendbare  ge- 
"^Meti  SofcrMk  fern  lagen.  Des  tbeoretieeben  Intereseee  ne&m 
^11  ich  aber  in  dem   vorliegeiideR  AadeaiCKe  einig«  Eigcnediaften 
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solcher  aUgttnelnerea,   von  drei   loxodronilBckea  LMm 
Oberfläcbo    des    ErdeUipsoids-  eingeschlosseneD    kaodr< 
DrelecKO  entwickeln»  und  werde  mich  fireaen,  wenn  daduck 
leicht  einer  oder  der    andere  Leser  des  Archivs  diesem 
Stande  weiter  nachzugehen  veranlasst  wecden  sollte,  dimir 
jetzt  das  wirklich  in  der  Praxis  Anwendbare  näher  liegt 


Es  mtigen  daher  jetzt  4o>  ^i>  A^  drei  durch  ioxc 
Linien  auf  der  Oberflache  des  Erdellipsoids  verbundeae,  di 
her  die  Spitzen  eines  allgemeinen  loxodromischen  Dreied»{ 
stellende  Punkte  sein.    Die  Längen  und  Breiten  dieser 
sollen,  indem  ich  alle  in  meiner  »«Loxodromischen  Tri^^ 
metrie"    sebrauchten    Bezeichnungen    wenigstens   in 
Weise  auch  hier  beibehalten  werde,   respecnve  da^ch  l^j 
Lj,  J7| :  L^,  B^  bezeichnet  werden.     Den  von  einer  loi ' 
sehen  Linie   mit   den    sSmmtlichen  Meridianen   eingesct 
Winkel»   welcher  nie  grösser  als   180^  und  stets  so 
wird»  dass  er  von  den  meridianen  aus  nach  der  Sdte, 
eher  im  Aequator  dieLängen  vonO^  bis  360^gez&hlt  werden,^ 
loxodromischen  Linie  aus  nach  der  Seite  des  positiven  Pok  d 
ellipsoids  hin  liegt»  habe  ich  a.  a.  O,  S.  l7.  Nr.  4.  den  f i 
nannt    Nach  diesem  Begriffe  sollen  im  Folgenden  die  deo| 
dromischen  Linien  oder  Distanzen 

AiA^'=^$^f  ^^=«i9  A{iAx^^9% 

entsprechenden    Gurse   respective  durch'  Bq,    9|»   0« 
werden.    Die  Längen  sollen  in  der  Ordnung  Xj)»  £|,  L{^\ 
g  enden  aufsteigend  oder  wachsend  geordnet  sein. 

In  Taf.II.Fig.2.  ift»  wenn  wir  uns  die  Längen  von 
der  Seite  von  Ai  und  A^  hin  gezählt  denken«  nacb 
eigensobaft  der  loxodromischen  Linie  offenbar 

^Ax  A^  A^zszßx  *^Öa» 

^  ^,  ^1  4, = 180»-(©o—  »«). 

juA^  A%  ^1=  Öq — ^i 

oder 

^Ai  Aq  ^=69 — 8j » 

^j;  Ax  4)=180o-(e^--»o)» 
^ilo  A%  ilj  =  9|  —  ©o5 

also,  wenn  man  in' beiden  Fällen  addirt: 

oder,  wenn  wir  der  itärze  wegcMi  die  Winkel  »des  lo] 
Dreiecks  A^^AyA^  bloss  durch  i^»  il^»  A%  beseichttee: 

welehe  Eieenschftft  also   das  allgettieiBe  loxodromlsche  D^ 
mit  dem  enenen  Dreiecke  gemeio  hat 


i? 


9S 

Ferner  isl  »aieh  den  Fbmi«l».  86«),  meioer   »»L^xodromv 
»chen  Trigonometrie.    S.  32.": 


oder 


aod 


'» 


fi:.(T 


Bild  I  .    .  .!->  ..     ;    1      »i.- 


0(1—6«)  /^g«  85 

*^  "^  cöeii  J ,     (1— 6«slnS»)* ' 


I 


**""""   coB»iJ      (I— Ainö«)t 


'   _Lö(!-e^  />g/         85 


1 


•    '  P^o      -     85 

<i^--A)cöt©.==a-e«)y   s^ö(i=ÄiSö^) 


I  • 


pB%        85      • 
^coa©o=ö(l-«^y      (l-eViD5»)? 

/»Äo         85 


Also  Ist  p  ivte  man  sogieicb  AmA  Adfttioii  fiadit: « 

ili—L^eot»a+(Lf—Lo)eotei+(L^—L,)eot»,=0 
und 

15CO8&0 — $1  co8  9|  -|-%eo8&9s=0 
oder 

J^C08&o  "f  JaC08&s=f|  COS&i  y 

wo  man  auiA  die  Analogie  dieser  letalen  Gteiebmigvdf  einer  bekaoe- 
ten  Formel  der  ebenen  Trigonometrie  sogleicli  erl^ennen  wird. 

Femer  ist  naeli  der  Formel  52)  meiner  y^Loxodromischea 
Trigonometrie.    &  99.'^: 

tang(4ÖO+,Ji?,) 

A-J^^tang^o  I  taoy(450+  jÄt) 

_1     (t-fgsin^O(l— esfaig,)! 
,  ä^Tlr^psiai^XI+fsinBü/ 

Lt-Lo=tBnge^  \  tang(45o+5Äo) 

2  ^^  (1  ^esin  ^J(t  -f  sslnilo) 


I   I  .  .     • 


_1  ,  (1  +  eainflo)  (1  -esinJ^)! 
3  ^  (1  -  Min« o)  (i  +  *einSi) 


also  durch  Addition  ^ 


taDg(45«+5Ä,) 

I ■ — i 

O=tang«o^  tangr45o+5Bj)    ' 

l   ,  (1  +  csin  gl)  (1— ggingt) 
^     (1  -eslä  J^)(l-fe«iBg,) 
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4 

(    w 


, 2_ 

.  /      *  j  (l  +  g'in  A)  (1— «  «In  Ä.) 

tan«  (480 +5*0) 
I ^1 

+  taD^e,^  tang(45o+2»,) 


_1    ■  (t  +g8rogo)(l— esidJgi) 

Für  e=0,  d.  li.  fär  den  Fall  der  Kugel^  ist: 

» 

tiwig(45o  +  sBi) 
to»t(45<»+5Bj  . 

Ung(48»+j2iy  '     ' 


i| 


tang(45o+|Äo) 
Ao— /« 5s;tangÖBl ; —     ...^  -  ■«  ; 

t«ng  (46»  +  5  *,) 
und  wenn  man  äddirt: 

tang(45o+|i?i)      '  ttog(46«+ Jfi^ 

O=tang'eol "i +  tBBge,! ' 1 

*»Bg(45o+gÄ^  tang(4aP+^Bo) 

toig(tfo+?Uy 
-f  taag  e,  1 1 , 

od» 
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4-(taiigai— tMiga|)ltuig(49>-f  gi?«) 
+(tangj^— tai^«o)J  taHi^  +  ^^h 


oder 


0=sm(%~^i)co»et\taag(4Sf>+^B^ 

1 

* 

1 

+  «n(e,-eo)co8eiltaiig(46«  +  2i»i). 

FOr  e=0,  d.  i.  fiir  deo  Fall  der  Kugel,  ist  auch  nach  der  Fonel 
63)  meiner  MLoxodromiscben  Trigonometrie.  S.  il.** 

woraus:  ^       ^ 

cos  ©0=  -^^-^ ^  coa®4  =  -^  -^=^T ^'  c®«  ®a= T^ ' 

also  nach  dem  Obigen: 


0=5t— ^8ln(©o-  ei)ltMig(450  +  jÄ^ 

+  ^'~^  8io  («,-©,)  1  tang  (450  +  ?  i?^) 
*o  ■* 

-^^^8in(e,-«o)»tang(46o+äÄ,) 


oder 


1 

'^SiZ^in  ißt  -  ©o)'«  taug  (^"  + 1  *>) 
_B%-ß^  ^^  ^g^ — ©^  I  tang  (450  ^,1  ^o) 

« 

+  ^=^8ln(©o-©i)ltaDg(46o  +  ,jÄ,) 


folgt 


m 

Wir  wollen  jetzt  aukh  dea.FIScheDinbalt  lozodromischer  Drei" 
ecke,  die  auf  der  ÖDerfläche  einer  Kueel  liegon»!  bestimmen,  und 
in  dieser  Beziehang  zuen^t  bloss  soldrcf  Ibxodroynische  Dreiecke 
b<rtracbten,  welcbe  von  einer  loxodromischen  Linie  und  zwei 
durcb  deren  Endpunkte  und  den  positiven  Pol  der  Kugel.gehen- 
den  Merid^äbbog^rt  eingescblossen;  wenden.  .' 

Der  Fläcbenittbalt  der  deriBreit^  S  .^nlfitpre^enden. ;smM* 
sehen  Calotte  ist  nach  bekannten  Elementarsätzen  von  der  Kugel, 
wenn  wir  den  Halbmesser  der  Kugel  wie  früher  durch  a  bezeichnen ; 

2a^^— 2a9r.  asinSr32a*3r  (I— sin  5) 
=2a*Ä  {1— cos  (900  —  5)) =4a««sin  (45o  — 1 5)« 

Sind  nun  o,  «i  die  LSnge  und  Breite  Aqs  Endpunkts  (in  dem 
Sinne  der  Richtung  genommen,  nach  welcher  die  Längen  gezählt 
werden)  der  das  loxodromisc^e  Dreieck  voi^  der  obigen  Beschaf- 
fenheit, dessen  Flächeninhalt  wir  durch  S  bezeichnen  wollen, 
theilweise  begränzenden  loxodromischen  Linie ;  so  erhellet  mittelst 
einer  einfachen  Betrachtung  sehr  jeicht,  dass  mit  desto  grSssesär 
Genan^^eit,  je  näher  ^&  und  ^o  der  Null  kommen, 

oder 

■ 


also 


||=2a«8m(450-^5)>||-^r«c««5^«, 


tst   LSsst  man  nun  A^  ^>^fa  der  Null'  nahem  und  geht  zu  den 
GrSnzen  über«  so  erhält  man  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

g==2««.m(45«-5ö)«gg. 

Weil  nun  aber  nach  der  Formel  26)  kleiner  „Loxodromischen 
Trigonometrie.    S.  28/'  im  Falle  der  Kugel,  d.  h.  für  a=6, 

8d)  _  tftngO 


>st,  80  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

-     ^7i  ==  2a«siit<4So— 5  ü)«  ^xrW ' 


dcD  ^  2    ^   coso 


oder 


J9 


i     ii:     ,'t     I     ■ 


^h.^ime — js?S — ^ 


tro  nafflrliclb'  O'  eine  constaote  G^usae.  ist*   Also  imip  w 
die  Breiteu  der  beiden  EDdponkte  der  das  loxodrooiisdis 
tbmvteise  DegrSmeDden  loxodromiscbenLlDM  shidj 


•  •  •  I  '  t 


odcir«  ivöil  luicB  dem  Obigen 
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ecks  ApAiA^in  Taf.  II.  Fie^S.  durch  F,  so  ist  te  ^em  erste 
eo  in  der  Figur  dargestellten  Fälle  nach  dem  -Vbflieigehai 


cos£,tang(45o-fg-^ 

F=z  a'tang  0, 1 j 

cos  JBo  tang(4«04.  jÄ^) 

cos  13itang(4^o  +  ^Äg) 
«OS  ^itang(4so  -f-j  ^) 


^o*tang6ol 


I    * 


cos  fii  taug  (450 +jÄk) 
co«Ä«taiig(48«»+sÄ) 

[  .    %  * 

also 9  wie  sogleich  in  dia.  Augen  fällt: 

4 

«      •  (.       A  .cosÄ,   .  ^       ^  ,cos£i  ,  A       A  i^*^ 

f8ng(4S"  +S-/W   \ 

-attangeol— ^ T— 

tang(45«»  +  2Äi) 

t«og(4» +!*«)'• 
+tang  Ol  I = 1 

tang(4»<»  +  gZJi) 

tang(4ß9+5tl%) 

+  t^g  ö«l ji 

tai,g(46«  +  ^Äo* 

Nach  dem  Obigen  verschwindet  aber  der  ganse  «weitet 
ge»gene«  Theil»  und  es  ist  also; 
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Folelich  bt,  wenn  man  nur  immer  das  Zeichen  so  nimmt,  dass 
'  positiv  wird ,  allgemein  : 
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ltaiig(45   +2Ä.Mtaiig(45*  +  |fii) 
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Durch  diese  bemerkenswerthe  Fonnel  wird  also  der  fUckes* 
Inhalt  des  lozodromischeo  Dreiecks  auf  der  Kugel  bloss  diini 
die  LSngendifferensen  und  die  Breiteo  seiner  drei  Spitzeo  aosgednickL 

Ich  will  jetzt  dlei^  Betrachtungen,  ungeachtet  ihres  theoreä- 
sehen  Interesses,  nicht  weiter  fortsetzen,  weil  sie  einepraktis^ 
Anwendung  nicht  darbieten,  bemerke  aber  noch«  dass  sich  tod 
der  Flächeninhalt  eibes  allgemeinen  lozodromiachen  Dreiecks  arf 
der  Oberflache  eines  EIKpsoids  ganz  auf  ähnliche  Art  wie  roriwr 
bei  loxodromischen  Dreiecken  auf  der  Kueel  ermitteln  lasscfl 
würde;  tndess  können  die  Integrale,  auf  mlche  diese  Untena* 
cbune  fShrt,  nur  durch  uneDdlTcbe  Reihen  dargestellt  werden, 
und  ich  will  daher  die  Mittheilong  derselben  lieber  einem  spStero 
besondem  Aufsätze  vorbebaltei^iyrenn  es  mir  gelungen  sein  wifd, 
durch  das  Vorhemhende  das  Interesse  der  Leser  för  diese  Cn* 
tersuchungen  vielleicht  einigermaassen  in  Anspruch  zu  nehme«. 
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m. 

Heber  die  Aufstellangr  des  Messtiselies 
über  einem  auf  der  Krde  ipei^ebenen 

Punkte. 

t 

Von  dem 

Herausgeber.  ; 


Der  Gebrauch  des  Messtisches  erfordert  l»ekanntlich  last 
ininier,  denselben  so  aufzustellen,  dass  ein  auf  d^^ni  Tische  ge&e- 
beoer  Punkt  lothrecht  fiber  einem  auf  der  Erde  s<3ffebenen  Punkte 
steh  befindet,  dabei  aber  auch  zugleich  der  Tisch  horizuntal  steht, 
und  eine  durch  den  auf  dem  Tische  gegebenen  Punkt  gehende 
segebene  gerade  Linie  auf  dem  Tische  nach  einem  zweiten  auf 
der  Erde  gegebenen  Punkte  gerichtet  ist.  Zur  Losung  dieser 
Aufgabe  bedient  man  sich  bekanntlich  des  einfachen  Instruments, 
welches  man  eine  Einloth- Gabel  oder  Einloth -Zange  zu  nennen 
pfleet  Wer  aber  mit  der  Messtfsch- Praxis  gehörig  vertraut  ist, 
^ird  mir  hoffentlich  darin  beistimmen,  dass  auch  ungeachtet  des 
Gebrauchs  der  Gabel  oder  Zange  die  genaue  Losung  dieser  Auf- 
gabe immer  mit  Schwierit^ketten  verbunden  ist,  und  dass  man 
sich  meistens  mit  einem  blossen  „Beinahe''  zu  begnügen  ge- 
zwungenist. Auchsagtjau.A.  schon  Biihm  in  seiner,  praktischen 
Feldmessern  immer  nocn  zu  empfehlenden  Gründlichen  Anlei- 
tung zur  Messkunst  auf  dem  Felde.  Dritte  Auflage 
von  J.  G.  J.  Cämmerer.  Frankfurt  a.  M.  1807.  S.  191.: 
«»Den  Messtisch  in  dem  Punkte  ^  auf  der  Erde  so  aufzustellen, 
daAB  derselbe  zu  gleicher  Zeit  horizontal  stehe,  wenn  der  Punkt 
6  auf  dem  Tische  über  B  auf  dem  Felde  und  die  Linie  ab  d^s 
Tisches  in  einer  bestimmten  durch  bB  gehenden  Vertikalebene  liegt, 
^ei  eine  allerdings  nicht  ohneUebunu  und  grosse  Auf- 
merksamkeit aufzulosende  Aufgabe."  DerGnijidder  Schwie- 
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rfgktit  dieser  Aufgabe  liegt,  wie  rin  Jeder  gielAdberrieUJcdii 
dem  Umstände,  dass  sich  der  Tisch  nach  der  ^ewGholidieB 
ricbtung  piur  um  seinen  Mittelpunkt,  d.  h.  bloss  centriscb,  okbta '' 
centrisch  drehen  iSsst,  und  es  hat  daher  nicht  an  Vorschlag 
diesem  CJebelstande  durch  verschiedene  besondere  Cinriditai 
Tische&abztthelfen.  Man  hat  das  Tischblatt  In  einemRahmeoTc 
bar  gemacht»  ein  Vorschlag ,  der,  wenn  ich  mich  rcchi  et 
zuer«it  von  Bngge  gemacnt  worden  ist,  «nd  sich  bei 
ttlteren  Messtischen,  die  mir  vorgekommen  sind,  in  Ai 
gebracht  findet;  ia  mai|  hat  sogar  vorgeschlagen,  deo  M( 
nach  Art  einer  i^ollmannischen  Scheibe  su  gebrandieD,  i 
Winkel  mitteist  des  Diopterlineals  oder  der  Kipprefrel  j$\ 
Mittelpunkt  des  Tisches,  m  welchem  ein  Stift  eln^eschlago^ 
anzutragen,  und  dieselben  dan»  ^^^  ParalleUinien  mitkU 
dasu  erforderlichen  bekannten  eAineAen  Werkzeuge  (H.  i\ 
Neueste  Versuche  zur  Erleichterung  der  prakti 
tt«ome(#0|#<^.reB  Voigt,  eonreefo^r  k»ftoredltekire 
zig.  1792.)  oder  mit  Hälfe  eines  dreibeinigen  Zirkels  (ALi 
Ipefträge  suf  iKeffirderung  ^eometrisehef  usd er 
phischer  Messungen  fdr  diejenigen,  welche  I< 
eben  Geschäfte  zu  leiten  haben,  von  Tabor.  Frti 
a«  M.  1804,)  an  die  auf  dem  Tische  eegebenen  Punicte 
tragen.  Wie  unpraktisch  Vorschläge  der  letzteren  Art, 
wenig  förderlich  dieselben  der  grossea  Geoaiugkeit  siod,  i 
sich  bei  richtigem  Gebrauche  mif  dem  Messtiscbe  allerdiKii 
eben  lässt,  übersieht  ein  Jeder  auf  den  ersten  Blick,  wf 
künstliche  mechanische  Einrichtungen,  wie  die  erstereo, 
für  eben  so  wenig  praktisch,  da  sie  der  so  überaus  nutl 
wichtigen  Festigkeit  und  Solidität  des  Tisches  schad«, 
auch  nicht  alle  von  Ihneb  gehoffte  Be%aemlichkeit  und  l 
darbieten.  Dass  der  Tisch  bloss  um  seinen  MittdpoDfct 
sei  und  bleibe,  scheint  mir  eine  Einrichtung  zu  sein,  die 
und  nimmermehr  verlassen  darf,  wenn  mau  nicht  der  Gei 
der  so  vielen  schönen'  Arbeit^ ,  welche  sich  mit  dem  Mt 
ausfuhren  lassen,  wesentlichen  Eintrag  tbun  will.  A^^ 
freiiieh  bleibt  immer  die  Nothwendigkeil  einer  zweckmis$igf»J 
sang  den  fraglichen  Aufg^e;  denn  sich  mit  einem  blossen  ^ 
nahe'*  zu  begnügen,  und  sich  bei  der  ziero)ich  aUgemeiD  tt 
teten  Meinung  zu  berdbigen,  dass  eine  eini^rmasscD  excen^ 
Aofstellung  des  Messtisches  der  GenaniAeit  der  Oper 
picht  scha4e,  scheint  mir  wenigstens  dem  Wesen  einer  ^ 
Wissenschaft  nicht  angemessen  zu  sein»  indem  maii  gs^ 
wissen  kann,,  wie  weit  bei  oft  so  complicirten  OperatioDMii 
¥ebler  in  der  Aufstellung  des  Tisches  sich  fortpflanseo.  Id^ 
nicht  an^  die  Deberzeugung  auszusprechen^  dass  eine  6tej>H 
fichtige  Aufsteilnng  de«  Messtisches  über  dem  eigenfficy 
tionspunkte  der  Genauigkeit  und  Sicherheit  dec  Op^ 
(z.  fiw  bei  Aufnahmen  aus  dem  Umfamge)^  mit  diMtl 
sonders  bei  seinen  neueren  schOoen  Emriphtungea  *g 
rizontMstelluBg  der  Plamehette,  zur  feinen  £brjsoiitalMs4 
bei  den  neueren  Vevbesserungien  der  tUppregef^  dass  «^ 
nicht  das  Ocular  nebst  seinem  Fadenkreuze,  soinleru  ^^ 
das  O^^ectiv  mittelsi  einer  feinen  Schraube  bewq||ick  eiiind 
n.  s.  w.,  in  vielen  Beziehungen  so  auAgezeichiieten  uod  d^ 
metlischen  SchCrfe  sich  so  sehr  nähernden  Instrumente  wese» 
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fönlerliek*  Mtfr  Mvd*  iä  ich  gtaiilie  mit  Recht  «agen  zu  kBiiiie», 
dsuEH  stefr  bd  rlebti|i>;tfni  Gebrauche  mit  dem  H^setiscfte  mit  «i&er 
»wissen  Eleganz  arbeiten  lä«8t,  und  eben  nm  diese  Slegans 
Uk  den  MeBStischarbeiten  zu  erhoben ,  habe  ich  miehb  yn^  Uk 
■idit  ktaftte,  ziemlich  lang«  damit  beschäftigt,  ein  zweckmissiges. 
noik  ^Wtg  sicheres  Verfahren  znr  ricbtigen  Anstellung  des«  Ti- 
sches aufzufinden.  Magcbes  hat  sieb  mir  seit  dem  öfter  ^yiedet- 
koHen  Nachdenken  Ahier  diesen  Gegenstand  davgeboten;  aber  end^ 
lieb  bin  ich  ber  eidem  Verfahren  stieben  geblieben,  welche»  ich 
Im  PolgeiMlen  m  der  Kttraie  bescKreiben  will»  ohne  dass  ich  es^ 
fitoBatm  halte  9  nificb  attf  die  Erläul«runs  seiner  Chrfinde  einzn* 
iMsea,  A^  es  an  sich  so  b^hst  einfach  Ist,  dass  die  Crrfinde  ein 
Jeder  sogteicb  settist  übersehen  wird.  So  einfach*  die  Sache  aach 
M'  sich  ist,  so  halte  ich .  sre<  doch  fär  hinreichend  wichtig,  um'  die 
Miftbeilnog'  des'  in  Rede  sfehenden  Verfahrens  an  diesem  Orte 
za  PsehtferaMtt,  und  glanbe  überzeugt  sein  au  dOifen,  dass  ein 
Mer;  wev  £eseis  Verfahren  bei  seinen  Arbeiten  nur  einmal  in 
Aawendang  ejehräeht  bat,  es  nie  wieder  Terlassen  wird.  Es  sollte 
■ich  Inst  isidrt  wundem,  wenn  dasselbe  scbon' bekannt  wäre,  was 
nicb  aber  nicht  hindern  kaim,  es  hier  mitzutheiten,  da  ich  wefnig- 
steis  nidfe»  nicht  erinnere»  in  deif  mir  zu  Gebote  stehendea  ziem- 
lich reiebe»  LiteMtür  desselben  schon  firflher  Erwähnung  gethn» 
gefanden  zu  haben. 

Der  filittelpunkt  des  Tischblattes  muss  genau  bezeichnet  seio, 
^^^  aber  zwei  kleine  sich  durchkreuzende  Bleistiftlinien  völlig 
■imichMib  Unten  am  Stative  zwischen  den  Füssen  des  Tisehes, 
nogUctasi  gena«  im  Mittelpunkte  der  Drehung  des  Tisches,  und 
^  fibereinstimmend  mit  dem  auf  dem  Tiscbblatte  bezeiebnefeen 
'iJ^ttelpankie  desselbensi  de»  wir  im  Folgendjen  der  Kärae  wegea 
^  nennen  wollen,  muss  ein  Häckchen  oder  eine  andere  derartige 
^n&che  Einrichtnng  angebracht  sein,  um  daran  ein  fast  bis  auf 
ien  Evdboilen  reichendes  Lotb  aufliängen  zu  bfinnen. 

Der  Stationspunkt  auf  dem  Erdboden  sei  A,  und  JS  sei'  ein 
zweiter  Punkt  auf  der  Erde,  nach  welchem  von  A  ans  die  gerade 
Linie  Aß  gerichtet  ist  Ein  auf  dem  Messtische  gegebenei;^unkt 
^i  ü  and  ab  sei  eine  von  demselben  ausgehende  gerade  Linie, 
weiche  gleichfalls  auf  dem  Messtische  gegeben  ist.  Man  soll  den 
^(^cfc  do  aufstelfett,  ttx/i^  d«»>  Tl^ehMaMr  horizontal  ist,  der  Piinkt 
a  sich  lothrecht  über  A  befindet,  m4  diu  gerade  Linir  ai  auf 
«ein  Hesstische  der  Linie  AB  auf  dem  Felde  entspricht,  oder 
«e  Linie  ab  auf  d!enf  Tische  nach  dem  f%nkle  i?  auf  ieta  Felde 
onenfnt  fst 

Dies  zu.  bewerkstsU'^^en,  stelle*  man  den  Tisch  mittelst  des 
^  iUittelpunkte  der  Drehung  bangenden  Lothes  so  auf,  dass  der 
UittelpiiBkt  M  der  Plancbette  lotbrecht  über  A  sieht,  und  bringe 
das  Tiscbblatt  mittelst  der  bekannten  drei  M'essing « Schraulien 
zur  feinea  Horizontalstelluna,.  die  bei  der  hier  vorhabenden 
^peralioQ  wo  m^glicb  nicht  fehlen  dürfen ,  und  des  Ni- 
reaug  in  horizontale  Lage,  zwei  Erfordernisse,  denen  mit  der 
g'ü6;$ten  Leichtigkeit  und  Genauigkeit  zugleich  entsprochen  wer- 
den kann.  Hierauf  lege  man  die  Kippregel  an  ab  und  orientire 
k  '^'^^^  mittelst  der  Mikrometerscnraube  oder  der  Schraube 
ohne  Ende  genau  nach  JS.    Dann  lege  man  die  Kfppregel  an  aji. 
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und  trage  die  Linie  aM  von  ilfaoi«  auf  der  ^tgi|(eiigeBetzleii  Seite 
dieses  Punktes  an  die  Kippresel  an»  wodarcb   man  in  der  Rich- 
tung der  Kippregel  auf  dem  Messtiscbe  einen  auf  der  entgegen- 
genetzten  »Seite  von  M  ebenso  weit  von  jlf  wie  a  entfernten  Funlct 
a'  erhält    Diesen  Punkt  a'  lothe  man  mittelst  der  Gai>el  auf  den 
Erdboden  ab,  wodurch  man  auf  letzterem  den  dem  Punkte  a'  ent- 
spiei'l^den  Punkt  A^  erhält.      Nun  nehme  man  den   Me^istisch 
weg,    steile   ihn   vermittelst    des    im   Mitielpunkte    der   Drehung 
hangenden  Lothes  so  auf,  dass  der  Mittelpunkt  M  der  Planchette 
lothrecht  fiber  A'  steht,  und  bringe  das  Tischblatt  mittv^lst  der 
bekannten  drei  Schrauben  und  des  Niveaus  in  horizontale  Lage. 
Endlich  lege  man  die  Kippregel  wieder  an  üb  und  orientire  &n 
Tisch ,    ohne    denselben    sonst    im    Geringsten    zn     vcrrScI^ea, 
genau    nach    JB,    so    wird    man    Jederzeit    zugleich    das    Loth 
der  in  den  Punkt  a  gebrachten  Gabel  mit  aller    irgend    erforder- 
lichen Genauigkeit  über  dem  auf  dem  Erdboden  gegebenen  StatioDs- 
punkte  A  einspielen  sehen,  und  hierdurch  also  eine  voltig  eenane 
Aufstellung,  des  Tisches  bewirkt  sein.     Angenommen   wird  hie^ 
bei,  dass  der  Punkt  B  eine  merklich  grosse  Entfernung  von  dem 
Punkte  A  habe,  was  man  aber  bei  Operationen  mit  dem  Mess- 
tische, namentlieh  bei  Anwendung  der  mit  einem  Fernrohr  ver« 
scheuen  Kippregel,  anzunehmen  gewiss  immer  vollkommen  berech 
tigt  sein  wird. 

Bemerken  will  ich  übrigens,  dass  man,  nachdem  man  deo 
Mittelpunkt  des  Tisches  lothrecht  über  A  gebracht  und  das  Vsch- 
blatt  horizontal  gestellt  hat,  wenn  man  mit  völliger  geometrisdier 
Sti^nge  verfahren  wollte,  eigentlich  erst  durch  M  eine  Paialtele 
mit  ao  auf  dem  Tischblatte  ziehen,  die  Kippregel  an  diese  Fual- 
iele  legen,  den  Tisch  nach  B  orieutiren,  und  dann  weiter  wie 
vorher  verfahren  müsste.  Das  Unpraktische  dieser  Procedur  fiegt 
aber  zu  sehr  auf  der  Hand,  als  dass  ich  darüber  noch  ein  WchI 
vertieren  sollte,  und  auch  durch  das  erstere  Verfahren  wird  man 
sich  hoffentlich,  wenn  nur  der  Punkt  B  zieniHcb  weit  entferot 
ist,  was  die  zuletzt  erreichte  vollkommen  richtige  Stellung  des 
Tischdh  betrifft,  stets  vollkommen  befriedigt  finden. 

Freilich  aber,  wird  man  gegen  das  angegebene  Verfahren  so- 
gleich zwei  Einwände  machen. 

Erstens,  wird  man  sagen,  ilt  das  zweimalige  Aufstellen  des 
Tisches  auf  demselben  Stationspnnkte  zeitraubend.  Hierauf  kann 
ich  nichts  weiter  entgegnen,  als  dass  nach  meiner  Erfahrung  die- 
ses zweimalige  Aufstellen  des  Tisches  auf  demselben  Stationspunkte, 
in  der  Weise  nämlich  wie  es  oben  gelehrt  worden  ist,  nicht  zeltraubender 
ist  als  das  gewöhnliche  Verfahren  durcb  mehrfaches  Probiren  and 
das  dadurch  n5thig  gemachte  öftere  Verrücken  des  Tisches^  dass 
aber,  wenn  auch  selbst  das  vorgeschlagene  neue  Verfahren  etwas 
mehr  Zeit  als  das  gewohnliche  Kosten  sollte,  man  daf&r  durch  die 
völlig  regelrechte  und  sichere  Procedur  bei  dem  neuen  Verfahren 
und  die  grössere  Genauigkeit  des  Endresultats  vollkommen  ent- 
schädigt wird. 


r 
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Zweiloos»  wirdman  emfrendeii«  entspricht  das  DebertraaeD  dsr  Eat- 
fenioogoJIf  nach  a'Jf  an  der  an  oJf  liegenden  Kippregernur  wenig 
einer  gesanden  Praxis.    Auch  dies  aoaugeben»  bin  ich  im  Ganzen 
geneigt»  glaube  aber,   dass  sich  diesem  Uebelstande  durch  eme 
neoe   Einrichtung    der    Gabel   vollkommen    abhelfen    lässt.      Ich 
wurde  nämlich  der  Gabel  etwa  die  in  Ta£  II.  Fig.  3.  dargestellte  Ein- 
ricbtimg  geben.    An  d^  gewöhnlichen  Gabel  ist  ein  Lineal  oder 
eine  Regel  W  angebracht,  die  in  ihrem  Mittelpunkte  a  und  in  zwei 
andern  a wecicmässig  gelegenen  Punkten  /?,  ^*  drei  ^anz  kleine  völlig 
gleich  lange  Spitzen,  mit  denen  die  Regel  ah  die  Kippregel  an- 
gelegt werden  ,kann,  hat,    und  eine  hinreichend  weit  getriebene 
Maasseintheilung  trägt,  die  ihren  Nullpunkt  bei  a  hat  und  von  da 
an  il^ch  y  und  y'  hin  aufgetragen  ist.     Der  Punkt  J,  in   welchem 
das  Loth  hangt»  muss  bei  dem  Gebrauche  der  Gabel  an  der  hori- 
zootal  gestellten  Planchette  genau  vertikal  unter  der  Spitze  a  lie- 
gen.  Der  obere  Arm  der  Gabel  muss  aber  in  einer  Nnthe,  an  der 
eigeotlich  die  Regel  befestigt  ist,  etwas  verschiebbar  sein,  und 
sich  mittelst  einer  oder  besser  zweier  Schrauben,  die  in  der  Figur 
angedeutet  sind,  in  der  Nuthe  feststellen  lassen,  weil  ohne  diese 
Eiortcbtung  die  Spitze  a  nicht  genau  an  den  Mittelpunkt  M  der  Plan- 
chette wQrde  gebracht  werden  können,  was,  wie  sich  gleich  nach- 
her zeigen  wird,  erforderlich  ist.     Der  Gebranch  dieser  Einrich- 
tone  der  Gabel  bei  dem  in  Rede  stehenden  Uebertragen  von  aM 
nach  a'^,  wobei  natflrlich  die  Re&;el  an  der  an  aJä  gelegten  Kipp- 
legel  und  die  Spitze  a  an   dem  Mittelpunkte  M  des  Tischblattes 
liegen.,  mussi^  und  dem  darauf  folgenden  Ablothen  des  Punktes  a* 
auf  den  Eronoden^»  wodurch  man  auf  letzterem  den  a*  entsprechen- 
deii  Punkt  A  erhält,  wird  einem  Jeden  sogleich  erhellen,   ohne 
«Usis  ich  darüber  noch  Etwas  zu  sagen  brauche.     Die  richtigen 
Verhältnisse  der  einzelnen  Theile  der  Gabel  zu  den  Dimensionen 
'er  Planchette  wird  jeder  geschickte  Mechanikus  gfeichfalls  selbst 
u  treffen  wissen.    Kur  auf  den  folgenden  Punkt  darf  ich  nicht 
unterlassen  noch  aufmerksam  zu  machen. 

Bei  dem  Ablothen  eines  auf  dem  Tische  geffebenen  Punktes 
aof  den  Erdboden  sind  nämlich  oft  die  Fflsse  des  Tisches  und 
andere  Theile  des  Stativs  hinderlich.  Dieser  Fall  kann  also  ancb 
eintreten,  wenn  man  bei  dem  in  Vorschlag  gebrachten  neuen  Ver- 
Ithren  den  Punkt  a'  auf  den  Erdboden  ablothen  soll,  um  den 
i^eii^  Aufstellungspunkt  A*  des  Mittelpunkts  des  Tisches  zu  er- 
^^ten,  aber  auch  nur  dann,  weil  das  neue  Verfahren  sonst  das 
Ablothen  keines  anderen  Punktes  auf  den  Erdboden  in  Anspruch 
nimmt. ,  Diesem  Uebelstande  lässt  sich  aber  bei  dem  neuen  Ver- 
fahren sehr  leicht  begegnen,  wenn  man  nur  an  der  an  auf  iie- 
^nden  Kippregel  einen  anderen  Punkt  als  a'  aufsucht,  welcher 
sich,  ohne  jenes  Hinderniss,  bequem  auf  den  Erdboden  ablothen 
lässt,  und  bei  zweckmässiger  Einrichtung  des  Stativs  des  Mess- 
tisches gewiss  immer  geuinden  werden  kann.  Bezeichnen  wir 
^i^en  Punkt  durch  a"^  und  lothen  ihn  auf  den  Erdboden  ab,  wo- 
durch wir  auf  letzterem  den  Punkt  A'  erhalten ,  so  brauchen  wir 
||nr  an  der  Skale  der  Regel  der  Gabel,  die  an  der  Kippregel  liegt, 
<ne  Entfernung  des  Punktes  a"  von  a%  d.  h.  die  Linie  a^a'^  zu 
"jj^sen ,  und  eine  derselben  gleiche  Linie  auf  dem  Erdboden  von 
^   ao  'anf  der  auf  dem  Erdboden  gegebenen  Linie  AA'  nach  der 
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abgemeflMiiett  Lini«  <lev  |p»suchti»  Paakt  Aj  wie  auf  4ct  Stell» 
eriicHet  Ata»  atfch»  dem  bei  <teni  gewehaBcfcen  VWftJtfpMiOTgeintre' 
tenden  CebeblMide»  dass  die  Fifese  de«  Tiedbee  oder  aadere 
Theile  de»  8tativ8  einem  genaaeD-  Ablotben  der  Paukte  auf  dem 
Tieche  aaf  den  Erdboden  MiideriEcti  sind,  wird  davcb  das  neue 
Verfahren  eo  gut  wie  ganz  abgeholfen «  was  demselben  Tielieidit 
aacb'  an  einiger  Empfehlung  dienen  wird. 

Ich  glaube  y  dasa  man  dem  hier  beaprocheneo  Gegeoataode 
in  neuerer  Zeit  zu  wenig  Aufmerksamkeit  geschenkt,  und  sich  zn 
sehr  bei  dem  Glauben  beruhigt  hat,  dass  nicht  sehr  grosse  fiKoen- 
tricitÜU fehler  bei  der  Aufstellung  des  Tisches  der  Crenanigkeif 
der  Operationen,  keinen  wesentlichen  Eintrag  thun*).  Ich  balle  den 
Messtisch  bei  richtiger  Anwendung  und  recht  zweckmässiger  fin- 
rlchtungfflrein  sehr  genaues  geometrisches  Constrocttbna-Instnimest 
und  bin  daher  der  Meinung,  dass  man  alle  Quellen,  aus  ^encn 
Fehler  entspringen  können »  soviel  als  irgend  mtJgltch  zu  v^t<^ 
pfen  suchen  muss.  Ein  kleiner  Mehraufwand  von  Zelt,  wenil'  der- 
selbe sich  wirklich  ergeben  sollte,  darf  dabei  nicht  in  AnsdUag 
gebracht  weiden^  Leider  wird,  ifenigstens  in  einieen  L&ndem, 
der  Messtisch  j^tzt  bei  Weitem  nicht  mehr  so  häune  in  Auwei- 
düng  gebracht  wie  früher,  und  droht  fast  ganz  durch  andeffB  fa- 
strumeote,  namentlich  durch  die  Boussole,  verdrftngt  zu  werden. 
Ohne  manche  von  der  Boussole,  bei  welcher  allerdings*  namendicb 
Excentricit&ts  fehler  in  der  Aufstellung  nicht  vorkommen  itinaea, 
dargebotene  Vortheiie  irgend  In  Abrede  stellen  zu  woBen,  venpag 
ich  die  Einführung  dieses  fnsünments  auf  Kosten  des  Messtisi^es 
doch  nicht  für  einen  Fortschritt  in  den  Vermessungsgescbiltea  zn 
erkennen,  und!  wünsche  sehr,  dass  der  MesstiscS  vrieder  al^^ 
meiner  in  Gebrauch  kommen  möge,  wie  dies  auch  in  manchenr 
Ländern,  so  viel  ich  weiss  z.  B.  in  Sachsen  und  Hessen,  andi  iB 
Oesterreich ,  mit  Recht  immer  noch  der  Fall  ist.  Wie  obiggen  Zei* 
len  haben  ihren  Zweck  erreicht,  wenn  sie  dazu  Einigjeft  BNMfBtra^ 
gen  geeignet  sein  sollten. 


*)  In  dem  Bandbach  des  Feldmecaena  und  KiTellireai 
in  den  gewöbDlichen  Fftllen  von  Crelte.  Berifn.  1929;  8.  S. 
82,  helMt  ev  c.  B. :  „,Da  et  aber  ani  eine  solche  Genauigkeit  eelt«^  s»' 
kommt,  Indem-  es  in  den  meltten  Fällen  nnr  einen*  iHimerklleBlli<1later' 
•cbted  macht,  weim  der  Punkt  auf  d<en  MfeMlieeho  •ei(k»t  n^  einen 
F  n  •  •  seitwärta  nber  dem  snrehörigea  Pnokte  am  ttodta  Hegt ,  ra  lil  die 
Bialothiange  eigentlich  in  Ira  Ac|(«l  nieht  nötfiig,  miA  ibp  Cebm— h 
vsrninacht  nnr  Aafenlhalt^'  eine  Aneidit^  Mer  Iah  dbrebaae  nicht  bei- 
etimmen  kann,  denn  die  Natur  de«  Metatiechee  eriosdevi  geometriicbe 
Crenauigkeit.  Die  «o  sehr  groesa  Genauigkeit  und  Sorgfalt  erfordskaden 
Umfangt  -  AieMongen ,  die  man  doch  öftere  nicht  umgehen  kann,  habe 
ich  achon  oT»en  beeendere  henrorgehoben. 
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IV. 

Heber  4lie  Bewegrungr  einer  niagrnet' 

nadel  unter  dem  Klnflnsse  eines  nn- 

bejrrftnzten  gri||Tanischen  Stroms. 

Von 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

PrdfcMorwi  der  polytechniachen  Schote  cn  Carianihe. 


5.1. 

WS  Ctal.  II.  Tig.  4.)  sei  eine  Ma^etnadel»  deren'  Mitte 
0  6^,  ON=zOS=l;  in  R  stehe  auf  der  £bene  der  Figar,  in 
der  allein  die  Nadel  sich  drehen  könne ,  ein  unbegränzter  Draht 
Beokrecht,  in  welchem  ein  positiver  eaivanischer  Strom  abwärts 
•teige.  Ist  N  der  Nordpol  der  Nadel,  1$  ihr  Sfidpol,  so  sucht 
der  Strom  den  Pol  N  senkrecht  auf  NR  nach  aussen  (rechte), 
den  Pol  St  senkrecht  auf  125  nach  aussen  (links)  zu  bewegen, 
ist  fft  eine  Konstante«  so  ist  die  in  /V  wirkende  Kraft  bekannuicii 

glekh^»  die  in  8  Wirkende-^,     bt    4er    Wii*el    NOR, 

den  am  Ende  der  Zeit  t  die  Nadel  mit  der  Linie  OR,  die  wir 
als  Axe  der  x  annehmen«  bildet«  gleich  o,  und  nehmen  wir  OB 
da  Axe  der  g  an,  so  ist 

2?lP=a*+/*— 2afcos«,  2V5>=:ii^-f /'•f  2«/oes«,  (1) 

wenn  ORrsa  gesetzt  wird. 

.,    Die  Koordinaten  im  Punktes  M  sind  foosa,  £iioo;   somU  Ist 
die  Gleichung  der  Linie  Rift 
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üic  tiiekhong  der  im  Ponkte  N  daraaf  Senkrechten  somit 

3f-&iiia  =  — gr^jj-(x— fco««).  (2) 

Fällt  mao  Toni  Ponkte  O  auf  diese  letztere  Lioie  eine  Seokrecbte, 
80  ist  deren  Lange: 

/*sio*  c — gl  coea  +  /*  cos%t 

"-V'+C-w^)' 

/*-~afco8g  !(/ — oeosff) 


Vf»  +  ö»— 2ö/co«a  VP  +  a*— 2c/coso 

Man  zeriese  duo  die  in  iV  wirkende  Kraft  in  zwei  andere,  woroa 
die  eine  P  senkrecht  auf  ON,  die  andere  Q  nach  ON  gtriditd 
ist  Das  Moment  der  ersten  in  Bezog  auf  O  ist  PL  Dieses  Uo- 
ment  wird  auch  gefunden ,  wenn  man  die  Kraft  in  JV  moitiptixirt 
mit  der  Länge  (3),   d«  h.  es  ist 

,  fi  /(/— acosa) 


Va*  +  P  — 2a/cosa '  V /»  -|- a*~  ^a/cosa 

ft/(/— iicosa) 

■"*  #1*  +  /■— 2fl/co8a' 

Cm  das  Vorzeichen  zu  bestimmen,    setze  man  «=0,   so  ist  das 
Moment: 


Da  dasselbe  die  Nadel  ruckläufig  (d.  fa.  umgekehrt,  wie  die  Zii* 
gor  einer  Uhr)  zu  drehen  strebt ,  und  a^l,  so  ist  das  ober» Zei- 
chen zu  wählen,  so  dass  das  Moment  (Kräftepaar),  welches  in 
ff  die  Nadel  rechtläufig  zu  drehen  strebt»  ist: 

ft/(/-— tficosa) 


a*  +  /*— 2a/co8flr ' 

Ganz  eben  so  findet  man  für  das  Kräftepaar  i  das  in  S  die  Kadfl 
rechtläufig  zu  drehen  strebt: 

—  fi/(/-f  neos«) 
a*+/^  +  2afcosa 

Da»  Gesammtmoment ,  das  die  Nadel  rechtlänfig  zu  df^en  strebt, 
ist  also 
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fi/(f— <?cosc)  (U(l+aco8a) 2fil(P  —  a^acätiv 

a*  +  /*— 2ii/cosa"~  aHP  +  2€ifco8«""  (««  +  /»)2-.4a«/*cos«ä* 

Da  diese  Grösse  negativ  ist,  so  sacht  also  die  Nadel  sich  rück- 
läufig  zti  iMih^egeDy  d.  b.  den  Winkel  a  za  vergrossern.  Ist  somit 
k  das  Trägbeitsmoment  der  Nadel,  in  Bezug  auf  O,  so  ist  die 
Gleichung  der  Bewegung: 

0«a  _         2ft/(a^— P)acog« 2|n/(g^— P)aco8« 

^  8/«  ■"  (o«  +  /«)«  —  4a« /«  cos««""  (a*— /•)«  +  4a*/«sin«a  *      ^"^^ 

Hieraus  folgt: 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  ( =  -^)  im  Anfange  der  Bewe- 
gung, fSr  welche  ct=y  sei,  Null,  so  ergiebt  sich 

A/^??V-        A   _     2a/(fl«-P) (sina-siny)  A. 
2/*V8</  ■"  "^^^""(0«-/»)«+  4«2^sinasiny)y  *  ^^^ 

8a 
durch  welche  Gleichung  die  Winkelgeschwindigkeit  (=01»    in  so 

ferne  sie  a  zu  Tergros^ern  strebt)  gegeben  ist.  Daraus  folgt  nun 
zunächst,  dass,  wenn  l=.ay  d.  h.  wenn  der  Punkt  R  am  denk 
Umfange  des  Kreises  ist,  den  die  Pole  der  Nadel  beschfeiben, 
keine  Bewegung  Statt  hat,  wo  auch  anfänglich  die  Nadel  sich  be- 
finde^ so  dass  sie  also  in  jeder  Lage  in  Kühe  bleibt,  was  auch 
aus  (4)  folgt.  Ist  ferner  a  >  /,  d.  h.  der  Punkt  R  ausserhalb  des 
Kreises,  so  folgt  aus  (4) ,  dass  die  Nadel  anfangt  sich  nach  rechts 

7t 

ZU  bewegen  (rQckläufig) ,    wenn  y  <  o  *    ^^^    ^^^  (^)   ^<^lg^»    ^^^ 

immer  a>y  sein  wird.  Ist  dagegen  a</,  d.  h.  R  innerhalb  des 
Kreisnmfangs ,    so  wird  die  mdel  sich  anfänglich  links  bewegen, 

wenn  y<o'  ^"^  immer  o<y  sein.  Aus  (5)  ergiebt  sich  femer, 
dass  wenn 

a>/,  die  Nadel  zwischen  oscy  und  «=»— y  hin -und  faefschwankt. 
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Im  letsstern  Falle  wird  aber  der  Draht  die  Bewegung  der  Nadel 
hemmen,  wenn  nicht  y  schon  negativ  ist.  R  liegt  dabei  immer 
auf  der  Linie  OA, 

Aus  (5)  folgt  nun 


«      « 


4» 


4/  f.       %J(ifl^^  (sing  —  mmf) 


Heraus  die   ZeÜ  <   bcsüinnit  irirA.     bt   a  >  I,  «o  M  fie  ZtlC, 
weldie  TOD  einer  iloMersten  Lage  aar  aodbrn  vewebedirfet: 


yflf 


y 


*-r da 

4/  :^,  .^^     2fl/(o«— /^(«intt--ei^7 


(7) 


Ffir  den  besonderen  Fall«  daa«  /=0,  M  diese  Ctftaer 

9« 


\^.i/ 


f-f»f-^^ 


Ol 


Atu(5)  folgt,  dass^iecBckkehreiide  fiewegOBK  der  Mi^fceidw 
gleich  i«t,  ja  dass  die  beiden  HSlften  jeder  dieser  Bewegpngeg 
gleich  sind^  d.  h.  die  Bewegung  ist  der  eines  Pendels  Shnlich. 


{.2. 

Im  Verstehenden  nahmen  wir  den  Ponht  ft  (Draht)  (TaC  IL 
Fig.  5.)  als  Test  an,  und  antersuchten  seine  Wirkung  auf  ein 
beweefiche  Nadel  Nunmehr  wollen  wir  die  Naiid  IfSTtiM  novct- 
änderlich'  betrachten,  wShrend  der  Punkt  R  seinen  Ort  Snden 
könne.  Wir  nehmen  die  Axe  der  Nadel  OH  aU  Axe  der  y,  oni 
die  darauf  Senkrechte  OF  als  Axe  der  x  an;  zugleidi  mi^geo  « 
«  die  Koordinaten  des  Punktes  K  sein.  Die  Gleichung  def  Linie 
«Zf  ist: 

die  Gleichung  der  im  Punkte  N  darauf  Senicrechten : 

Fällt  man  Tom  Pdtkte  O  aus  auf  diese  eine  Senkrechte,  bo  M 
*    deren  Länge: 

1 =±_ifcÄ 


C-y) 


48 

Di«  Kfkftv  di«  iii  iV  sclikracht  «of  KiV.  wirirt,  M 
Das  Drehangsmoment  derselben  in  Besag  auf  O  ist 

«*^<*^y)  .        (8) 


insofern  als  die  Betreenng  wie  die  Z«ieer  einer  Uhr  ab  reelit- 
lin^  angesehen  wird^  Zerlegt  man  die  i&aft  in  N  in  zwei  anderem 
die  eine  senkrecht  auf  ON,  die  andere  nach  ON  eerichtet>  und 
betrachtet  man  die  Kr&fte.ais  positiT,  welche  die  Koordini^en  zu 
vergrOssern  streben,  so  findet  man  die  erstere,  wenn  man  (8) 
durch  /  dividirt,  so  dass  die  beiden  sind: 

m 

Fflr  die  hl  S  wirkende  Kraft  erhält  man  etien  so  daa  Dreliangs- 
moment: 


nod  die  beiden  Kräße: 


Fasst  man  diese  Resultate  ausanunen,  so  erhUtman  als- Wir- 
kungen des  Punktes  R,  auf  die  Nadel:  .. 

a)    das  Kr&ftefmar 

welches  die  Nadel  reqhtifiufig  zu  drehen  strebt; 
6)    die  Kraft 

welche  den  Punkt  O  parallel  der  Axe  der  dP,  nach  der 
Richtung  der  positiven  x  zu  bewegen  strebt; 

c)    die  Kraft 
*»+(/-y)»~  «•+{/+*)*"  [^+(/-y)»J[a»+(/+y)»]  •      ^"' 

4 
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welche  d«D  Punkt  O  varaüel  mit  der  Axe  der  f,   nach 

der  Richtung  der  posinven  y  zu  bewegen  strebt 

Fksat  man  die  Kräfte  (13)  und  (14)  zusammen,  so  erhSit  man 
eine  einzige  Kraft  P,  die  mit  der  Axe  OF  den  Winkel  ß  macht, 
bestimmt  durch: 

Man  überzeugt  sich  leicht«  daas  das  Gesagte  gilt,  wo  auch 
R  liege. 

Hieraus  lassen  sich  nun  folgende  Schlüsse  ziehen: 

I)  Die  Nadel  NS  sei  nur  beweglich  um  eine  auf  der  Ebene 
der  Figur   senkrechte  Axe,    und  «s  befinde  sich  der  Punkt  //  im 

Räume 

FCNH,  80  ist  P-a:«— y«<0,  «>0,    also  geht  Pf  von  R  neg, 
und  S  geht  gegen  A  im  Anfange  der  Bewegung; 

HNJJE,  so  ist  /*— a:S-y«<0,  y>0,    also   geht  N  gegen  «, 
und  S  kommt  von  R  im  Anfange  oer  Bewegung; 

EDSG,  so  ist  />— o;*— ^><0,  ^<0,  also  kommt  N  von  üt,  und 
5  geht  gegen  R  im  Anfange  der  Bewegung; 

GSCF,  so  ist  /*— ar>— ^^<0,  y<0,  also  grtt  N  gegen  il,  and 
S  kommt  ¥on  if  im  Anfange  der  Bewegung; 

CON,  so  Ist  P— AT*— y*>0,  y>0,  also  geht  jY  gegen  R,  und 
S  kommt  von  R  tm  Anfange  der  Bewegung; 

IVOD,  so  ist  fK— ar*— y*>0,  y  >0,  also  kommt  N  von  A,   und 
'^  g^t  gegen  /2  im  Anfange  der  Bewegung; 

DOS,  so  ist  />— a:>-y*>0,  y<0,  also  geht  N  gegen  iZ,  und 
S  komipt  von  R  im  Anfange  der  Bewegung; 

SOC,  so  ist  P— Ä«— y«>0,  y<0,  also  kommt  N  von  Ä,  und 
5  geht  gegen  12  im   Anfange  der  Bewegung. 

Liegt  R  auf  dem  Kreise  um  O  selbst,  so  ist 

also  hat  keine  Bewegung  Statt ;  dasselbe  hat  Statt ,   wenn  R  aof 
der  Aze  der  x  liegt 

II)    Die  Nadel  sei  senkrecht  aufgehängt  an  einem  Faden  >  sei 
also  nur  beweglich  parallel  mit  der  Aze  x. 

Durch  die  Pole  19  und  5  (Tal.  II.  Pig.  6.  )    ziehe  man  die 
zusammengehörigen  Hyperbeln ,  deren  Gleichung 


mI  un^  es  liege  R 

t 

1)    innerhalb  der  HyperbelD  ÄlfB ,  CSD,  so  ist 

also  wird  die  Nadel  (der  Pmkt  O}  sieh  nach  der  Seite 
der  negativen  0  (Xvak»}  bevreaen,  d.  b.  scheinbar  von  R 
abgestossen  werden«  wenn  tt  sich  im  ersten  und  vier- 
ten,  abge2ogQ.d,  üenn  er  sich  im  zweiten  nnd  dritten 
Koordinatenwinkel  l>efindet; 

8)    zwischen  den  beiden  Hyperbeln,   also  im  unbegrenzten 
Räume  ANBDSC...    Xlsdann  ist 

also  geht  O  nach  der  Seite  der  positiven  :r  (rechts) ,  d. 
h.  die  Nadel  wnrd  scheinbar  angezogen«  wenn  R  sich 
im  ersten  und  vierten«  abgestossen«  wenn  er  sich  im 
zweiten  und  dritten  Koordinatenwinkel  befindet; 

3)    auf  einer  der  Hyperbeln  selbst,  so  ist 

also  bat  keine  Bewegung  Statt.. 

HI)  Endicb  nehme  man  ao «  die  Nadel  schwTmme  auf  Was- 
ser« kunne  sich  also  in  ihrer  Ebene  frei  bewegen  und  untersuche 
die  Beweguogsrichtuttg  des  Punktes  O.    Ss  li^«  nun  £ 

a)    Innerhalb  der  Hyperbeln  ANJS,  CSD,  und  zwar: 

t)  im  ersten  Keerdinatenwinkel,  eo  ist  cos/?<0«  siiaßyO, 
d.  h«  O  bewegt  sieh  in  den  zweiten  Koordinatenwinkel ; 

2)  im  zweiten  Koordiuatenwiokel«  seist  cosj?<0,  sin^<0, 
d.h.  O bewegt  sich  in  den  dritten  Koerdinatenwiukel; 

« 

3)  im  dritten  Koordinatenwinkel«  so  ist  cos^<0«  sin^>0« 
d.  h.  O  bewegt  sich  in  den  zweiten  Koordinaten  winket ; 

4)  im  vierten  Koordinatenwinkel«  so  ist  co8^<0,  sin^<0« 
d.  h.  O  bewegt  sich  in  den  dritten  Kooroinatenwinkel ; 

6)    zwischen     den     beiden    Hyperbeln«      also    im    Räume 
ANBDSC,..,,  und  zwar: 

1)  im  ersten  Koordinatenwinkel«  so  ist  cos^>0,  sin|$>0, 
d.  h.  O  bewegt  sich  in  den  ersten  Koorainateowinkel ; 

2)  im  zweiten  Koordinatenwinkel,  so  ist  co8j3>0«  sln^<0, 
d.  h.  O  bewegt  sieb  in  den  vierten  Koordinatenwinkel ; 

3)  im  dritten  Koordinatenwiokel«  so  ist  oos/3>0«  8in^>0» 
d.  h.  O  bewegt  sich  in,  den  ersten  Kooruinatenwinkel ; 
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4)  im  vierten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cos6>Q»  mß<0, 
d.  h.  O  bewegt  sich  in  den  Tierteo  Koordinatenwinkel ; 

c)  aaf  den  H3rperbelD  und  zwar: 

1)  im  ersten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cos^=0,  sinj}=l» 
d.  b.  O  bewegt  sich  gegen  N; 

3)  im  zweiten Koordinatenwiokei,  seist  cos/}sO,sinj8= — 1, 
d.  h.  O  bewegt  sich  gegen  S;    - 

3)  im  dritten  Koordinatenwinkel,  so'ist  cos/S=0,  sin/}=], 
d.  h.  O  bewegt  sich  gegen  N\ 

4)  im  vierten  Koordinatenwinkel,  so  ist  co,s^=sO,  sin^= — 1, 
d.  h.   O  bewegt  sich  gegen  Si 

d)  auf  der  Aze  der  or,  nnd  zwar : 

1)  auf  dem  positiven  Theii,    so  ist  cos^=l,    sin/3=Q, 
d.  h.  O  bewegt  sich  nach  F% 

2)  auf  dem  negativen  Tbeil,     so  ist  cosj}=:l,    sinf{=0, 
d.  h.  O  bewegt  sich  nach  F,  wie  so  eben; 

e)  auf  der  Axe  der  y,  and  zwar: 

ff)  innerhalb  der  Hyperbeln  ANB,   CSD; 

1)  im  positiven  Theil  der  Axe  der  y,  so  ist  cos/}= — 1, 
sin^=0,  d.  h.  O  bewegt  sich  nach  E; 

2)  im  negativen  Theii  der  Axe  der.y,,  so  ist  i»08/}=— 1, 
810^=0,  d.  h.  O  bewegt  sich  nach  E; 

ß)  zwischen  den  beiden  Hyperbeln ; 

1)  im  positiven  Theil  der  Axe  der  jf ,  so  ist  cos/}=tt 
sinp=:0,  d.  h.  O  bewegt  sich  nach  F; 


2)  im  negativen  Theii  der  Axe  der  jf,  so  ist  co^ßssi, 
8inß=:0,  d.  h.  O  bewegt  sich  nach  F. 

Aus  diesen  Angaben  wird  man  nun  leicht  die  scbeinbare  An- 
ziehung oder  Abstossung  ableiten  kSnnen. 

Für  den  Fall  11)  wird,  je  nach  der  Lage  von  12,  die  Spannung 
des  AufhSngefadens  vermehrt  oder  vermindert  (14).  Ist  R  nim- 
lieh  im  ersten  oder  dritten  Koordinatenwinkel ,  so  wird  dieselbe 
vermindert  um 

, V^y . 

t^H(/-y)«l[«»f(/+y)«]  • 

ist  aber  R  im  zweiten  oder  vierten,  so  wird  sie  vermehrt  um 

4ft<V^ 


(^•K/-y)*)(«*+(/+y)*) 


worin  oatflriich  f»  ein  Gewicht  anzeigt,  gleich  der  Einwirksng  des 
Drahtes  auf  einen  Pol  in  der  Entfernung  1. 
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i.  3. 


4ir 

Ist  Im  Falle  der  Formel  (7)  y  nahe  an  x* »     a  >  / ,     so     Ist 

sma'^Blny  beinahe  immer  Ndl,   man  wird  also  ungefÜht'  setzen 
kOnneo: 


arc 


Daraus  folgt,  dasa  die  Zeit  einer  SchwinguDg  Ton  einem  Aenaaer- 
sten  xnm  anderen  ist: 


»-*  da 


V  sino—  siny 


wenn  C  eine  Konstante  ist    Daraus  folgt»  dass  die  Schwingungs- 

daaer  im  Verhältniss  zu  V^  steht,  ein  Satz,  der  bekanntlich 
nach  der  Lehre  vom, Pendel«  die  för  diesen  Fall  anwendbar  ist, 
zeiet,  dass  die  wirksame  Kraft  im  umgekehrten  Verhältniss  zu  a 
steht,  was  eben  der  Satz  ist,  von  dem  wir  ausgingen. 

Fflr  den  Fall,  dass  /  klein  ist,  so  dass  man  /*  gegen  a^ver- 
nachUUsigen  kann,  giebt  (7)  ebenfalls 


4V 1/ 


«-y         Ba 


Vütno — siny 

r 

V  sin«  —  siny 


1. 


.t     I 


•  •    • 


• .  1  • 


.•  I    •  ff  • 
I         ■ 
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V. 

Veber  die  Pertoillcitat  der  IKseiwl' 

lirftclie. 

Von 

Herrn  W.  Looff, 

Dirertor  det  Herzoglichen  Reaigyinnaiiiiiio«  sn  Gotbi.      , 


lu  meinem  »»Leitfaden  für  den  Unterricht  impra^l 
sehen  Rechnen  and  in  der  Arithmetik»  erster  («rfj 
Gotha  1850'«  habe  kh  in  einem  Excuree  «her  die  Pem^ 
der  Decimalbrüche  eine  Tabelle  derjenigen  Primzahlen  mi^t^ 
welche  als  Nenner  eines  gemeinen  Bruofas  eine  Periode  t«m 
stimmter  Stellenzahl  geben.  Die  bei  der  Herausgabe  ■«* 
Leitfadens  begonnene  Arbeit  habe  ich  fortc^esetzt»  wobei  m^ 
Auszog  aus  den  Burckhardf sehen  Tafeln  der  PrimzaUefli  "^ 
mir  durch  die  Güte  des  Herrn  Professor  Dr.  Jacobi  nite« 
wurde,  sehr  zu  statten  kam.  Ich  erlaube  mir  daher  diese Ta 
in  grosserer  Ausdehnung»  als  ich  sie  in  meinem  Leitfaden^ 
hen,  hier  mitzutheilen »  nachdem  /ich  die  wenigen  oolbfreoA 
Sätze  vorausgeschickt  habe.      '^ 

1)    Giebt  der  Bruch  -  eine  Periode  von  k  Stelleo  id^ 

n 

zeichnet  man  die  Periode  der  Decimalsteilen  mit  P,  aoist 

10*-l=fiP. 

Es  müssen  daher  alle  Factoren  von  10*— t  eine  P^^^| 
Stellen  geben.  Eine  Periode  von  einer  Stelle  giebt  daher  IM 
also  3  und  9.  Um  die  Primzahlen,  welche  eine  P^,^^^^| 
3,  u.  s.  W.Stellen  geben,  zu  linden»  braucht  man  nur  die  F^« 


dtf 

10*— 1 

TOD  — g —  aufzuäuchen.  Eine  Periode  von  2  li^tellen  'giebt  da- 
her Dur  11,  von  3  Stellen  37  als  Factor  von  111»  von  4 
StelleD  101  aU  Factor  von  Uli«     von    6  Stellen  41  und  271  als 

Pactoren  von  Hill.      Bei    6  Stellen    kann    man    — g —    durch 

3,  11  und  37  dividiren.  Der  Quotient  91  Ul  =7x:i3.  die  ein- 
zigen Primzahlen,    i^^elche  eine  Periode  von  6  Stellen  geben. 

Flr  sieben  Stellen  massen  die  Factoren  von  Hill  11  gefun- 
den werden.  Da  aber  nur  eine  solche  t^imzahl  n  eine  Periode 
von  p  Stellen  geben  kann^  welche  um  1  verringert  durch  p  theil- 
bar  ist,  so  ist 

«  — l=m/>, 
folgUcb 

Ist  p  eine  ungerade  Zahl,  m  ebenfalls  eine  ungerade  Zahl,  so 
ist  mp  eine  unserade,  folglich  m»  -|-  t  eine  gerade  Zahl,  die  nicht 
Factor  von  Uli....  sein  kann,  man  braucht  daher  Ar  m  nur  ge- 
rade Zahlen  zu  setzen.    Ist  dann  m:=2c,   so  können  nur  solche 

Primzahlen  Factoren  von  -^—x —  (p   eine   ungerade   Zahl)    sein, 

welche  die  Form  2<?p-f  1  haben,  ^fir  sieben  Stellen  nlso  musste 
der  Versuch  mit   allen  Primzahlen  von  der  Form  14|7  -f  1  bis  zu 

V  lllllll  gemacht  werden.    Hieraus  ergab  sich 

239x4049=1111111. 

10«—  1 
Fflr  die  Perioden. von  gerader  Stellenzidil,  z.  B.  8,  kann  *-^ — 

durch  11  und  iOl  ohne  Rest  dividtrt  werden,  daher  nur  lOOOl  in 
die  Factoren  73  und  137  zu  zerlegeh  war. 

FGr  11  Stellen  giebt  es  129  Pri^nzabien  von  der  Form  22r-f  1, 
von  welchen 

21649x513239^11111,111111 . 

Für  13  Stellen  wurde  die  Uiiteisuehung  dadurch  bedeu- 
teod  erleichtert,  dass  von  den  Zahlen  von  der  Form  ^Or+l  schon 
53  und  79  aufgingen.  Der  Quotient  266371653  ist  nach  einer 
durch  169  Divi^ä«  giea^hehetiieo  Ermittelung  eine  Primzahl. 

In  der  nacbfojgetiden  iTabelle  shid  die  mit  ?  bezeichneten 
Zahlen  nodh  nicht  als  Primzahlen  ermittelt. 
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Periodeogdil.      ZaU. 

1 

1 

3  so  wie  3*  oder  9. 

2 

11. 

3 

37. 

4 

lOt. 

5 

41.  871. 

6 

7.  13. 

.  7 

239.  4649. 

A 

73.  137. 

9 

333607. 

10 

9091. 

11 

21049.  513239. 

12 

9901. 

13 

53.  79.  265371663. 

14 

909091. 

16 

31.  290616L 

10 

17.  R882353. 

17 

n 

18 

19.  mn. 

19 

t**) 

20 

3541,  27961. 

21 

43.  1933.  10S38689. 

22 

23.  4093.  8779. 

23 

Hill.  111111.  illlll.  111111. 

24 

99990001. 

» 

lOOOOiOOOOlOOOOlOOOOl.  ? 

26 

859.  1058313049. 

27 

757.  440334654777631.  T 

28 

29.  281.  121499449. 

29 

3191.  X. 

30 

21t.  241.  2161.. 

31 

2791.  398105020104308515207327521.1 

.32   ,  , 

,393.  449.  641,  1409.  09W7» . . 

t 

,<1 


lt 


*)    Bei  IT  clnd  die  Untertachungen  mit  alleo  Prionfthlen  bis  X90000 
ebne  Erfolg  gewesen. 

**)    Bei  19  haben  die  ITnterenchiuigcn  aller  Primaablen  bia  100000 
Iceioen  Erfolg  gcbabt. 
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Periodeosahl. 

Zahl. 

33 

67.    1344628210113296373  t 

34 

103.  4013.  21993833369  f 

36 

71.  12676184367477604353521? 

36 

999999000001« 

37- 

-40 

? 

41 

83.    1231.    X. 

42 

127.  2689.  459691.    (7«.ll*.13>). 

43 

173.    a-. 

44 

89.    1112470797641561909f 

45 

299700080299700299999703) 

46 

47.  139.  2531.  54979718449191? 

47 

r 

'    46 

«« 

P^BVovvUJDUWIUlM^« 

49 

? 

50 

« 

251.  6061.  717061202105779291? 

51 

613.  146965889217il27tl9610099496907? 

53 

521.  190038197677733224^1? 

53 

107..«. 

54 

999999999000000001? 

,   95 

•»J      ' 

.     1*KJ1.    .    .«.     .        •                  ;.,,.     .        ,         ,/■,./         .      !     .,( 

56 

7841.  127522001020150608761?^ 

r.-sT, 

^      '.     ' 

•                                                              •                                                       : 

Ö8> 

■ 

.  69.  l&40632049dQ6e265778190184ftt 

59 

4                                                                     fl 

1                                      < 
1 

60 

61.  i66S736Q19l&1963^g0164}. 

I . 


<  / 


•     »  .'»',.  ■    .1 


' .  1 1        1 J    '    1 1  •  i  >  { 
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VI. 

Eine  alliremeine  AnflSsanir  der  Cth 
chunpen  des  vierteil  Orade§. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  W.  Schlesicke, 

Lehrer  am  Q^mnatiiim  so  L  tack  an. 


In  Thl.  XII.  Nr.  XII.  des  Archivs  Ist  bereits  eine  Aaffisiiiig^^? 
chiingen  deA  ^ietMiCIrftdes  gegeben  winden,  welche  imVti^ 
liehen  darauf  beruht,  daasa:=tf -f  t'  gesetzt  und  in  der  so  traosforai^ 
und  nach  u  geordneten  Gleichung  die  Summe  des  zwetten  n^j 
vierten  C^tieiMS  als  verschwindend  angenommen  wurde.  I^j 
angeföhrten  Orte  angewendeten  Verfanreii  li^;t  aber  die  ^l 
Setzung  zu  Grunde ,  dass  das  zweite  Glied  der  gegebfoefl 
cbung«  wenn  ein  soldies  voriienden  wav»  bereits  fortgeecbaft  ^ 
lässt  sich  indess  die  ganze  Rechnung  vollkommen  in  derselbeD 
auch  ohne  vorhergegangene  Fortschaffung  des  zweiten  Glieder  itl 
ger  Allgemeinheit  anstellen;  nur  ist  man  in  diesem  Falle " 
uiigty  ausser  der  gewöhnlichen  Hflifisgleichung  des  dritten  l 
nocn  eine  andere  vom  zweiten  Grade  aufzulösen.  Denooch/' 
die  allgemeine  Slethode,  welche  in  dieser ,  fibrigens  der 
durchaus  folgenden«  Abhandlung  gezeigt  werden  soll,  an 
heit  die  aus  den  Formeln  24)  undTSS)  in  Theil  XH.  Nro-SLl 
ersehende  einigermassen  zu  übertreffen,  und  zugleich  wird  »ij 
selben  erhellen,  dass  die  Fortschaffung  des  zweiten  Glie<ie«' 
nigstens  zur  Auflösung  der  Gleichungen  des  vierten  Grades  4 
sentlicb  ist 
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Die  gegebene  Glelctiuag  de«  vierten  Crrades  sei :  - 

Setzt  man  in  dieser  Gleicliung 

2)    s=u  +  v, 
so  erbst t  man 

■ 

d.  i. 

* 

+  f^  +  fle«  +  Ä»«+ee+d' 

Die  willkGhrlichen  Grfieeen  u  und  e  wollen  wir  nun  eo  zu  bestim- 
men suchen,  dass  In  der  Gleichung  3)  die  Summe  derjenigen  Glie-; 
der,  welche  die  ungeraden  Potenzen  von  te  enthalten,  verschwin- 
det; so  dass  also 

(4ü-fa)tt»  +  (4t)H3aoH26o-f  c)  tf=0, 
oder  V  _1  ; ; 

4)  u\(iv+a)u^  +  4v^+3av^  +  2bv+c\=0 
ist.    Dieser  Gleichung  Wird  geiiUgt,  kenn  man  .entweder 

tt=0  oder  (4v4-a)tt*+4p>+3aoH2*o-fc=0 


.  i'f  - 


annimmt  Die  erstere  dieser  A4iflös«iieeo  yviirde  nach  2)  x=e 
geben;  mithin  wdrde  man  durch  dieselbe  in  die  gegebene  Glel- 
cbnog  Rh'  die  unbekannte  Grösse  nur  ein  neues  Symbol  etnföliren, 
ohne  dass  man  zu  et^ri^s  wesentlich  Neyem  gelangen  konnte.  Wir 
werden  daher  die  ^v^^^ite  AMflusui^g  an^uwenaeo  versuchen  müssen 
und  daher 

>  1  :  '.4-  • 

annehmen.    Hieraus  ergiebt-sidi 

und  venu  man  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung '3)  einfuhrt: 


oder.  Indem  man  mit  (4e4-«)*  mnlllpliclrii 

Entwickelt  man  aber  diese  Gl^ichnn^,  eo  erh&lt  man 
8)    64o«+96ae«-t-(48a<-t-326)o«-t-(8a«-h32a6)9>| 


1 


+«6c— oW— «■ 


oder ,  wie  auf  der  Stelle  erhellet : 


9)    (4r« + 2ßt +1 6)»+(«c-i-  j  b*-r4d}i4i>*+  iav  +^b) 

■1      .    ■       "    8   •"     8  i='''J 


d.  I.  wenn  man 


10)    4o>-t-2ae-t-|6  =  io, 

. .  k«  .    ■     •         » 

1  2         8 

12)    joAc— aV— gyft'+yM— c's:?/ 


setzt: 


.) 


.  ..  ,1 


13)    »»+/>» +  y  1=0.  •*) 


.!■«   1.»     it.lK»        « 


*)    Es  möge  noch  bemerkt  werden,  ättak  maU  die  Glelchong^)« 
auf  eine  andere  Form  bringen  könnte;  eettt  rann'nftmlidi 

«o  erhall  man  aäe  8)'  t    '"'^^'  <  }  '•- 

eine  Gleichnns,  welche  allerdinffi  etwas  einüidier  ist,  in  velekrrfj 
dae  sweite  Glied,  welche»  io!9)i«lil|,  itoch  Torkommt«  BÜBnt,**] 
diecer  Gleichnng  a  al«  Tersehvindend  an,~io  eAäll  man  di«i  "*^^ 
chnnr  9)  in  Theil  XII.  Nro.  VII.  übereinetimmende ,  gewebdicbc  Bü 
gleicSiing  dea  dritten,  Grade»^  .,,  , 

**)    Die  oben  in  10)  durch  o»  beieichneta  Oiöaae  erhält  atf  <^ 
bar  ans  dem  CoefiBcienten  .von  tl*  in  der  transformirlen  Glai^M^ 

weni^^mai  dent^liken  mit  ^  ninitiplicirt.    Beaeiclmet   man  aaafi<^  ^ 

Coefficieiy^n    der  •.  eji^solnpii   Glieder    dieser  Gleichnng  der  ü«^' 
durch  V,;,  Y^«;  Kl  nntf  V\  so  dass  also 
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Somit  sind  wir  zu  eiiieri  Gheichung  des  ^ritten  Grades 
anf  ^reiche,  weil  in  derselben  das  zweite  Glied  fehlt,  zurBestim* 
man^  Fon  o  die '  gevtiMiiilicheii  Aoflusungsaaatboden.i&i'GleiehBO- 
gen  dieses  Grades  unmittelbar  ansewendet  werden  können.  Hat 
man  Terniittelst  einer  dieser  Methoden  co  bestimmt ,  so  erhält  man 
e  aus  der  Gleichung  10) 

2  .         .  '•' 

Hieraus  folgt 


"  1    .-     •       1-     '       2 


t 


oder,  wenn  wir 


'•^  f  -    ■  ' 


1  2 

14)     fi)+:ra?-..^6=A. 


setzee 


16)   t=?j-J«±VTJ, 


I 


und 


t  • 


t        •  # 


Ul;  so  wird  aus  Gleichang  7): 

^•— KiV;F,  +  KK,»ä0. 

Nun  ist  aber 

Demnach 

F,F.F,-F,«-FF.«={  }=0. 

welche«  wieder  die  ^obise  Gleichao^  9),    oder  wena   man  die.  oben  ge 
brandbleo  Zeichen  einfuhrt,  die  Gleichung  13)  ist. 
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Fahren  y^k  nvn  dber  Ar  ob  seiMo  Weith  aoB  14) 

»=*  — 4«"  +  J* 

in  die  Gleichung  13)  ein  und  setsen  auch  fiir  ß  nnd  7  ihr 
sprechenden  Werthe,  eo  erhalten  wir  die  Gleicnung 

17)    ifc»+(2*-ja*)it«+(||ii*— a«A+ac  +  6*-4d)l] 

1  1  ^=^ 

— (g^a»— g-a6+c) 

Diese  Gleichung  ist  keine  andere  als  diejeniffe  •  welche  vir  flj 
ten  haben  würden ,  wenn  wir  nach  FortschaBung  des  tweilai 
des  in  der  gegebenen  Gleichung  1)  des  vierten  Grades  bmI( 
in  Theil  Xlf.  Nro.  Xli.  gegebenen  Formeln  gerechnet  hittefti 
der  Beschaffenheit  des  letsten  Gliedes  dieser  Gleidrang  dsH^^ 
dass,  wenn 

g-a'—  s-  a6-f  cs=0 

ist,  ein  Werth  der  GrOsse  k  ebenfalls  Terschwindet;  dasäj 
gen,  wenn 

ist,  esjederseit  einen  reellen ,  positiven  und  nicht  Tenekfraj 
den,  Werth  der  Grosse  ü:  siebt«  Nehmen  wir  nun  zaerst^iil 
wir  sunächst  den  letzten  Fall  betrachten,  an,  es  versdiniiMlfi 
Grösse 

J      8        ^      A^ 
gO"— g^OÄ  +  C 

nicht,  so  erhellet,  dass  sich  unter  der  gemachten  Toraoss^ 
auch  aus  der  Gleichung  13)  jederzeit  ein  Werth  f^r  •  wird  W 
lassen,  so  dass 

ist.  Denken  wir  uns  den,  dieser  Bedingung  genGcendeo,  ^1 
von  0»  zur  Bestimmung  der  Gr5sse  k  in  14)  gew&hlt,  so  eM 
wir  offenbar  nach  15)  ziyei  reelle,  von  einander  rersrbff^ 
Werthe  Air  v.  Setzen  wir  nämlich,  wozu  wir  nach  des  Bi$b^ 
gen  offenbar  berechtigt  sind. 


1A 

•    •      16)       *5=4S«,      , 
so  erbalten  wir  nach  15) 

19)       r=— T-ai:ö, 

iv  +  u^-^iö. 
Au»  der  Gleichung  Q  .  . 

4v+a 

ereeben  sidi  demnach  ebenfalU-^  zwei  reelle  Ton  einander  ver- 
schiedene Wertbe  (ur  «*.  Es  ist  nämlich,  wie  man  sogleich 
fiodet : 

3  11 

4ö»+2(6 -ga«)  5  ±  (§•«*— 2  *^*  +  ^^ 


4S 


oder«  wem)  wir 


21)    l^a^-^^ab+cz^B 


setzen: 


23^  „.^..-is'+a^sifi 


UDd  folglich 


+ 
23)     11= " 


»  *^™ 

45            • 

1 

4ö*-|-2ylö±fi 

2 

ö 

1 

4ö*  -1-  'i/lü  i:  S 

mithin  nach  S),  19).  23) 


u,    *= 


\-\ 


\s 


4<Pf  2^45-1^« 


>•.    - 


ta^^lAü^B 


<o,    — 


<• 


i*t    FenMT  m»4 


^^^^A&^B 


>0,     - 


<0; 


•der 


fö!±2^ö+Ä-^^      „^öM^ö-*^^ 


Ut    Eadliek  Mod  zwei  derselbe«  recB  mmd  gleich» 


oder 


4a>^2ilö-i-i9=0, 


4a*-t-2Jö-*^r=:0 


Ut;  die  anderen  beiden  Worzelo  efaid  dagegen  reell  oder  iaagt* 
nur  9  Je  nachdem  reapeetive 

S ^0  ond =. ^0 

iat«  Uebrigena  kann  man  sich  davon ,  daaa  man  in  jedem  Falle 
vrirldich  alle  Wurzeln  der  gegebenen  Gleiebnng  durch  die  obigen 
Formeln  24)  erhiit,    rOilig  in   deraelben  Welse  fiberzengen,   wie 
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dies  In  Th«il''Sl[II:'Nra.  XIl.  gezeigt  ist,  weshalb  uir  hier  diese 
DntMvachQDg  föglich  überleben  zu  können  glauben.  Zum  Schlüsse 
haben  wir  nur  noch  den  Fall  zu  betrachten,  wenn  die  Grosse 


1  t 

verschwindet'    In  diesem  Falle  istj  wie  wir  das  bereits  oben  ge 
sehen  haben,  ein  Wertb  Ton  A  und    mitbin  auch  vou  4o:f  a  Null. 
FOr   diesen  Wertb  von  4t>-f  a   ist    offenbar  eine  Auflbsnng  der 
Gkichnng  6)   ' 

(4i>+a)if*+4©«+3a»*-f2Är-fc=0 

lo  der  oben  6)  durchgeführten  Weise  unstatthaft,  weil  sowohl  die 
Grösse  (Av-^-ain^,  äs  auch  die  Grosse 

11 

für  sich  verschwindet.  Wir  sind  daher  genöthtgt,  zur  Bestimmung 
▼OS  m  ssf  die  Gleichitng  3)  zurückzogefien ^  welche  aber,  weil  so- 
wohl <his  zweite  als  das  vferte  Glied  derselben  für  sich  verschwin- 
det, die  eisfiiefaere  Gestalt        '  ' 

t    '    t  , 

I     .  . 

oder ,  wenn  wir  auch  hier  fiir  v  seinep  Wertb  —  ja      einführen, 

die  Fem 


tt*+(6-|a>«-.^a*  +  ^a«6-jac  +  d=0 

annimmt,  und  mitbin  wie  eine  quadratische  Gleichung  aufgelost 
werden  kann.  Bebalten  wir  die  oben  20)  für  b — g-a*  gebrauchte 
Bezeichnung  bei  und  setzen  wir.  fieirp^. . 

26)     -  Jßrt*+,^o^6-jac+rf=C, 

so  erhalten  wir 

26)    ti*+^tf*+ C=0. 
Ans  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 

27)     u=[  ' 

Tlieil  XVI.  ^ 


OtiC 


JaSm 


»      *= 


4 


—  ^r— %    i:  — ^4^ 


Ütf 


«tasll» 


1 


r^— 3^^+ 


^ 

2 


«r  ^Mii6iUt 
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TU. 

Heller  tffe  Alberschen  fliulktioiieii. 

Von  ileni 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

•a  der  poljtechniacheD  Schule  sa  Carlsrahe. 


In  den  nachfolgenden  Zeilen  solleo  die  Additionstheoreme  die- 
ser Fnnktioneo  nachgewiesen  wtftrden,  ikiit  Zuerandelegnng  der 
AbeFschen  Abhandlaog:  fiemarque  snr  qnelqaes  propri^- 
t^s  K^n^rales  dnne  certaine  sorte  de  fonctions  tran3* 
cenaantes.  (Grelle's  Journal  Bd.  III.)<  Einige  Anwendungen 
mSgen  als  weitere  Ansführung  folgen« 


f*+ +  flwr*,  I 


Ea  sei 

ferner  seien  ^(x),  ^(^}  zwei  ganze  Funktionen  von  x} 

also  ebenfalls  eine  solche  Funktion;  a  eine  konstante  Grösse  $ 

«  • 


I    I 


entwvdei'  alle  fder  4och  Mige  von  >  ilynen  verfoderlish ;    eedlicib 
setze  man:  '  *'• 


5* 
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io  werden  .Ti»  ;rs,....jrr  bloss  von  a«*  ai,....ii«;  c^»  r|i»..e»  oimI 
den  als  konstant  vorausgesetzten  Koeffizienten  in  9>i(^)  nndtpJix) 
abhängen»  und  eben  so  A  von  x  unabhängig  sein.  Beseiconet 
nun  aP9  Irgend  eine  der  GrQssen  Xi, Xri  so  ist  identisch: 

F(Xe)  =0,  (3) 

worin  or«  eine  Funktion  von  den  Grossen  a  und  e  ist  Eben  weil 
aber  die  Gleichung  (3)  eine  identische  ist,  hat  man  bekanntlich 
auch: 

F^X^e)^©.  (4) 

Diese  letztere  Gleichung  Hesse  sich  ohnehin  auch  leicht  nach- 
weisen. Denn  man  gebe  den  foossen  a«»  Oi,  •«...«•»  ^y*  die 
willkührlicben  Zuwächse  a*of  a\ und  sei  x*«  der  daraus  her- 
vorgehende Zuwachs  von  Xe»  so  ist  offenbar  auch 

d.  h. 

FXxe)  +ar'.F'(Xe)  + .....  =  0. 

also  nach  (3): 

woraus  leicht  (4)  geschlossen  wird. 

Die  Grosse  F(xe)  enthält  a.,,  iii,....aji;  e^t  Ci,....Cm  explizite, 
nebst  Xef  also  kann  (4)  auch  folgendermassen  dargestellt  werden: 

TiT"^«  +~5^^  +-5^8a,  +  ....=0. 
wenn 

a/K*0     8F(a:,) . 


die  Differenzialquotienten  von  F(are)  in  Bezug  auf  x«,  Oq »..••«  in- 
sofern diese  explizite  in  F(xm)  enthalten  sind,  bedeutet  Diese 
Gleichung  kann  auch  unter  der  Form: 

^■^Bx,+8.fXx,)=:0  (5) 


dargestellt  werden,  wenn  6  das  vollständige  DIfferensial  in  Besu^ 
auf  die  GrSssen  Oob  <ii#-^«Cö>r|,...,  iaaefeni  i*e  i^DplltMe  hi  F{xw) 
enthalten  sind,   beselcluiet 
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Aus  (2)  folgt  aber: 
6.F{X9)  =2.d(are)g>xra?«).d.d(are)— 2öi(a:e).9,(ar«).Ä,Öi(dr«) ,        (6) 
also  aas  (6)  und  (6): 

Naeh  (3)  ist  aber: 

ld(jr,))«g»,  (««) — (Ö|  (a:,))*9).(x.) = 0 , 
d.  b. 

weno  c«  entweder' -fl  oder  —1,  je  Dacbdem  die  Beschaleobeit 
der  bexüglicben  Fanktionen  diese  zutässt.  Hieraus  ergiebt  sieb» 
freon  man  beachtet,  dass  fpi(x)»(pt(pp)^=(p(x): 

0%(Xe)q>^(X9)  =  ee6(Xe)V^ix7)'     I 

m 

Setxt  man  diess  in  (7),  so  erhält  man: 

Hieraus  folgt,  weao  f(a)  irgend  eine  ganze  Funktion  von  x  ist: 

i.      ^^*)^fl^  (9) 

=2^ (a:.-H.)F'(*.) ^^^'^  -  (*.-«)F'(x7)' 

wenn  man  zur  Abkflrzung  setzt: 

i{x)^2[e{x)6.ei(x)-eiix)d.eixy\f(x). 

so  dass  X(x)  immer  eine  ganze  Funktion  von  x  ist. 

Bezieht  sich  nun  das  Summaftionszeichen  £  auf  die  Werthe 
Xi,  X2,—'JPr,  so  folgt  ans  (9):  . 

(«.-«)  V9)(x«)  («,-a)F'{a:e) 

Sstsen  wir 
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Ao  folgt  aaa  (10): 


F^ach  einem  bekannten  Sat^e  (siehe  die  Anmerkung  am  Scblusse) 
ist  aber: 


„ i_ i 


»Uo 


ai) 


und  eben  so  weiss  man ,  dass  der  Werth  der  Grosse  2  a^  i 
gleich  ist  dem  Koeffizienten  von  >  ^^f  in  der  naeh  (altenden  Po- 
tenzen Ton  a  vorgenommenen  Entwicklang  von  jy-;»   oder  gleidi 

1  ü^ 

dem  Koeffizienten  von    —  in  der  ähnlichen  Entwicklang  von  «^  p 

Bezeichnet  man  nan  allgemein  dnrch  K'^(jr)  den  Koeffiaienten  voo 
^  in  der  nach  fallenden  Potenzen  von  x  vorgenommenen  Eatvmk* 
lang  von  ^(x),  so  ist  also 

-^F(^-^-FF)- 


Da  aber 


ili(ar)_         A(J?)  it(«)  . 

?X^*"(ar  — a)F(Ä)       (Ä-^ö)#'(jr)' 


und 


'^(jr-a)F(a?)— ^' 

da  der  Nenner    mindestens  vom  zweiten  Grade  in  Bezug  anf 
ist«  so  hat  man  ' 


^TH^)^^'  (x^a)F{x) 


iib4 
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2[g(«»)a.flt(«)-g,(a)a.fl(«)y(«) 
-      («(«))Vi(«)-(öi(«))'v«(«)" 


"^    l(eri))'9i(^) - (öi(«))*9i(«)](*--«) 


wie  man  leicht  Obeniebt    Setzt  lua«  aus : 


A 


=♦(«). 


(«  —  o)  yr<p(x) 

so  erhSit  raan  hieraus: 

_    ß^)  .    /g(«)V^rF)  -t-  oiwVyS^^ 


+  C.  (I). 


+  S: 


Die  GrOsseo  Ce  beatimmen  sieb  ans  (8). 

Dieses  Theorem  lehrt  also  die  (algebraische^  Summe  einer 
Reihe  transzendeoter  Funktionen  durch  einen  logarithmischen  und 
algebraischen  Ausdruck  finden. 

Man  wird  bei  der  Torstehenden  Diffeirenziation  und  Integration 
kaum  einen  Anstand  haben.  Zum  Deberfluss  könnte  man  die 
(Grund-)  GleichuDS  (5)  auch  so  ausdrücken,  dass  man  in  La- 
graBges  Weise  Sie  GrfiMeii  x$,  Oq,  Oi,«...  sSmntIMh  als  Funk- 
tiaiieD  derselben  Grtese  #  betrachtete ,  wodureb  dann  die  ebige 
Ineese: 


n 


worau  >icb  (I)   nnniittelliar  ergibe. 

Ein  AiwUod  kSBDt«  darin  gefnodcn  werde»,  ob 


wie  Toraii«Ke8etzt   wwde. 

AlleiD 

sei 

■0  ■»(  ^,  = 

K.*(^)   und 

«.♦<.)='-#+ '4- 

+ 

»1.0 

K-a»(')=«-^. 

yKj;*«8'=4= 

K.K. 

j.  a. 

Efl  bt  oben  stiUschweigend  voran^geiifllzt  «rordea,   daM  ^' 

.1^, Xr  Teischieden    aeien,     d«  sonst  F'(«()    fSr  einigG  diMet 

GrDiaen  Null  wäre.  Nimmt  nun  nt>«  znerat  an,  dtene  Wertke 
len,  statt  gleich,  nm  nnendltch  wenig  veracbieden ,  »o  wird  die 
innel  (I)  immer  noch  gelten,  und  da  Xi,  x^,....  auf  ibrer  iirei- 
I  Seite  nicht  Torlcommen ,  auch  noch,  wenn  diese  Uaterscliicde 
■II  werden.  Ist  aber  x,  =  .T,\it  so  folgt  aus  (8),  da»  n«" 
=  ii\\  eein  ronss.    Ist  also: 


73 

so   ist 

V9(«)    ^\e(«)V^M  -  6,(«)V"q.,(«)/ 

(x-u)^^)    "Vö(«)V^9^(«)— 0,(*)V^V,(a:)>'^ 


9.  3. 

SeUt  mall  id  ^II): 

/(a:)  =  (ar— a)A(j:), 

» 

wo  also  X(x)  ebeafalls  ein«  ganze  Funktion  von  x  vtt ,  und  folglich 

PHx)dx 

HO  imt,   weil  f{a)=:^0: 

worin  deB  Grössen  m  und  ?  die  obigen  Bedeutungen  sukommen. 


S.4. 

I 

t 

Wird  f{i^  so  gewählt',   dass  der  Grad  von  ifix)^  niedriger 
ist  als  der  von 

so  hat  die  Grösse 

(a:-«)V9(^)     ^\e(xWq>t(x)-  6%{x)^/^{x)J' 
wenn  sie  entwickelt  wird,  die  Potenz   -  nicht.   Üenn  , 

X 
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e{x)V^J^)  +  et  (x)yr^*) 

ist  von  demselbeo  Grade,  wie 
folglich  enthalt 

*  Vö(a:)V^^)  -  Bt  (x)V9t{xy 

bei  der  Entwicklui^  nach  fallenden  Potenzen  keine  poaitiTe  Po 
tenz  von  x,  also  entb&lt 

*-«  °»V6(x)V»,(a;)  -  ei(*)V»,(«)/ 

höchstens  die  Potenz  —  •    Da  aber  f(x)  von  niedrigerem  Grade 
ist,    als  V  fix) ,   so  enth&lt  also 

die  Potenz  —  nicht« 

In  dieisem  Falle  bat  man,  wenn 

J  (j:— a)  V  ^(a:) 

»»lCi^(a?i)  4- »<a<a^(^s)  + +lllr«r*(^r) 

^__j2^,    /«W^^  +  ^OO^Ä  +  C.  (IV) 


$.  5. 

Setzt  man  nun  in  Verbindung  von  |.  3.  und  $.  4.  voraus,  dass 

Aa:) =(*-«)*(«) 

und   der  Grad  von  «*(l(dr))*  niederer  als  der  von  9(x),   so  ist, 
wenn 
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{.  6. 

Differenzirt  man  die  Forinel  (IV)  (n^l)mal  nach  einander  in 
Bezog  anf  a,  setzt  also 


*  '      J  (x-ayS/  fix) 


(/(j;))*  von  Diedeim  Grade  als  9(x),  so  ist 

■ 

+  C,  (VI) 

da  die  Constante  {m  Allgemeinen  von  dem  Werthe  von  «  abhän^ 
gen  kann.   • 

fr  7. 
bt  eodlieb 


♦  (.)=/t 


und  ist  X  eine  beliebige  rationale  Funktion  von  x,   so  wird  man 
setzen  kOnnen: 

fTorin  ^(o?),  /i(ar), ,  /«(«^r)  ganze  Fnnlctionen  tod   at  eiitdi    , 

Genflgen  nnn  /K^r)»  A(^)' A(^)   ^^^  Bedinpiing,    welcher 

/(j?)  in  $•  6.  genfigen  tnnes ,  so  folgt  aua  9*  ^  ^^^  $-  ^'  * 


f.a 


Maa  «dcc  in  |.  3. 


gawE«  FsaktMB  yvm  Gfade  iK-|-I.  Ist  nb  aoeh  l(dc)=<". 
M  wird,  M  lain^e  2«-F2<2B-f-I,  &i<2ii— 1,  «Im  ai^a— 1,4« 
Aatx  f.  S.  i^citcfi.  abo,  Ar 


^U) 


=A 


v^za-Mi^+o^ +-+«%^)  * 


Morin  allgeawia  t*  dorch  die  GleicboBg 

xjO{x,)  =  («e  Vx«9ia(  •) 
iieatimait  wird. 

I«t  aber  tn~^n,  ao  tritt  $•  3.  In  sein  RechL    Sei  ai:=ii-|-r  «oi 
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SO  ist  klar,  da««>    /  . .  ..    i  .        •  '  .  v      .    )  ,   «       ,    . 


Setzt  man 


eV^ya(ar)_ 


•o  ijt.  da 


•    f 


Vi.Ö(ar)  =  V/'Xa:)  +  c«9,(ar), 


also 


I     . 


aoch 


1  < 

I 
-      \       . 


daher 


^0  .  4  . 

2c           1      c^<pt(x) 

^TFW)     3V^V7t?p 

• 

3        c\fp^(x)y^ 
^•5  yrxVF{x)^ 

woraus  leicht  folgt ,  das« 

-4o=2c. 

Aus  (12)  folgt 

Demoach  erh&lt  man  aas  (IX): ' 


/ 1 


:<i 
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wenn 


Man  setze  in  (•  /• 

so  ist  dort: 

Ferner  sei 

und  endlich  seien  e(x)  und  Öi(a:)  eo  beschaffen,  dass  die  erste 
lanfter  gerade,  die  andere  laoter -ungerade  Pofenaeo  von  x  m- 
halte.    Alsdann  wird  man  setzen  können: 

FXx)  =  (Ö(:r))*-(di  (:r)) V,(ar) = J(*^-^i«)(ä*--^«)  ...  («*-«^*) 
nnd  also,  wenn 


7» 


t^ 


?• 


o 


T 


«♦ 

^ 


.a^l 


+ 


j 


I 


»9 


0 


m 


i» 


I 


o 


I0|    w 


0 


r 


I 

I 
T 


$ 


T 

+ 

: 

'3 


+ 


l^a  aber,  der  Annahme  nach, 
•0  i«t  die  zweite  Seite: 


v^ 


Die  VoTMichen  f,  onj  «',  hestiminen  sich  aus: 
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(Vi 

I 

also  da 

■ 

80  ist  €'e=: — i0f   und  da  auch 

und  folglich  - 

^_4_iogr»S:Al^.^^^)         (H) 

wo  te  durch  die  erste  Gleicbiing  (15)  bestimmt  ist. 

Die  hier  betrachteten  Funktioneo  ^(x)  sind  sogenasole  M 
tische  Funktionen  der  dritten  Art 


§.  10. 
Setxt  man  im  vorigen  Paragraphen  a=:OD  und  also 

so  ist: 

«1  ^{^i) + H^^%) + + cfS'C^r) = c.  (a 

Die  hier  lietrachteten  Funktionen  sind  elliptische  Fankfissei^ 
ersten  Art. 

Bezeichnet  man  durch  Knf(d)  den  Koeßizienteii  tob  «H 
der  Entwicklung  von  /(a)  nach  lallenden  Potenzen  toa  «,  sadj 
man ,  wenn  man  h^ioe  <SQitiedi'  dem  iGÜeiehttne  (XI}  nach  Utn^ 
Potenzen  vöri  a  ehtWVckelt  und  setait  T 
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- *•  L2V ^(5r*'Hö(«)-ö,  (a) V1R5);. I + ^-  ('^"> 

■ 

Die  hier  Torkotnroenden  Funktioneo  sind  elliptische  Funktio 
nen  der  zweiten  Art    (Archiv.   Theil  XIII.  S.  J2.). 


Man  setze  io  $.  4. 

qpi(a:)= (ar— m2n+i)  (ar — tn2tt-f  a) » 
d|  (ar) = 1 ,  ö(j?)  =  C(ar— /li )  {x^A^ . ...  (a?— il«-i) ; 

« 

so  hat  man  zur  Bestimmung  tqr  sfit  x%f....x^^  die  Gleichang: 

C\X'-A{]lHx'-'A^)^ ....  (JT— il«-i )«  (.T— Ina«  f  i )  (ar  -  mmf  t) 

+  (o:— Uli)  (a:— wia) ....  (a:— ?iian)=0,  (16) 

deren  Wurzeln  jene  Grössen  sind.    Ist  also 

y^        dx 

so  hat  man ; 

hMxi)'\rH^{T%)  + +«2«i*(^Ä») 

worin  c.  dorch  die  Gleichang 

bestiSMiit  wird. 
Setzt  man 

9)a(x)  =  — i(a?), 

so  ist  der  zweite  Theil  der  Gleichung  (17): 

Theil  XVI.  6 
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also  ist 


gi(a:)  =  —  (ar — miHar — m,) (x — «•»«•)  • 

nShrend  Ci,   C|,...(sii   auf  die  >o  eben  angegebene  W«ise  > 
stimmen  sind. 

f  13. 

Im  VorstehendeD  wurden  Xi,  x, J^r  (9>  I-  ff-)   >ls  f*"^ 

nen  der  GrCaseo  Oo,  a|,..ai;  c^,  C|,..Cm  angeeeben.  Kn  k 
man  umgebefart  einige  der  ÜrSs^en  j-j,  j:«,...  als  gegebne  1 
Snderliche  ansehen  nnd  aus  ihnen  die  Grlisaen  Og,  Oi,.. :  r«. 
zu  heatimmen  suchen.  Man  sieht  leicht,  das«  «s  der  AU^ 
holt  Leinen  Abbruch  thut,  w«nn  man  eine  dieser  letstern  ^ 
I  setzt,  so  dass  nodi  m-ft-f  1  solcher  Grüssen  übrig  UcT^ 
Sei  m-f-1+1^'",  und  nehmen  wir  r  (}.  I.  (2J)  gleich  oder  ^i 
als  r',  so  kann  man  sämmtliche  r*  GrGssen  Oq,...  a_;  c^..r«>- 
denen  eine  gleich   1  ist,  bestimmen  dgrcb  die  r'  Glvicbni^a 

in  denen  die  Grössen   (|,   e« '  '>"  beliebig   gleich  :J:I   («J 

werden  können.    Man  setze  ■•  B. 

»,=H=f,...  =  «r,  =  +  I,     «r,+,  =  «r,+,  =  ...  =  «r'=— I: 

o  hat  man  zur  Bestinunung  ven  Uo,  a|,..MC«,  c^,in»: 
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fl(j:,.)Vvi(«r.)     =   Ö,(«r.)V'<p,(x,,),  V  08.) 

©(*,,+,)  V^,(a:,,+,)=  -  0i(arr +i)V'9,(a-r.+i). 

9 

Diese  Gleichungen  geben  nun  dieWerthe  von  Oo^ai,...,  Cq»  Ci.,.. 
▼olletSndig  als  Funktionen  von  ^r^,  ^s»...^r(r^r')>    und    der  in 

9M  und  q>i(x)  enthaiteneo  Koeffizienten.  Setzt  man  diese 
Vrerthe  von  Oof—»  Co».*«  in  die  Gleichung  (2),  so  wird  ihre  erste 
Seite  dorch  (x — Xi)(x — Xf).».(x — Xr*)  theilbar,  und  man  findet: 

Setzt  man  nun: 

so  sind  ^,  9%»""yM  <Iie  Wurzeln  der  Gleichung 

Ä=sO,  .  (19) 

welche  vom  Grade  isr—r'  ist  Es  i^rd  somit  immer  möglich 
sein»  diese  Grossen  zu  bestimmen.  Oie'  nachfolgenden  Grossen 
(dbl)  'i  f  Cs»  —  t«  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen: 


^(yi)V^yi(yi)  =h  ö,  (yi)V"9«(yi), 
6'(ya)V^9i(y»)  =  f«öi  (y«)V"9)«(ya), 

e(y.)V  qpidf»)  =  ««öl  (y.)  V^(y.) 

und  man  findet  (§.  7.),  wenn  man  setzt: 


(M) 


iF,  f^ary  was  in  }.  7.  und  denselben  Bedingungen  genOgend: 

X 

*(«l)+ 1<«»)  +  "•  +1»'(*»v)-lK».+l)— *(r.+«) ^'(«f  ) 

+ •it(yi)+««ic(y«)  +  •" + ».^.)=  F+  c,  (XV) 

iro  F  sich  aus  $.  7.  ergiebt. 

6* 
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Aehnlich  kann  man  io  di«  flbrigen  Formelii  sobsfilniei- 

Sei  Ol  der  Grad  von  tpiix),  (•  der  von  9«(^)f   ^^fi'l'Pk^ 
9(0:),    80  ist  der  Grad  der  Funktion   F(a:)   (§.  1.)  eotweii 
2n*f^  oder  2fii'|-^;  er  sei  z.  B.  =2ft-f^y  also 


von 


r=2n  +  ^ 


und  folglich 


r^2fii-|'es 


mithin  auch 


also«  da 


auch 


2r^'iw  +  e«+2n+pi. 


r^w+n+2ii**^TO  +n  +  |. 


f=:r— r'=r — (m+n+1). 


Sy  in+«  +  |—  (m+ii+l) 

>2    *• 

Der  kleinste  Werth,  den  also  t  haben  kann,  ist  s* —  1>    ^^m 

gerade«  und  ^  q    >  wenn  ^  ungerade  Ist    Man  sieht,  dasiii 
Werth  von  m-|-ii  gar  nicht  abhängt. 


§.  14. 


Wir  wollen  ferner  annehmen»  man  mache  die  Vi 
des  §.9.,  und  nehmen  wir  an«  in  d(a:),  6i(x)  seien  gerade  r 
fizlenten,  also«  da  einer  =:1  so  setaen  Ist«  ihrer  r— 1  sa  h 
men.  Beiläufig  bemerken  wir  auch«  dass  in  §.  9.  Alles 
bleiben  wtirde «  wßnn  man .  annähme «  in'  6(x)  * 
und  in  $1(0:)  nur  gerade  Potenzen  von  or. 

Sei  nun  r  gerade»  =2yi. 
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Maa  setze: 

6(;r)= Co  +  Ol«*  + .... +o«_,a:*"-*  +  a:*«, 
öi(«)=  (bo+bix*  + ....  +  6«-a«'«»-«)  * , 

ei:=ai=:...:=<ta-is:  — 1,   so  werden  Oq,^.  ft«...  bestimmt  durch: 
©(«,)+  «»(«OV  »»(aii) = 0,  }  (-21)    ,(«)=(1-«*)(1— e«a«), 


wenn  die  2r— l=r— 1  GrSssen  Xi,  a^,...Xvi-i  .als  gegelwn  ao- 
eesehen  werden.  Ist  diese  Bestimmung  geschehen ,  so  hat  man 
iB  §.  7: 

(22) 
(Ö(«))»-(6i(ar)  )*»(«)  =  («■-ari")(a^-«,»)  ...(«»-aV-i)  («*-»"). 
woraus  Iticht  folgt: 

„-. 22 (23) 

Sei  zweitens  r  ungerade  ^  =52ft-f  1* 
AUdann  setze  man: 

öi(«)=6o+friar*  + ....  +6«-ia:«f-*; 
ferner  Qq,,..  6o*«"-  durch  die  Gleichungen: 


so  erhillt  man 


«= ?^L_.  (26) 


SeUt  man  nun  die  Werthe  von  Xi,  x^,^.xr-^i,  y  in  die  Formeln 
(XI.),   (XII.),  (Xin.),    80  erhält  man  Theoreme  «her  die  ellipti- 


86 

«cheD    Funktionen.      Dabei  ist  ed  t^emerken»  dass   «1=%  =  — 
:=:er-i= — 1  genommen  wurde,  Xr^^yt  ond  €r  aus  der  Gleichung 

«(»)  =  frdi(y)V^)  (26) 

bestimmt  wird. 


§.  15. 

Setzt  man,   um  einlBeispiel  zu  wählen,  im  vorigen  Paragra- 
phen r:=3,  so  ist 

•         » 

also  werden  Oo  udd  6o  durch  die  Gleicbuogea 

(«o+^i*)*i  +  *oV"^iT=0, 

(«•  +  ^^):^  +  66  V^(^=0 
bestimmt 9  woraus  folgt: 

ftp     .  Xi^^X%^ 


«i^a      d?i  V9(ii)  — a;«  Vgj  ( Xi ) 
_  ari  V  y (j:>)-faraV  y(J?i)     .  _,  _      , 

Zur  Bestimmung  von  «g  hat  man: 

(ao+Sf*)y=«36oV'y^.  (<ro+y*)=«t«ia;iiV"y5)'. 
Denken  wir  uns  oti,  jt^  unendlich  klein,  so  wird 

also  (24)  sind  Xi,    x^  die  Wurzeln  der  Gleichung 

m 

d.  h.  von 

(ao+«V  +  6to=0. 
Diese  Gleichung  hat  noch  eine  dritte  Wurzel  z,  und  es  ist  olenbv 
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also 

und  (äf  3^1,  x^  unendlich  klein ,  auch  yTtpiy)^!,  i^t  C8  =  l. 
Bezeichnet  man  nun,  zur  Unterscheidung: 

"^      ^"^""^  1     g>(x)=(l-;r»)(l-c*«:«) 

j durch  F^(a),  \     _  =  ,  ,  .  .  ^ 

V^Cv)  /  <^<1»    *i    ""*   «t   ""cht 

8:r  ,      .    ^ ,  V       I  ^her  1  und  unter  —1: 

durch  Fg(a:); 


I--^\ .  ,^-v-. 


so  findet  man  nach  (XII.)*  (XIII.)  und  (Xh)i 

(26) 


wann: 


Xi  Vy(ar^  -f  a?a^^y(^i)  . 

y         1 — c*xi^x^ 

Nud  Ist  aber: 

1       /(ag+«^MA^5^\  - *6V  9(«)    .  1  /6oV"y(äJY 


f     ••••» 
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Demnach  ist  der  Koeffizient  von  ^  gleich  6«,  nnd  folgMioM 
die  obigen  Gleichungen  definitiv  su: 

Fiixi)  +  F,(a>,)  =  Fi(y)  +  C, 
F,(«,)+F,(.Tj=F,(y)-6o+C,  ^ 

F.(x.)+F,(.r^  =  F,(5,)  -^^^^  ">8(U+a«)a-6,V-^/'j 

t 

worin 

*6 


»  = 


Oo,  60  bestimmt  durch  die  Formeln  des  j.  16.  DieFwmeliffJ 
enthalten  die  Additionstheoreme  fGr  zwei  elliptisdie  tiam 
der  verschiedenen  Arten. 

Da  für  ar,=i:ra==0  auch  aq  =  6b=0  und  y=0,  wß«M 
Konstanten  in  diesen  Formeln  Null ,  wenn  man  0  als  uotnebni 
der  Integration  nimmt.    Setzt  man  ^^sin^»  so  ist 

>8in9 


''8W  = 


f 


Darnach  stellen  sich  diese  Gleichungen  aacb  so  dar: 

(27) 

Vl-c«8lng)*     J       Vi— c»siD9)«     J     VT^^^?*? 
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2.  2 


s 


I 


OB 


■e 


OB 


« 


II 


1 


9v 

s 
■« 


I 


d 

s 

Ä 

O 
qa 

D 
1 

s 

s 
<. 

S 


2. 
S' 

I 

3- 

I 
3" 

S. 
S' 
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worin  ^  bestiant  ist  dmeb: 

00) 
_  siiiy,  cos<pi  Vt— Aiay^*  -^8i^y^caacfa  VT-^sioyi* 

Die  GleldiODg  (30)  ist   nichts  Anderes  als  die  Gldchnnc  (1)  in 
ArchtT  Theil  XI.  S.  395.  C  $.  4. 


Integrale    in  (28)  geburen  an  den  in  Arehir  Tkdl  XIO. 
S.  12.  C  betrachteten  nnd  zwar  an  der  dortlg^i  Gattnng  /  saMo; 

die  in  (39)  an  den  dort  8.  19.  C  betrachteten. 
Bezeichnen  wir  den  Wertfa  Ton 


/ 


(31) 


V(l— «•)(!— c*«*) 


durch  e,  so  ist  (ArchiT  Theil  XI.  &'.396.  W.  f.  2.)  jrs=ssnr,  wenn 
c  der  Hodolos  ist»  während  die  obige  GrKim  <p  nichts  anderes 
als  die  Amplitade  von  e  ist  Bezeichnen  wir  dvrch  Vi,  i%» «  daa^ 
was  ans (31)  wird,  wenn  man  Xi,  x^^  y  andieStdle  yonxsetet, 
so  gtebt  die  GIdchung  (27)  oder  die  erste  (XVI.) : 

wXhrend  sin^=snio»    sln^^^snoi,    sin^^^snc^;  also  nach  00): 
.„.     . .  X  _  snP| cnwi dnot + SDt>,pns^dns^ 

was  absolut  die  Gleichung  (1)  des  ^.5.  a.  a.  O.  Ist  Von  dieser 
ausgebend»  ist  die  ganze  dortige  Theorie  leicht  zu  entwickeh. 

'  Da  aber  t&r  Xx,  x^  keine  besonderen  Bezeichnungen  festge- 
gestellt  wurden»  so  gilt  die  Formel  02)  für  alle  mugfi^n 
Werthe  von  a'i  und  Xm,  so  wie  von  c,  was  die  Herintimg  der 
Formeln  der  §.  6.  und  f.  11.  sehr  erleichtert. 

Die  GrOsse 

'^9      sinV'd^ 


j 


0 


wurde  in  Archiv  Theil  XIII.  S.  1.  ff.  §.  18.  durch  /  'sn^^    be- 

zeichnet»   worin  v  den  obigen  Wertfa  hat.    Diese  letztere  GrSsse 
fand  sich  dort 
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4  (o-£;(t»». 


aUo  giebt  (2^  oder  die  ziveite  GWchwig  <XVL;: 

= E(vi  + 1^  -f  Anr,  sii%Bn(9|  +t^ , 

was  eben  die  Gleichang  (1)  In  $.  19«  a.  a.  O.  Itst 

Aoch  hier  Ist  keine  Bescbränirang  fär  die  Werthe  Torhauden. 

Eben  so  g;ehort  endlich  F,(ar)  (XVI.)  zu  den  mit  J  in  §.  23. 
a.  a«  O.  bezeichneten  Punktionen  der  dritten  Art»  und  zwar 
ist  sie: 


Ist  also 


a« 


c«8n»6' 


tio  ist  sie  gleich 


v+t^BnHJ(v,b) 


nach  (4)  des  angeführten  6.  23.  Die  Gleichung  (29)  drflckt  dann 
ebenfitlls  eine  Summirun^stormel  dieser  GrOssen  ans,  deren  Ent- 
wicklnnff  nicht  schwer  ist  Dass  hieraus  die  Theorie  der  drei 
Arten  elliptischer  Funktionen  fliesst,  ist  klar.  Das  Gesagte  mag 
aber  fOr  den  Augenblick  genügen. 

Es  bleibt  uns  zum  Schlüsse  noch  die  in  {.  1.  versprochene 
Entwicklung  der  vor  (11)  stehenden  Gleichung  fibrig. 

D^  schönste  Beweis  ist  wohl  der,  den  Liouville  in  seinem 
Journal  de  Hath^matiques  pures  et  appliau^es» 
tome  XI.  pag.  402.  gegeben,  der  auf  das  Folgende  neraiMh 
kommt.  Man  habe  die  Funktionen  ^(jr)  und  q)(iX)p  so  beschaffen, 
dass 
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dass  also,  wenn  bo,  ^*—  nicht  Null  sind»  q>{jp)  vom  Grade »-1 
ist»  wenn  ^x)  vom  Grade  m.  Sei  nun  ß  Irgeod  eiDeGrSssSf  so 
bestimmt»  dass 

t(^)+M;r)=iO,  (38) 

und  bezeieboe  £(x)  die  Samme  der  Wurxelo  dieser  Gleiebmig, 
so  ist 

also»  da  diese  WorzelD  Ton  ß  abhängen: 
DiiEerenzirt  man  aber  (33)  in  Bezog  auf  ß,  so  ist 


Demnach  in  (34): 


dx         tpx 


^v(»)+%'(xj-+^-         <**> 


Da  ß  ganz  wiUlcQhrlich  Ist,  so  setzen  wir  es  szO,  so  ist: 

oder  wenn  9>(j?)  =  l,  also  6o=0- 

2?7r5-i=0.  (37) 

fjf'  (x)  ^     ' 

Sei  nun 

^4?)=(«-«)F(ar), 

und  habe  F(x)  die  Wurzeln  X|»  x^,»...xr,  so  ist 

ij;'(x)  =  F(a:)  +  (x^  a)P'(x) , 

und  die  Gleichung  (37)  heisst  eigentlich: 


0S 

W^)  +  (jr,-a)F'(^  +  (ar,-«)P(*,)+ 

da  a,  j;, o^r  die  Wurzeln  von  ^(x)=:0  sind.    Diess  ist  aber 


,         1  L 

•      ^  («r— «)F'{x,)  —      F(a)' 

also  wenn  das  Zeichen  £  sich  bloss  auf  die  Warsein  von  fXs)=0 
berieht:  -    i^.         . 

"  *  (38) 


(aJ-«)F'(af)"~      F(«)' 
was  eben  die  zu  beweisende  Gleichung  ist 
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De  Integ^allbus  qnibnsdam  deflHitia. 

Auctor  ChristiamiB  Fr.  Lindman, 

Liertor  Streogne«en«M. 


I. 

In  Tom.  VI.*praeG,  pag.  187.  seqq.  C^l*  Arndt  integralia  defaiita 

0  m 

tractat,  abi  n=  nnm.  integro.    Beneficio  theorematu 

f  f{x)dx^r^f(a'^x)dx .  (c) 

qaod  in  Tom.  IV,  praec.  pag.  119.  commemoratum  et  in  Calc  ib- 
tegr.  Cel.  Moigno  pag.  45.  quoque  inest,  illa  integralia  paoUo 
brevios  inveniri  fidentur»  ita  ut  sequitnr. 

Ut  maximam  generalitatem  consequamurt  pro  /Sin^  pomonvB 

/((Sin9»)) = /Sin9»  J:  Ikn  V^ 
et  pro  /( — Sin  9)  itidem 

/((-Sin9))=Sin9±(2A  +  l)u  V-^*). 
Ex  theoremate  (a)  babebimns 


*)    Vide  Caachy,  Coan  d'AoalTte  de  TEcole  poljtecbniqae,  pag.  9l9* 
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o 
0. 

uode  beneficio  tl^orftmatis  notifl^imi  inveoiemas: 

*  ♦       * 


^  0 

1 


0  0  » 

1 


0 

Ex  tbeoremate  nuper  citato  sequitur ,  ut  sit 

■ 

rix  nn  p  2ä 

liiSiüip)) d(p=J   l(iS\ufpy)dip +J      d(iS\nq>))dip  +  .... 

O  0  w 

/nn 
li(Sinip))df. 
(•-1)« 

Quum  Tero  secimduin  theorema  (o)  sit  (m=num  integre): 
Jl((S\nfp))d9=f''l  ((Sin  (2m;r-g>)))dgi=  rTf«— Sin^))^^, 

(«üi-l)»  o  0 

r^ln^))  rfy= /^"/((SlnCSm+l, «— 9))d9= /*/((Sin9))rf9^; 


o 
babebimus  * 


•)    Vide  Granert  Archiv  Tom.  IV.  pag.  lilO. 


M 

dum  est  n=niiin.par=2fit 


J^Sm(p))dip=mJ^l({S\u9))d9+mJ^li^^  | 

O  0  0  ' 

dum  est  n=  imm.  imp.=2m-|-l 
o  0  a 

Jam  facilliiue  ioveniri  poteat   /   9l{(Sio9))cf9(fi==nvni.  integ^  & 


0 

sistit  enim 


/^9/((SiD9))dy==y    y/((Sinip))d<p  +y    9/((Sing>))d9+ .... 

0  0» 

(•-1)» 
et,  si  est  r=  num.  integre,  secundum  theorema  (a)  fit 

/**%  /((Siny))^^  =2r«//((  -  Sinip))  dtp- f^({'Smipy)Ap 1 


(«r— l)7r 


/*VuS'm9»))<^=  C>+J)«/'((S''n»))rf9>-^  •1 

Praeterea  est*) 

0 

o 

Si  ad  in veoienda  integralia ,  in  quae  integrale  quaesitum  distriba 
est,  formalae  (^  et  (/)  adhibentur,  addeodo  et  repatando»  oodU 
entes  termioi  naruni  formularum  prioris  in  progressione  aiitlfli 
tica  esse  obtinebimus: 


*)    VIde  Grunert,  ArehiT.  i.  c. 
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(n=Duiii.  par.;=2iM) 
(n^Dam.  imp.=:2m4-i) 

/(2mfl)3c 
g>/((Siny))rf9 

0 

II. 

/^'^«Är^  ^'""^"^  ''''^'  341.  Cel.  DI  enger  proposuit  integrale 
/     l+a:»+ar*'  '"^**  *^*^"®  tantam  est  »pecialis   integralis  gene« 


o 
ralioria 


-*Ar 


+a:«(«-i ' 


qaod  boc  modo  inveniri  potent.     Termini   denominatoris  sunt  i» 


1— *a:*" 


progressione  geometrica,  cujus  summa  est=t:  r*^^  ,    quamobrem 
«Fad»  ^"""^ 


o 


1  I       1 


2^y2ii"**dy,  habebimu9 


£-1  «+» 


-1 
Ex  cogoita  vero  foraiula*) 


2nJ        \^y       ^nj         1-« 


0 

sequitur,  ut  sit 


I_^    =»Cota;r,     l>a>0 


♦)    Vid.  ei.  gr.  Moigoo,  Calc.  integr.  pag.  60. 
TbeU  XTI. 
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'=si««i:-"'4?-"i 


Sin- 

"  -  ,  2(«-l)>o>0. (0 


2«  „.   ait       (a+2)  n 


Forroala  (t)  differentianda  respectu  ipstos  a  prodit 


si-*;  Sln«^-^ 


1 

Hic  posito  jr  =  y*  prodit 


(l_«n)y«      /„  /«Xl H^  n 


(*) 


Si  pnnimiifl  a:=n — 2,  inveoiniu« 


(Lptjlä.,  =  (-.,!)•. 


o 


ubi  necesse  eüt,  sit  ii>2,  quia  alioquin  n  evadit  :=<0.  Cei. 
8ch  15 milch  haue  formulam  propofiuit  in  Tom.  XII.  praiN;.  pag. 'iWi 
ubi  contcndit  fieri  non  posjie,   quin  quantitas  fA  sit  fractio  propria 

2 
negativa.    Quod  per  ^  designat»  idaro  eat  atque  —  —    in    foroio» 

mea.  At  vero  c|uum  2fn— l)>/i>0  esse  debeat,  ut  antea  denioo- 
Stratum  est,  nihil  prorsus  impedire  Ttdetur,  auominus  in  formuU 
(Ar)  ex.gr.  a=n  ponatur,  dummodolsit  ii>2.  Haec  suppositio  dabit 


p^^,=(s^^r 


Eodeni  modo,  quo  integrale  (0  inventum  est,  cognoscere  quo- 
qiie  licet 


r 


o:«— *  düT 


o 


1K» 


KDimvero   quum  termioi  denomioatoris  siirt  in  progresaione   gtfo- 
metrica«  Gujas  soroma  est  =  ^"^""^^^ ,  ^^^^.^ 

Sab»titiiendo  y  pro  a:««  et  formulis  cognitis*) 

adhibendifi,  hac  pro  ti=nuin.  par..  illa  pro  w  =num  imp.,  inveoitur: 

(n=:iium.  par.) 

l-^i«»«      ^  -  SiiC^«*  ^  +  Cot  -^  J 

7i  =  nuiii.  imp.  fq,      ,.^     ^^ 


iir. 

Faciliinie  iiiveniiintur  tntegralia  (o>0) 
l'^Costttt 


J   Sittiiyi/y=  — ^5—  (1),  J   CoBiiy/ify=:-~pi (2) 

•  0 

^piae  MiiMpItoata  üer  0*"«»«l»(o=:eqiiant.po8it.)»  integratiofie*biistt0 
ttsqae  ad  tt=QO  facta,  dabunt: 


/    9-^dul    Cos«yfiy=/    — du. 

Ordine  integrationuiii  permutato,  beneficio  formularum 


"')     Vid.  IVI»igno  I.  c. 
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f*e— 'Sin  bxdx=^^,  J    e-~C<»86axte=^q^' 


0 

iiivenieiDiui: 

(3) 


««-«^'matt,        .      *  «*) 


<itt  =  Are  tg- 


c 

0 


Posito  r=0  in  formula  (i),  habebimos  formnlam  cognitam 


/ 


tt  ^ 

0 


Si  mv  pro  y  in  formaia  (l)  sabstitaitnr,  diferentiatio  respedo  n 
dabit 

ö 

Hoc  quoque  integral!  per  e^^du  multiplicato  et  integratione  intra 
limitea  »=0,  «=00  instituta,  prodit: 


a 

j   er^duj     yCoBmuydif 


•  o 


Sio^^crti 


—  iii«y  tc         •         mV    ;s ^^ 

o  0  » 

Ordine  integrationnm  permatando  et  formula  (4)  recordanda  ob- 
tinebimoa 

/*«ir-«  Sin* g-Ätt  «      Ä   /       *\ 

«/  — s5 — ''"=2^^^*^c  "iv+y ^) 

Posito  a=2,  c=0,  form.  (5)  dabit,  quia  ^ifl+^^Oftocdi» 


*)    Hoc  iategrale  Cel.  Arndt  aliuoile  proeedeo«  lüTonit  ia  Ton.  ^L 
praec.  pag.  TT. 
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qaod  integrale  etiam  hoc  modo   probari  potesi     Per  partes  inte- 
grando  reperiemns 

/Sin«w^  Sin«t*  .   pS\n2u^ 

quod    intra    limites   0    et  oo     eumtum    formulam  (6)    suppedItat 
Enimvero    quam    Sinu  pro  n=:<30    indeterminattis  evadat«  limites 

tarnen  +1  et  —  i   supergredi  nequeat»  fiat =0  pro  u=od, 

necease  est 


IV. 

De  iotegrali 

ixdx 


-J  (a« 


O 


Posito  «ssT-tg^  accipimus 


n  1  ? 

J=^5j^/ J /**  Coe«('^i)i»;rf^+a*^* /^Co8«(«-i)*/tg^rf^^ 


Gognitmn  vero  est 

n 


o 

et  per  partes  integrando  inveoimus 

/Cos*(»-*)  ^/  tg  ^  d^ 


.  3.5....(-2n— S)C2«-3),,       ,  ,^ 
.  1.3.6 ...  (2n— 5)  (2n-3)     ^ 
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^)fd^  jCos«(-^)^>^jCo8^-^)t|;+... 


3^...(2ii-6)(2«>-3)) 


1.3.5...(2ft~5)C2n--3>    H   »J^ 
•^     2»-»J.2.3....(ii^l)    ySm^ 


0«^ 


Quuru  hoc  integrale  intra  limites  sumitur,  prima    pars  dextri 
membri  evanescit,  quoniamSini/;/tgi(;=Oprotf;=0,  et  Cos*«-^/tg^=0 

pro  '^=:^;  terminus  secundus  et  quartas  simul  surati   aeqaale« 

/    /tgtjii/tp  ==  /  *'  SiD^  dt  —  /  *Ä;ü8tt;dTf;=0 , 
quamobrem  ezlstit 

o 

1  «     (1.3...(8w— B)     2w— 8     1.3...(an-7) 

'-'~2(»=T)'2"-»  fl.2...(n— S)"*"  n— 2*  l,2.3...(ii— 3) '•'■■" 

3.8....  (g»-6)(iii-3)( 
••"+      1.2. 3.. ..(11-2)    i 

U.5...(2n-8)    «11       .       1     a.    a.*a.i( 
"rt-2.3.  (»-T)»  l2J=¥^  15^5+  ••+?+M 

__i:_^/ij?,c+2Z'(2.;r:i)-z'(«-i)>.  (c=o;jm.-) 

•i  fuDCtio   r  et  Z'ia)=^ir(a)  introdncinitar. 
Quum  vero  sit 

repentur 
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ande  denique 


''=a^-^bI\n)'T  t^'^  ""  ^  ""  H"    v!  • 


Quaestiones  ad  tirones    exercendos. 

1.  Invenlre  conditiooes  Decessarian«  ut  oam.  ioteger 

10-a  +  lO»-'6  +  lO«-2c  + +  10>Ä+ 10/+|m . 

diTUibilia  sit  per  3,  9,  11.  (Applicatio  Tbeor.  binoni.) 

2.  Geometricum  invenire  locuin  intersectionum  linearura, 
qoae  per  duos  angalos  trianguli  rectilinei  doctae  latera  opposita 
8ub  eodem  aognlo  aut  in  eandem  rationeiu  seceot. 

3.  Invenire  trianguliim  aeqalcraniro  maximum«  quod  in  seg- 
raento  circalari  dato  describi  possit,  jita  at  Vertex  unius  angiilf 
io  eo  puncto  jaceat^  ubi  chorda  in  duaa  partes  aequalea  diviaa  est. 

4.  Demonstrare  formulam  integralem 

J    Co8arCos(o-^-  Sina  «^«<^«\«<2^ 


i> 
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Heber    die    Dtirehsehnltts  -  Cnrven 
zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  mit 

mebrfaelien  Pani&teD* 

Von  dein 

Herrn  Doctor  Beer, 

PriTatdooeaten  an  der  Universität  xa  Buiui. 


Unter  den  Durchschnitts- Curven  zweier  Flächen  des  zvreiteD 
Grades,  die  ihrer  Mannigfaltigkeit  wegen  eben  so  schwer  einen 
Ueberblick  gestatten,  als  sie  sieh  in  Folge  ihrer  doppelten  Krüm- 
mung einer  klaren  Vorstellung  entziehen,  bieten  diejenigen  noch 
die  meisten  Anhaltspunkte  dar,  welche  mit  der  einfachsten  Singu- 
larität, dem  Doppelpunkte,  versehen  sind.  FOr  sie  nämlich  mtt 
eine  natürliche,  d.  n.  eine  durch  die  Natur  der  Curve  selbst  gege- 
bene, Projections  •  Ebene  und  ein  ebenfalls  natürlicher  Mittelpunkt 
der  Perspective  entgegen,  wir  meinen  beziiglich  die  durch  die  Tan- 
genten des  Doppelpunktes  bestimmte  Ebene  und  den  letzteren 
selbst;  dazu  kommt,  dass  sich  fiir  die  Beziehungen  zwischen  der 
Projection  der  Curve  auf  die  eben  erwähnte  Ebene  und  den  sich 
schneidenden  Flächen  ein  'fasslicher  Ausdruck  findet,  der  oben* 
drein  die  Classification  dieser  Curven  unmittelbar  liefert. 

1.  Zwei  Fläcl^en  des  zweiten  Grades  und  eine  Ebene  haben  ia 
Allgemeinen  und  also  höchstens  vier  Punkte  gemein,  den  Fall 
ausgeschlossen,  wo  die  Flächen  sich  in  ebenen  Curven,  in  Kegel- 
schnitten, schneiden  und  somit  unendlich  viele  Punkte  gleichzeitig 
auf  den  drei  Oertern  liegen  können.  Eine  Folge  dieses  Factums 
ist,  dass  die  Durchschnitts -Curve  zweier  Flächen  des  zweiteo 
Grades  höchstens  zwei  Doppelpunkte,  keinen  dreifachen  Punkt 
und  unter  den  mehrfachen  Punkten  hSchstens  einen  vierfachen 
Punkt  aufweist.     Legt   man    durch   zwei    hiernach    als   möglich 
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denkbare  Doppelpankte  QDd  einen  dritten  Pttnkt  einer  soiehen 
Cnnre  eine  Enene,  so  miiseen  alle  Punicte»  in  welchen  diese  die 
eine  FiSche  schneidet»  auch  auf  der  zweiten  Flfiche  iiegen.  Die 
tieiden  FIScben  schneiden  sich  folglich  in  einer  ersten«  mithin 
noch  in  einer  asweiten  ebenen  Curve.  Besitzt  also  die  Durch- 
echnitts-Cnrve  aweier  Flächen  des  zweiten  Grades  zwei  Doppel- 
punkte«  so  besteht  sie  aus  zwei  Kegelschnitten,  die  sich  in  den 
beiden  Doppelpunkten  schneiden  oder  die  zusammenfallen  und  die 
Doppelpunkte  aufnehmen.*) 


*)  Zo  diecem  Retoltate  gelaagl  man  saf  dem  Wege  der  Rech- 
naag  doreh  folgende«  Verfahrea,  w<Miei  nur  der  allgeneine  Fall  Tor  Aa- 
gtm  gehalten  wird.  Et  aeien  P  «nd  P'  die  beiden  DoppelpnnkCe;  in 
ihnen  fiiülen  alidann  die  Tangeniial-Ebenen  der  lieidea  «ich  echneidendea 
Flächen  susammen  (9)»  Die<e  Tang^ential- Ebenen  nehme  man  xu  Ebe- 
nen der  XZ.  und  |ra,  ihre  DiircbichnitUlioie  also  zur  s  -  Aze,  nnd  man 
lege  die  X  -  Axe  nnd  »  -  Axe  reip.  durch  P  nnd  P*,  In  Bexng  auf 
dieeee  Coordinaten - Sjetein  «eien  die  Gleichnngen  der  beiden  Flächen: 

«nd 

Da  nnn  die  x-Axe  eowohl,  als  anch  die  |r-Axe  die  eine  wie  die  andere 
Fläche  berührt,  so  iett 

g»     ig    0,  ^'•— 4a'=:0;  il*--4d=0,  A'*— 4^'=0; 

Die  Coordinalea  des  Pnnktea  P  sind  aledann  »==0,  |r=0,  xss-^—- ,    die 

den  Pnnktea  P*  s=0,  X=0,  |r= — jrr^  Und  weil  die  Ebene  x%  hmde 
Flächen  ia  P  berührt,  co  ist  für  die  Coordinaten  dieeee  Punkte« 

^^0     ^-0     ^-0     ^-0 

•owie  andererieit«,  da  auch  die  Ebene  p%  gemeinichRftliche  Tangential- 
Ebene  iieiJTer  Flächen  i«t,  die  Coordinaten  de«  Punkte«  P*  den  folgenden 
6lei<{hnngen  Genüge  thnn  ma««en3 

"f-a    ^-o    ^-0   ^«0 

di-®'  s-®'  ^-"'  S^^"* 

AiiM«r  den  bereitt  gefimdeneo  erhalten  wir  hiemach  noch  folgende  Be- 
di>ii(vngeni 

-:^*=»'  -^'+*'=«'  -4+*=*»'  -Ä^*'=*' 

eo  da««  die  Gleichungen  der  beiden  Flächen,  wenn  nnr  die  nöthigen  Con- 
•tanten  beibehalten  werden,  in  folgende  übergehen: 

"^  +*'S+1=0. 
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Oeukon  wir  m»«,  «vaa  dein  Obigea  gemics  noch  gostattet  ist« 
die  DurehscbDitU-Curve  zweier  Flächen  des  zweitea  Grades  mit 
einem  dreifacheo  Punkte  versehen,  eo  acbneiden  sich  in  dieaem 
drei  verschiedene  Aeste.  Wenn  daher  dorch  den  siugnlä- 
ren  Punkt  eine  £beoe  gelegt  wird,  weiche  zwei  dieser 
Aeste  schneidet,  so  nioss  sie  die  letattfen  ganz  enthalten, 
da  sonst  einer  Ebene  und  zwei  Fl&chen  des  zweiten  Grades  fonf 
und  nicht  mehr  Punkte  geiuein  waren.  Die  beiden  Fiacfaeo 
schneiden  sich  hiernach  in  einer  ebenen  Curve,  mithin  auch  in  ei- 
ner zweiten  ebenen  Curve,  die  aus  dem  dritten  Curvenzweige  und 
einer  vierten  Geraden  bestehen  muss.  Diese  Gerade  liegt,  da 
die  soeben  angestellte  Betrachtung  auf  je  zwei  der  drei  Aeste 
übertragen  werden  kann,  mit  einem  jeden  der  letzteren  In  dersel* 
ben  Ebene,  d.  h.  sie  geht  durch  den  singulären  Punkt.  Die  Durefa- 
schnitts-Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  kann  nie  ei- 
nen dreifachen  Punkt  besitzen ;  weist  sie  einen  vierfachen  Punkt 
auf,  so  besteht  sie  aus  vier  geraden  Linien,  die  sich  in  demselben 
Punkte  schneiden.  Von  diesen  Geraden  kann  ein  Paar  oder  beide 
Paare  imaginär  werden.  Wir  unterscheiden  dem  Obigen  gemäss 
folgende  Arten  der  .Durchschf  itts  «  Curven  zweier  Fladieo  des 
zweiten  Grades: 

1)  Die  Curve  besitet  keinen  üehrfiiGhen  Punkt. 

2)  Sie  weist  einen  einzigen  Doppelpunkt  oder  einen  einzigen 
vierfachen  Punkt  auf. 

3)  Sie  hat  zwei  Doppelpunkte  und  bestellt  alsdann  ans  zwei 
reellen  oder  imaginären  Kegelschnitten,  die  sich  in  den  Doppel- 
punkten schneiden 


Fnr  die  GUirbang  einer  Flache  dp«  zueitrn  Grade«,  die  des  Durch- 
schnitt Ton  /und  P  aofnimint.  ergibt  «ich  hieraas: 

Vergleichen  Mir  die  linke  Seile  dieter  Gleich img  mit  dem  Anednicke 

9  ^  ( V«^  +  V^y+«a +1 )  (  Vö  Jr -|- v*.y+«' »+0 

+ ««'««+(0+«^  v^'-^s+Ca+ftO  V^'y»+(«+«0»» 

ao  lenclitet  ein,  da««  jene  atif  die  Vttrm  vnn  9  gebracht  wetde,  wenn 
mao  X,  a  nnd  a'  so  wnhil,  duss  sei: 

A=0  stellt  aber  alsdann  xwei  Ebenen  dar,  deren  Dnrchschnitt  die  Paakte 
F  und  /*'  enthJiU,  woraus  ivir  entBehnea,  daar  eich  die  FIMhenA  «■< 
/*  In  svei  ebenen  Curven  schneiden. 
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4)  ^  Jeder  Peak!  der  DufehscbaUt«-€orve  Ut  ein  Dop|M)luaiikt» 
und  die~  Flächeu  schneiden  sich  in  zueainmenf allenden  ebenen 
Ciiriren,  d^  h.  sie  berühren  sich  in  einem  KegeUchnitte. 

Bei  den  im  Folgenden  mitgetheilten  Entwicklangen  haben  ivir 
aus  den  im  Eingange  vorgeführten  Gründen  unser  Augenmerk 
nur  auf  den  zweiten  Fall  gerichtet»  dessen  analytische  Auffas- 
sung die  Fälle  3)  und  4)  involvirt. 

2.  In  dem  Punkte  P,  der  den  beidep  Flächen  /und  f*  vom  zwei- 
ten Grade  gemein  ist,  seien  an  diese  TangentiaUEbenen  e  und  ef 
gelegt.  Der  Durchschnitt  von  e  und  e'  berührt  den  der  Flachen 
/  un<l  /*,  so  dass  die  Tangente  dieser  Curve  in  dem  Punkte  P» 
deaseo  Coordinaien  o?»  y,  %  seien»  durch  folgende  Gleichungen 
dargestellt  wird: 

'^tt  ^'-'«^  +^-y*) + f  ('-«.)  -0. 

Af  df  df  ^ 

Der  Punkt  P  tritt  nun  erstlich  als  singularer  auf»  sobald  die 
Durchschnittsllnie  von  e  und  e'  dadurch  unbestimmt  wird»  dass  die 
beiden  Berfihmnge-EbeneD  e  und  €f  zusamnieBfallen»  also  ftSr  die 
FtäclMii  in  P  ein  Contact  eintritt  Der  analytische  Ausdruck 
fdf  dieee  Bedingung  ist  das  Besteben  folgender  zweiGleichungeo! 

df     df  df^      df 

jT^dx dx  d^      d^ 

^dfj^df*  df_-dfj 

dl      TS  di       dx 

Wird  diesen  Gleichungen  von  den  Werthen  der  Coordioaten 
d«8  Punktes  P  Genüge  geleistet»  so  iSsat  sich  zur  Bestimmung 
der  Geraden»  welche  die  Curve  in  dem  singulSren  Punkte  P  be- 
rühren« folgender  Weg  einschlagen. 

Es  seien  t  und  t'  besflglich  die  Ordinsten  von  f  und  f,  und 
aus  den  Gleichungen  /=Ound  fz=zO  ergebe  sich  x=:Zx,y»2'=:z'jr^. 
Für  einen  der  Projection  (ar«»  yi)  von  PzunSchst  gelegenen  Punkt 
(«i-f  ddP»  yi~t-<W  drickt  sich  alsdanti  die  Differenz  ^  iet  t- 
Ordinaten  beider  Flächen  so  ans: 

,/dh     tPif\dafl.J^  dh       dh'  \dxdp 
^\di'~  S^J'^'*^\dxdy''da:difJ~W 

,/dH     d^di/*. 
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Es  redodrt  sich  dieser  Aosdnick,  da  P  bddeiiFIftcbeii  gem^n- 
sani  ist,  und  in  Folge  der  Gleichungen  A. 

dz  ^^dif        .  dz  _  dz' 
di~  dx         rfy  ~"  rfy 

ist,  auf: 

^""V«i^«""rf*V  2!   ^^\dxdl      dxdy)    2! 

Sollen  non  Xi+dx  nndyi-i-dg  einem  Punkte  entsprechen,    der 
aof  f  und  /*  befindlich  und  dem  Punkte  P  nächst  anliegeod  ist. 


so  mnss  sein: 


H^-^y^^^T^-^y-" 


+(S-f  )«•=•• 


dy 
Hiernach  gibt  es  zwei  durch  -^zrm  bestimmte  Richtungen»  nach 

welchen  dem  Punkte  P  ein  Punkt  der  Dorchschnitts-Carve  nächst 
anliegt.  Zwei  nach  eben  diesen  Richtungen  dnreh  P  gelegte 
Gerade  bertfiren  die  Curre.  Diese  Tangenten  liegen  in  mn  so- 
sammenfsJlenden  Tangential- Ebenen  e  und  e'  und  (Be  Gleichong 
ihrer  Projection  auf  die  Ebene  Jty  ist: 

Berühren  sich  also  zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  in  einem 
Punkte,  so  ist  dieser  ein  Doppelpunkt  der  Durchschnitts  Curve.  Wenn 

die  beiden  aus  B^  sich  ergebenden  Werthe  von  ^  reell  saidy  so 

ist  der  singulare  Punkt  ein  eigentlicher  Doppelpunkt,  d.  L  der 
Durchschnitt    zweier  reeller   Zweige,   und   wenn   ausserdem    die 

Werthe  von  -r^  einander  gleich  sind,  so  ist  P  eine  Spitze  oder 

es  berühren  sich  in  ihm  zwei  reelle  oder  iraaginSre  Curven-Aeste. 

Liefert  aber  andererseits  die  Gleichung  B^  ffir  ^    imaginSre 

Werthe,  so  tritt  der  singulare  Punkt  als  eigentlicher  Einsiedler, 
d.  L  als  der  Durchschnitt  zweier  imaginärer  Curven- Zweige  auf. 

Um  In  der  Gleichung  B*)  die  Functionen  f  und  JP  in  Evidenz 
zu  bringen,  differentiire  man  die  Gleichungen  /=:0,  /^=30  der  bei« 
den  Flächen  zweimal  nach  x,  zweimal  nach  y  und  einmal  nach  x 
und  y     Man  erhält  alsdann,  nachdem 

rfx    &'    rfx        .dz' 
dx*  3x'*  dy  3y 
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nit  IMfe  der  ersten  partialen  Dilerenttalien  jtoer  GleicboDgen 
eÜBninirl  werden»  sechs  Gleicbongen  des  ersten  urades  zur  Besttm- 
miDg  Ton 

Sfidase  alsdann  an  die  Steile  dieser  AusdrOcke  in  die  Gleicliung 
H^  Avsdffficlce  in  Differentialien  von  f  und/*  gesetzt  werden  kennen. 

Lassen  wir,  was  der  AUgeiueinbeit  der  Betrachtungen  keinen 
Abbruch  thut»  die  z-Axemitder  gemeinsamen  Normaßn  der  bei- 
den Flächen  zusammenfallen,  so  nehmen  die  Gleichungen  der 
letzteren  diese  Gestalt  an: 


/'=ii'a:«+  6V  I-  c'x»  +  d'xy  +  e'xz  +  /*yx+^'*=0. 

Da,  wie  wir  unterstellt  haben,  weder  /noch  f  in  dem  Doppel- 
Pankte  P,  dem  jetzigen  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  mit  einer 
Singularität  behaftet  ist,  so  ist  es  gestattet  für  g  und  g*  die  Ein- 
heit zu  setzen,  und  dadurch  erhalten  wir  nach  Ausführung  der  so- 
eben erwähnten  Substitution  zur  Bestimmung  der  Tangenten  der 
Dorchschnitts-Curve  in  P  folgende  Gleichung: 

\da:*^ da-»J'*^\dxdi/     dxdyjdx  +  \dy^     rfWW/  ~   ' 
oder: 

'      dar  dxdg     dx   "       dy*     \dxj 

Die  Gleichung  f-^f^O  gehurt,  da  sie  nur  Glieder  der  zweitei 
Dimension  entnält,  einer  allgemeinen  Ke^elfläcbe  des  zweiten  Gra^ 
des  an,  auf  deren  Singularität  (der  Spitze  oder  der  Kante)  dei 
Anfangs -Punkt  der  Coordinaten,  oder  der  singulare  Punkt  der 
Curye  gelegen  ist  und  die  den  Durchschnitt  von  /  und  f  aufnimmt. 
Die  Richtungen  der  beiden  Geraden ,  in  denen  diese  Kegelfläcbe 
von  der  Ebene  xy  geschnitten  wird,  bestimmen  sich  durch  eine 
mit  B")  identische  Gleicbuni;,  woraus  wir  schliessen,  dass  jene 
Creraden  die  Durchschnitts-Curve  von  f  und  f  berühren.  Schnei- 
den sich  also  zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  in  einer  Curve 
mit  einem  Doppelpunkte,  der  durch  das  Zusammenfallen  der  Tun- 
gential-Ebenen  oeider  Flächen  entstanden  ist,  so  liegt  die  Durch- 
schnitts-Curve  auf  einer  Kegelfläcbe  des  zweiten  Urades,  deren 
Singularität  durch  den  Doppelpunkt  ^eht,  und  die  gemeinschaft- 
liche Berfihrungs- Ebene  scbneidet  diesen  Kegel  in  den  Tangen- 
ten des  singulären  Punktes  der  Durschnitfs-Cnrve.  Eine  Perspec- 
tive, deren  Mittelpunkt  in  der  Singalaritht  einer  Curve  der  er- 
wähnten Art  liegt,  liefert  mitbin  als  Ansicht  der  letzteren  einen 
Kegelschnitt. 
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8.    W«Do    die   C&MAenim   eiüer   der   b^fdeo 
«ssO,  6^=0  (S.  ADfaae  der  vorigOD  Namraer)  s.  B. 
verschwinden,  so  wird  die  entsprecbeode  Ebene,  alw»  e»  Mai 
dann  auch  der  Durchschnitt  Ton  e  und  e"  unbestimnit;  die  Di 
Schnitts -Curve  weist  in  P  eine  Sinsalarität  auf,  die  sie  dca 
Stande  verdankt,  dass  eine  der  Flacben,  nämlich  A 
Punkte  eine  Singularität  besitzt,  oder«  was  dasselbe 
f  eine  Kegelfläche  ist,  deren  Singnlaritfit  darch  PgtkL 
nun  hiernach  die  hierher  gehdrigeo  €orven  sieb  tob  da 
betrachteten  in  Nichts  unterscheiden*),    so  wollen  wir 
den  Weg  eeigen,  auf  dem   sich  hier  die  Nator  der  8n^ 
unmittelbar  finden  lässt^    Es   sei  f  die   konische,  /T  die' 
FIfiche.    Eine  erste  parüale  Difereotiation  liefert: 

fv:.^ ^-.0  ^4.fv:  dz 

^4.^    ^^Q     ^4.^    ^-rv 
d.r  "**  dif     Ar"""'     d^^dJ'  dy  "^ 

dz*  dz* 

woraus  ^ich  ftir -j—  und  ^  bestimmte  Werthe  ergeben,  wiiid 

die   von  ^  und  -j-  unter  der  unbestimmten  Form  -||    aufircM 

(indem  wir  immer  ein  orthogonales  Coordinaten-Systeai  ■■^'^'^ 
len,  dessen  Anfangspunkt  in  den  singulären  Punkt  P,  und  hm^ 
i-Axe  mit  der  Normalen  von  f  \n  P  zosammenfillU.} 

Sucht  man  nun  den  wahren  Werth  von  j—    zi  B.,   s«  M 
man: 

d^   -.      ^^     dxdy    da:  *"  dxdx  'da:  "*  dp    djc\ 

dx d^f         d^f_    ^  .^/j^.  rf?    di%\ 

d^di^T^dz'dy  +a?Qx'*'rfy*a*| 

dz 

Ein   ähnlicher   Ausdruck  ergibt  sich  fiir  ^  •      Wk    netan  I 

Abkürzung  Tr  +  3"  *  ^^^  ^'  alsdann  wird  : 

dz      X+l.r       dl _  r+m. V 
das'^Z+p.V*    dy~Z-\:p.V' 

Die  Ausdrücke  AT,   F,  Z  und  V  sind  In  Bezug  auf  ^  f ea  fni 

Grade,  /,  m..  p  vom  nullten,  d.  i.  constant«  Durch  Vertois^ 
der  beiden  letzten  Gleichungen  erhalten  wir  die  neae: 


')  Diet  leuchtet  aui-.h  daran«  ein,  daas  /4-X/*=:0  die  Gleidiai^ 
ner  Fläche  dea  zweiten  Grades  Ist,  die  ohne  Kegelfläcba  «■  «cra.  M 
den  Ünrchachnitt  Ton  f  und  p  geht ,  und  die  FIftcbe  p  \m  F  kcril« 
gerade  der  in  %  betrachtete  Fall. 


fvoraiis : 


dx      dy    dx  Z-^'nV  " ' 

Bezeichnen  wir  dem  Früheren  analog  tr**  +  '^~  -^    ™*t     y»    so 

dii 
mas^    ftr  die  durch  -^  beHtimmte  Richtung,  nach  welcher  mnn 

TOD  dem  singulären  Punkte  P  aua  fortschreiten  idua8,  um  su  dem 
ihm  nächst  anliegenden  Punkte  der  Durchscbnitts-Curve  zu  gelaii« 
geo,  F=  V  sein.  Zur  Bestimmung  der  Taugenten  der  Curve  er* 
halten  wir  sonach  die  Gleichung 

Diese  Gleichung  ist,  wie  zu  erwarten  war,  in  Bezug  auf  -^ 
quadratisch;  P  ist  folglich  wiederum  ein  Doppelpunkt. 

Lasten  wir  die  Ebene  xy  die  Fläche  f  m  P  berühren  und 

dz*  dl' 

legen    wir  durch  P  die  z  Axe»  so  verschwinden  ^   und  y,und 

demzufolge  auch  V\  Unsere  letzte  Gleichung  geht  alsdann  ui  die 
folgende  fiber: 


4.  Wenn,  wäa  den  dritten  möglichen  Fall  ausmacht,  die  Coef- 
ficienten  in  €=Ound  e'=: 0 sämmtlich  verschwinden,  so  sind  beide 
Flächen  konisch,  und  ihre  Singularitäten  gehen  durch  den  Punkt 
P.  Dehnen  wir  hier  das  in  der  Torieen  Nummer  fÖr /*  beobadi- 
tete  Verfahren  auch  auf  f  aus,  so  gelangen  wir  zur  Bestimmung 
der  Tangenten  des  singulären  Punktes  der  Durchscbnitts-Curve  zu 
folgenden  zwei  Gleichungen: 
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Aasserdem  hat  maa  F=£  P,  so  daM  sich  F  ond  F*  efiaumi  ii 
sen  und  dadurch  eine  dcicbnng  resultirt,  die  in  Btoi^  aof ! 

▼om  vierteo  Gerade  ist  Der  siDeidäre  Punict  Ist  Uersack  i 
vierfacher«  uod  die  Durchschnitts  •C^rve  liestehC  ans  TierGenii 
die  sich  in  demselben  Punkte  begegnen,  ein  Resultat^  wcla 
leicht  a  priori  h&tte  gei^onnen  werden  können.  Von  jeaci  1 
reden  können  je  zwei  zosaramenMlen ,  sowie  ein  oder  bdl 
Paare  imaginSr  werden« 

5.  In  dem  Vorhergehenden  haben  wir  dargethan ,  dsss  j 
Rir  die  Dnrchschnitts'-Ciirven  zweier  Flächen  des  zweiten  Gnl 
mit  einem  mehrfachen  Punkte  immer  eine  konische  Projedi| 
des  zweiten  Grades  gebe,  oder,  was  dasselbe  besag;! ,  dam  ~^ 
jene  Curven  als  Kegelschnitte  konisch  projiciren  lassen.  Dk 

gularitftt  des  projicirenden  Kegels  geht  durch  den  singolSren 
»eben  wir  nns  anderereeits  nach  einer  einfachen  cylindii 
Projectionsart  um»  so  bietet  sich  uns  am  ehesten  diejeni^ 
deren  Axe  in  dem  allgemeinen  Falle  mit  der  Normale  der  C 
im  singulären  Punkte  zusammenfallt,  und  deren  ProjecÜons- 
die  beiden  Tangenten  des  singulftren  Ponktes  eotiifilt  A 
dem  letzteren  liegt  alsdann  kein  Punkt  der  Curve  in  Jener  EM 
Nehmen  wir  wiederum  diese  zur  Ebene  xy»  die  Nomale  ä 
X'Axe,  so  ist  die  allgemeinste  Form  der  Gleichungen  beider  ■ 
schneidenden  Flächen  die  folgende: 

F^ax^  +  by^  +  C2*  +  dxy  +ext  +/yi  +  ^« 
=  (aa:«+63f«+'/^»)  +€«•  +  (ear+/^y+^)2=/«  -f  ez»+/i=0 

und 

In  dem    allgemeinsten  Falle,   wo  weder  F  noch  F  dadurck 
g  oder  g^  verschwindet,   sich   auf  eine   Kegelfläcbe  zurfir 
erhält  man    durch  Verbindung    der   beiden  Gleichungen    fir 
Projection    der    Durchscbnitts-Curre  auf  die  Ebene  xy  U 
neue: 

<P=(/ic'-./i'c)  +  (fc'^ro)z=q>^+^^0 
und 

Wir  können  nun  die  fragliche  Curve  als  den  Durehsclnitt  ij 
beiden  Flächen  O  und  iL  betrachten.  An  die  St^le  toz  ^fel 
wenn  e  oder  &  ^Terschwindet,  l»ezQglich  F  oder  F^,  und  wm 
beide  Constanten  verschwinden,  irgend  eine  dieser  FUcbci. 

Wenn  im  Besonderen  g  oder  ^,  s.  B.  das  letalere,  der  ü^ 
gleich  wird,  so  führen  wir  die  Fläche  K  nicht  ein,   sondera  ^ 
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traiAteii  die  Curve  ab  Durchschnitt  der  FUchen  O  and  F*.  Ver* 
schwindet  aber  ausser  g*  auch  noch  c^,  so  führen  wir  gar  lieine 
neue  Fläche  ein. 

Verschwinden  endlich^  und  ^  zumal»  so  ßihren  wir  nur  in 
dem  Falle  die  Fläche  <P  ein«  wenn  weder  c  noch  &  verschwindet« 
and  betrachten  dann  die  Curve  als  den  Durchschnitt  von  <P  und 
einer  der  beiden  Flächen  F  und  F*. 

Wenn  wir  auf  die  angegebene  Weise  verfahren«  so  kOnnen 
wir  die  fraglichen  Curven  hinstellen  als  den  Durchschnitt  xweier 
Flächen  <P  und  it«  deren  Gleichungen  die  folgenden  sind: 

wo  9%  und  k^  homogene  Functionen  des  zweiten  Grades«  k  und 
9)  aber  allgemeine  Functionen  des  ersten  Grades  bedeuten.  Als 
allgemeinster  Fall  ist  alsdann  derjenige  zu  betrachten«  wo  ft  ho- 
mogen ist»  während  derjenige  ausser  Acht  gelassen  werden  kann« 
wo  k  sowohl  als  auch  tp  Constanten  enthalten.  Als  besonderer 
Fall  scheidet  sich  hiernach  derjenige  endlich  noch  ab «  in  welchem 
k  leine  Constante  enthält«   tp  aber  homogen  ist. 

0.  Indem  wir  zunächst  den  allgemeinen  Fall  unserer  Betrach- 
tung unterziehen«  nehmen  wir  an«  dass  k  homogen  sei.  Wir  zer- 
legen ^  in  die  F&ctoren  /i  und  9  vom  ersten  urade.  sowie  k^ 
in  die  Factoren  r  und  f«  und  setzen»  um  eine  homogene  Bezeichnung 
m  erhalten»  q>^t  und  k^u\  die  Gleichungen  1*  und  IL  schrei- 
ben sich  alsdann  wie  folgt; 

I.  <P=/)y+t2=0,    IL  Ä=w+«2«+iii=0. 

Die  Gleichung  L  stellt  eine  nicht  geschlossene  FiädM'des  zwei 
ten  Grades  dar«  welche  von  der  Ebene  xy  im  AnfiBmsspuftkte  der 
Coordioaten  berührt»  und  gleichzeitig  in  den  beiaen  Geraden 
0=0«  9=10  geschnitten  wird«  Die  s-Axe  ist  eine  Asymptoten- 
Richtung  (lieser  Fläche«  da  diese  von  jeder  mit  jener  Aze  paral- 
lelen Geraden  nur  in  einem  einzigen  in  endlicher  Entfernung  ge« 
legenen  Punkte  geschnitten  wird.  Es  wird  diese  Fläche  von  zwei 
durch  die  2-Axe  und  die  Geraden  p  und  ^  gelegten  Ebenen  in  zwei 
mit  der  i-Axe  parallelen  Geraden  geschnitten»  die  in  der  Ebene  <=0 
liefen.  Die  Gleichung  IL  gehört  einer  Kegelfläche  an«  deren  Sin- 
gularität durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  geht»  und  die 
Ton  der  Ebeoe  xy  in  der  Geraden  r  und  1  geschnitten  wird.  Zwei 
Ebenen»  welche  die  s-Axe  und  die  Geraden  r  und  $  .aufnehmen« 
schneiden  jene  Kegelfläche  in  einem  Paar  anderer  Geraden  r'  und 
^,  die  In  einer  Ebene  liegen «  deren  Gfeichung  crz-f  ti=0  ist.  Diese 
schneidet  die  Ebene  xy  in  der  Geraden  u.  Die  Natur  der  Fläche 
^liefert  uns  die  Unterscheidung  von  drei  Valien :  es  können  nämlich  p 
und  (7  beide  reell  und  ungleich  oder  reell  und  gleich  oder  endlich  beide 
»magiuSr  sein.  Wir  wollen  diese  Fälle  einzeln  untersuchen.  Es  seien 
nun  erstlich  »und  q  reell  und  un|(leicb.  Die  Fläche  <P  gebOrt 
slsdami  im  Allgemeinen  einem  hyperbottschen  Hyperboloide  an 
und  geht  im  Besonderen  in  ein  hyperbolisches  Paraboloid  oder  in 
einen  Kegel  über.  Das  Product  r«  läset  sich  immer  auf  die  Form 
ßp^  +  79  +^9  bringen,  so  dass  sich  also  für  die  Gleichung  der 

Theil  \\l.  e 
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Protection,  der  Durcbvolmttts-Cvrv^  Mf  die  Ebeno  xjikVI^ 
ergibt :    . 


C.     ap*q*+ßpH^+Y9'^  +  P7<(ft-i«)=0, 


wo: 


u^Ttg-t-np    und  <=x'^  +  «'/i  +  V» 

so  da^  sich  (ur  C.  auch  «ehreiben  lässt: 

ap'^q^+ßp^fi  +  Yq^t^+pqt{8t'^xq—np)siO, 

Diese  Gleichung  bat  die  allgemeine  Form  defieBiget  euer  Ci 
des  vierten  Grades  mit  drei  Doppelpunkten.     Diese  liegen  ii  i 
Durchschnitten  der  drei  Geraden  p,  q  und  t;  deDnfar{=OK 
wird   die  Gleichung  durch   p'^=.{)  und  ^^  =  0  befriedigt,  «ol 
also  t  in  seinem  Durchschnitte  mit  p  und  mit  q  je  xwe  M 
mit  derCurve  gemein  hat,  ohne  sie  iedoch  zu  berühren,  (ia i 
p  und  q  in  denselben  Punkten  die  Curve  zw  eimal  schnei<ie& 
verrücken  diese  Doppelpunkte  der  Projection  ihre  Lage  nkK 
lange  <Z>   dieselbe  Fläche  bleibt  und  wie  auch  die  Keeelfi* 
der  Gestallt    und  L/ige   nach  sich  ändern  mSge.  —  \Vir 
sehen ,  wie  die  Lage  der  Doppelpunkte  von  der  Natnr  der 
0  und  ihrer  Lage  abhängig  sind.  Wenn  t  die  aUgemeioeFi 
des  ersten  Grades  darstellt  und   sowohl  p  als  auch  q  tiMt 
ist  O  ein  byperbollscbes  Hyperboloid.     Atsduns  besitxt  (üe  f 
jection  ausser  dem  Punkte  (p,  q^  noch  zwei  in  endlicher  bA 
nung   gelegene   Doppelpunkte.    Verschwindet  in  t  der  Mia 
einer  der  beiden  V«riaMelu ,   so  dass  iilso  die  Gerade  /  «off 
Geraden  p  und  q  parallel  läuft,  so  geht  d>  in  ein  hvj>eriio{i< 
Parabdold  aber,   and  die  Corvo  behält  ausser  deai  Funkt  (j 
ms   mekr  einen   In  endlicher  £ntfiernung  gelegenen  Do|]^^ 
Dikdurcb  dass  der  dfitte  Donpeipuiikt,  welcher  (p,  <)  seii  )t 
Unendliche  rückt,    erlan«i  nie  Curve  zwei  AsEjuiptoteD,  (Üe 
Geraden  p  und  t  parallel  sind.  —    Die  Axe  des  eben  enr^ 
Paraboloides  flllt  mit  der  Nonnaien  des  singulare»  Poikt« 
sammeni  sol»>ald  sieb  <  auf  eine  Constante  zurucksiebi  !■' 
dessen  röeken  die  Doppelpunkte  (p»  0  nnd  (q,  t)  aaesdliefc 
weg«    und  die  Prejectiou    bebält  nur  den  eiaiiceD  Doppf'* 
(p,  q)f     während    gleichzeitig    ihre   Glelehoog  w  die  fo 
übergeht: 

pq  { a'pq^»'q^n'p  \+ß'pß^yf^  +  »pq:sA. 
Wir  ersehen  aus  ihrer  Form»    dass  die  beiden  Geradeof  i"' 
und  ein  zweites  Paar  ihnen  paralleler  Linien  p— 7'  Vi 

Asymptoten  der  Projeeüeo  auftreten.  Die  Grand-Cmve  der  h 
reo  besteht  aus  zwei  durcb  de»  singoläreii  Punkt  gekeo^ 
mdeiK  -<*  Wenn  endlich  £  in  die  homogene  Fnnctitn  de»  (* 
Grades  äbeneeht,  so:  arlet  4>  in  eine  Kegelfläehe  aas.  I«  ^^. 
ehung  d^T  Projeetien  enMtheinen  dann  nur  Glieder  tod  yf 
menslonen*  sie  gehOrt  also  vier  geraden  Linien  an,  die«^ 
Anfangspunkte  der  Ceordbatea  b^^egnen. 
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Die  Gltfichimg  C*  hurt  auf  einer  eigentlicheo  Curve  den  vier* 
teil  Grade«  anzngeboreo ,  wenn  k  in  zwei  sieh  schneidende  Ebe- 
nen überseht.  In  diesem  Falle  nämlich  lässt  sich  die  linke  Seite 
der  Gleicnung  II.  in  zwei  Factoren  des  ersten  Grades  und  folg- 
lich auch  die  der  Gleichnng  C.  in  zwei  Factoren  des  zweiten  Gra« 
des  zerlegen  9  so  dass  diese  letztere  Gleicbune  zwei  Kegelschnitte 
(reelle  oder  imaginäre)  darstellt»  die  den  Punict  P  gemein  haben. 
—  Eine  besondere  Lage  der  Kegelfläche  K  bedingt  eine  Reduction 
des  Grades  der  Gleicbuns  C.  Fällt  nämlich  die  Normale  in  P 
mit  einer  Seite  des  Kegels  zusammen,  so  verschwindet  in  der 
Gleichung  II.  der  Coefficient  ck,  und  anstatt  der  Gleichung  C 
ethMkten  wir  die  folgende: 

und  diese  stellt  eine  Cnrre  des  dritten  Grades  dar,  fflr  die  der 
K^v>^^  Cp»  f)  ^  Doppelpunkt  Ist.  Geht  die  KegelffSdie  fn  die* 
«er  ihrer  Lage  in  zwei  Ebenen  ober,  so  zerfällt  die  Ctirve  des 
dritten  Grades  in  einen  Kegefschnitt  und  eine  Gerade,  die  mit 
Jenem  den  Punkt  {p,  ü)  gemein  hat.  Wh*  Qberheben  uns  der 
weiteren  Specification  aer  möglichen  Fälle»  um  zur  Betrachtung 
der  Natur  der  l>oppelpunkte  überzugehen.  Die  Tangenten  des 
Doppelpunktes  (p,  q)  werden  repräsentirt  durch  Gleichungen  von 
der  Form: 

ond  die  Wertbe  tob  Af  and  A^  sind  die  Wnrzehl  der  qnadratisebefi 
Gleichmig: 

Ans  den  CoefBcienten  dieser  Gfeichunq  ersehen  wir,  dass  die 
1*angenten  mit  den  beiden  Geraden  r  und  « ,  in  welchen  der  Kegel 
K  von  der  Ebene  xy  geschnitten  wird,  zusammenfallen.  '  Jenach- 
den  S^^-^ßf  positiv  oder  negativ  oder  der  Null  gleich  wird ,  d.  h< 
lenachdem  K  von  der  Ebene  xy  in  zwei  reellen  sich  schneiden- 
den oder  zusammenfallenden  Geraden  oder  nur  in  einem  Punkte, 
dem  Dcrrcbschnitte  zweier  imaginärer  Kegelseiten,  geschnitten  wird, 
M  P  ein  eigentlicher  Doppelpnnkt ,  eine  Spitze  oder  ein  Isofirter 
Ptonfct  An  die  Stelle  der  Spitze  tritt  in  dem  Falle,  wo  der  Kegel 
fn  zwei  Ebenen  ausartet,  der  Berührungspunkt  zweier  reeffer  oder 
Imagiiiärer  Cnrvenzweige. 

Die  Tangenten  der  beiden  auf  t  gelegenen  Doppelpunkte 
haben  Gleichungen   von  der  Form: 

Die  Wertbe  von  ih»  f%  ®^^  bestimmen  sich  durtb  die  quadrati- 
schen Gleichungen: 

2)    «^«— ji|*  +  y=0,        3)    ov*— frv+/J=0. 
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Um  die  AbhSngigkeit  Her  Natur  dieser  Doppelpookte  von  den 
Flfichen  O  und  K  kennen  zu  lernen,  bringen  wir  den  Auedmck 
|j[  auf  die  Form 

(€fi«  +  iigt-i-Yq^  +  pißp  +  ^^  +  nz), 

HO  dass  in  Folge  der  Gleichung  2)  die  Gleichung  der  KegeMläche 
libergeht   in: 

(a^  + /*W)  (^  +  f*a»)  +p(ßp  +  ^9+^^)=^^' 

x^^^=0»  2-|-fi«flr=0  sind  hiernach  die  Projectionen  der  beiden 
Geraden  9  in  welcnen  K  von  der  Ebene  p=0  geschnitten  wird, 
auf  eine  durch  i  und  g  gelegte  Ebene.  Wir  folgern  hieraus»  dass 
der  Punkt  (p,  t)  ein  eigentlicher  Doppelpunkt,  eine  Spitze  oder 
ein  isoürter  Punkt  ist,  jenachdem  eine  durch  die  Normale  in  P 
und  die  Gerade  p  gelegte  Ebene  mit  der  Kegelfläcbe  K  ztrei 
reelle  sich  schneidende  oder  zusammenfallende  oder  zwei  imaei* 
näre  Gerade  gemein  hat.  Ganz  Gleichlaufendes  gilt  ftir  den  Pontt 
ig»  0*  ^0°  Wichtigkeit  ist  hier  folgende  Bemerkung.  Für  einen 
jeden  Punkt  der  Protection  mit  Aunnahme  der  zuletzt  betrachte* 
ten  Doppelpunkte  liefert  die  Gleichung  1.  einen  bestimmten  Werth 
vou  z,  80  aass  es  nur  für  diese  Punkte  unentschieden  bleibt,  ob 
ihnen  ein  reeller  Punkt  der  Diirchscbnitts-Curve  entspreche*  Es 
rührt  dies  von  dem  Umstände  her,  dass  die  Gleichung,  %velche 
durch  Substitution  des  aus  I.  gewonnenen  Werthes  von  z  in  die 
Gleichung  U.  erhalten  wird,  zur  Herstellung  derGleichune  C  mit 
dem  Factor  t  multipUcirt  wufde«  Wenn  nun  aber  der  Kegel  K 
von  der  Ebene  j9=0  in  zwei  reellen  Geraden  geschnitten  wird, 
so  trifft  die  Gerade  (p=0,  ^=0)  die  Kegellläche  in  zwei  Punk- 
ten, deren  eemeinsÄme  Projection  in  den  Doppelpunkt  (p,t)  fallt 
Sind  aber  aie  Geraden,  die  jenen  beiden  Oertern  gemein  sind, 
imaginär,  so  sind  es  im  Allgemeinen  auch  die  Durchschnitte  der 
Geraden  (/9=0,  /=0)  und  des  Kegels  K,  während  jedoch  ihre 
reellen  Projectionen  in  den  Punkt  (pf  t)  fallen.  Nur,  wenn  im 
Besonderen  der  Kegel  in  zwei  imaginäre  Ebenen  zerfalit,  und 
deren  reelle  Durchscbnittslinie  die  Gerade  (p=:0,  <=0)  trifft, 
entspricht  dem  isolirten  Punkte  (p^t)  ein  reeller  Punkt  der  Durch- 
schnitts-Curve,  der  ebenfalls  ein  Einsiedler  ist  Besteht  ako  die 
Durchschnitts-Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  mit  einem 
Doppelpunkte  nicht  aus  zwei  ebenen  Curven,  so  entspricht  einem 
isolirten  Punkte  ihrer  Projection  auf  die  Tangential- Ebene  des 
Doppelpunktes  kein  reeller  Punkt  der  Curve.  —  Das  Factum, 
dass  für  die  den  Doppelpunkten  entsprechenden  Punkte  der  Curve 

X         ff  %         o 

—  =i-  und  — =3—  ist,  bietet  ein  leichtes  Mittel  dar  die  Tan- 
q       t    ^        p      i 

genten  iener  Punkte  zu  construiren.  —  Wir  bemerken  noch,  dass, 
so  oft  die  Fläche  <P  ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist,  die  Fun- 
ction t  dadurch,  dass  man  die  z-Axe  mit  der  Axe  des  Paraboloi- 
des  zusammenfallen  Ifisst,  auf  eine  Constante  reducirt  wird.  Pro* 
jicirt  man  also  nach  der  Richtung  jener  Axe,  so  verliert  die  Curve 
C.  zwei  ihrer  Doppelpunkte,  und  es  bleibt  nur  mehr  der  Punkt 
(p,  y)  als  solcher  surück. 
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7.  Wenn,  was  den  zweiten  der  zu  Anfang  der  vorigen 
Namnier  aufsezählten  Fälle  ausmacht,  die  Linie  q  mit  der  Linie 
p  zusammenfallt,  so  stellt  die  Gleichung  L  im  Allgemeinen  einen 
Kegel  dar,  dessen  Singularität  durch  den  Punkt  (p,  t)  gebt,  uud 
der  von  der  Ebene  /=0  und  der  Ebene  xy  in  zwei  zusammen- 
fallenden Geraden,  und  zwar  von  der  ersteren  in  solchen,  die  der 
2-Axe  parallel  sind,  von  der  zweiten  in  den  zusammenfallenden 
Geraden  »  und  q  geschnitten  wird.  Die  Gleichungen  der  Flächen 
<^  und  A  lassen  sich  durch  gehurige  Wahl  der  in  der  Ebene  xy 
durch  P  gehenden  Geraden  o  umformen  in: 

woraus  sieb  für  die  Projection  der  Durchschnitts-Curve  folgende 
Gleicbung  ergibt: 

V.        ap*  +  i5pV+yo«/«— pa|i<=0. 

In  dem  allgemeinen  Falle,  d.  i.  wenn  t  sowohl  als  auch  p  und  o 
eine  Gonstante  aufweist,  und  sonach  O  einen  Kegel  darstellt,  ge- 
hurt die^  Gleichung  C  einer  Curve  des  vierten  Grades  mit  zwei 
Singularitäten  an^  von  denen  die  eine  in  dem  Doppelpunkte  (p,o), 
die  andere  darin  besteht,  dass  sich  zwei  Curvenzweige  in  dem 
Punkte  (p  =  0,  ^=0)  berühren;  von  den  drei  im  allgemeinsten 
Falle  zum  Vorschein  kommenden  drei  Doppelpunkten  fallen  die 
beiden  auf  t  befindlichen  zusammen.  Die  Tangenten  des  ersteren 
Punktes  fallen  wiederum  mit  den  Durchschnitten  des  Kegels  K 
und  der  Ebene  a:y  zusammen,  wie  in  den  Fällen  der  vorhergehen- 
den Nummer;  die  geroeinsame  Taneente  der  sich  tansirenden 
Curvenzweige  i^st  die  Gerade  t  —  Gent  die  letztere  Gerade  durch 
den  Punkt  P,  so  treffen  sich  die  Singularitäten  der  beiden  Kegel- 
flächen, da  sich  denn  auch  die  linke  Seite  der  Gleichung  O.  in 
vier  Factoren  des  ersten  Grades  zerlegen  lässt  und  die  Projection 
wie  die^Durchschnitts-Cnrve  selbst  in  vier  gerade  Linien  übergeht. 
—  Die  Fläche  d^  geht  in  einen  hyperbolischen  Cy linder  über, 
wenn  die  Gerade  t  aer  Geraden  p  parallel  wird.  Die  Axe  dieses 
Cylinders  läuft  mit  t  und  p  parallel,  und  die  Gleichungen  seiner 
asymptotischen  Ebenen  sind,  wenn  t^np-^^ti  ist, 

m 

Dadurch,  dass  der  Berührungspunkt  (p^  t)  zweier  Aeste  auf  t 
unendlich  weit  rückt,  fallen  in  diese  Linie  zwei  Asym||)toten  der 
Cur^'e,  oder,  was  dasselbe  besagt,  es  wird  i  eine  vierpuuktig 
osculirende  Asymptote  der  Curve.  ^-  Die  Fläche  O  kann  endlich 
in  einen  parabolischen  Cylinder  ausarten,  was  eintritt,  sobald  sich 
t  auf  eine  Constante  zurückzieht.  Die  Gleichung  O,  bringen  wir 
dann  auf  die  Form 

p«rf  +  (/Jpa+yo«)fA=0, 

und  ersehen  aus  ihr,  dass  zwei  der  Asymptoten  der  Curve  mit  p 
zusammenfallen ,  während  die  beiden  andern  den  singniären  Punkt 
durchsetzen.    Die  Grund-Curve   besteht  in   dem  Durchschnite  der 
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Ebene  xff  und  dee  Kegele  K,  —  V^'ob  den  uDBÜttellMireB  EiaiJ 
desKeffels  K  auf  die  Gestalt  der  Proieclion  betriik,  ao  tritt,  «tf 
«  veracbwindet«  an  die  Stelle  der  Gleicbeng  O.  die  folgeede: 


Sie  gehört  einer  Curve  des  dritten  Grades  an ,  die  in  (p=ß, 
einen  Doppelpunkt  besitzt,  und  von  der  Geraden  t  in  deren  0 
schnitt  mit  p  ben'ihrt  wird.  —  Geht  der  Kegel  K  in  xiret  EJ 
Aber  9  so  besteht  die  Projection  aus  zwei  Kegelscfanitteo,  die 
im  Allgemeinen  im  Punkte  P  schneiden ,  während  sie  ia 
Punkte  (p,  t)  von  der  Geraden  t  gleichzeitig  berührt  werdciu^^ 
Für  eine  specieliere  Unterscheidung  der  hier  möglichen  Filfe  ii 
in  den  obigen  Bemerkungen  eine  Ueberbliok  geivährende  Gm^ 
jage  gegeben. 

8.  Die  Betrachtungen  and  Entivicklnngoo  der  sechsten 
mer  Qbertragen  sich  leicht  anf  die  dritte  Art  der  Curven,  n 
den  Vorwuri'  dieser  Abhandlung  ausmachen,  auf  diejeo^eB 
Kch,  welche  sich  durch  den  Umstand,  dass  die  beidca  Ge 
p  und  q  t  die  in  der  Gleichung  1.  in  Evidenz  treten ,  iaieeioer  < 
den,  eusammenreihen.  Die  Fläche  0  Ist  alsdann  im  Awemn 
mu  elliptisches  Hyperboloid.  Dasselbe  wird  von  der  Ebcae 
Im  Punkte  P  berölirt,  und  mit  einer  Seite  seine«  Asjrnf 
Kegels  lauft  die  t-Axe  parallel.  Die  Gleichung  der  Prej 
lilsst  sich  wiederam  auf  die  Form  C  bringen,  und  wk  ei 
ans  ihr,  dass  von  den  drei  Doppelpunkten,  welche  jeaer  m 
gemeinen  «ukommtn,  hier  nur  einer,  nämlich  Pp  reeÜ  wird, 
reiid  die  beiden  anderen,  als  die  Dtirehsehnitte  der  reellen  i 
den  t  und  der  Imaginären  Geraden  p  und  e  imaginär  werJa 
Die  Natar  des  ersten  Punktes  wird  auf  dieselbe  Weise  wie  bf 
erkannt.  Die  Fläche  O  kann  nun  erstlich  in  einen  Keg^  warn 
ten  —  ein  leicht  zu  discutirencler  FaJi  ^  lemer  auch  In  ein  el&r 
tisches  Paraboloid,  wenn  nämlich  i  keine  der  Variahein  cetfeal 
Wenn  letzteres  eintritt,  so  rücken  die  beiden  imaginiren  Dofif^d 
punkte  ins  Unendliche.  Säromtliche  Asymptoten  der  Curve  vsp 
den  imaginär,  und  zwar  bestimmt  sich  der  eine  Anymptoten-PMi^ 
durch  die  Gleichungen 

pr=0,     y=0 
und  der  zweite  dureh  solche  von  der  Form 

p  +(m-|-nO=0,    5r+(/ii-«t)t=0. 

« 

Da  die  Modificationen  der  Projection,  welche  eine  Folm  der  V«r 
änderung  des  Kegels  K  in  Gestalt  und  Lage  sind,  leicht  lab(^ 
sehen  werden  können,  und  überdies  in  den  Betrachtun^es  ^o 
sechsten  Nummer  ihr  Analogon  finden,  so  Qherbeben  wir  nosärn 
Angabe. 


9.     Es  eriibrigt  nun  noch  den  in  5.  bezeichneten  . 
fall  au  betrachten,    dessen   Charakter  darin  besteht,    dass  ^ 
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booiog«oe»  k  eioe  nicht  homoeene  Function  des  ersten  Grades 
darstellt  Auch  hier  nimmt  die  Gleichung  der  Projection  die  Form 
C.  an,  unter  der  Voraussetzung  jedoch,  dass  jetzt  i  homogen, 
ti  aber  als  mit  einer  Constanten  versehen  gedacht  werde.  Die 
Gleichung  C,  stellt  dann  ersichtlich  eine  Curve  des  vierten  Gra- 
des dar,  die  in  P  einen  dreifaolien  Punkt  besitzt;  alle  drei  Dop- 
pelpankte  A^%  allgemeinen  Falles  sind  In  einen  einzigen  Puntt 
ztt^amin^ertekL  Die  Curve  \\M  In  fftrea  dreifadies  Punkte 
von  den  Geraden  p ,  9  und  t  benlhrt.  Was  die  Bedeutung  der 
Gleichnogen  I.  00a  11.  betrifft,  so  stellt  <P  einen  Kegel  das,  des* 
sen  eineApotheme  mit  der  Normalen  in  P%  mit  der  i-Aze,  coinci- 
dirt  Die  Gleichung  II.  aber  kann  irgend  einer  Fläche  des  zwei- 
ten Grades,  die  Kegelfläche  aoegeseblossen,  angeboren.  Wir  be- 
merken schliesslich  noch,  das&  wofern  man  die  im  Obigen  immer 
beibehaltene  ausgezeichnete  Projectfons-Ebene  aufgeben  will,  die 
Durchschnitts*Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  mit  einem 
Doppelpunkte  im  Allgemeinen  immer  so  projicirt  werden  kann, 
dass  die  Projection  einen  dreifachen  Punkt  erhält;  man  braucht 
zn  dem  Ende  nur  als  Projections-Ebene  eine  solche  anzunehmen, 
die  durch  den  Doppelpunkt  geht  und  auf  einer  Seite  des  die 
Durcbscbnitts-Curve  aumehmenden  Kegels  senkrecht  steht,  oder 
allgemeiner  noch:  man  braucht  nur  als  Projections-Richtung  die 
einer  Geraden  zu  wählen,  welche  den  Doppelpunkt  mit  irgend 
eiJieni  anderen  Punkte  der  Durchschnitts-Curve  verbindet. 
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Kiadge  Sfttsee  ans  der  Zahleidelire. 

(Frei  «ach  deo  Aimales  de  Math^matiqnes  vod  Terqaem. 

Septembre  1849.) 

Voo  dem 

Herrn  Ftofessor  Dr.  J.  Dienger 

aa  dar  palytaelmiaehaB  Schale  ta  Cm  vi  am  he. 


Wie   viel  Ziffern   sind   in   der  Reibe  der  Zahleo    reo  1  Ms 
10«+i— 1? 

Von  10»  bis  lOH-t-l    sind    offenbar    I0"+i-10«=9.10-  mal 
n+l  Ziffern,  alao  im  Ganzen 

9(ii+l).IO»=3  9jt.lO-+9.10«. 

Die  verlangte  Summe  ist  alao 

i(9n.lO»  +  9.lO"), 
o 

n 

wro     £  bedeutet«  dass  man  n  alle  Werthe  von  0  bis  n  beiiecen  aoll. 

o 

Nach  den   in  Theil  VII.  Abbaodlung  XLVIL  oiedergelegttn 
Gruudaätzen  erbäit  man: 

£(n+l)j^ (1=5)^^ • 

alao  fClr  r^^n,  10:=a;: 

0  y 

=(if|-l).10»+»-^%'""^ 

weiches  die  veriangte  Ansahi  ist. 
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Man  soll  die  Ansahl  der  Ziflero  Anden,  die  in  der  Reihe  der 
Zahlen  von  1  bis  N  enthalten  sind. 

Sei    2V^l(Kf»  und   <10"+«,    also  =  10«+i+Ä.    Von  1  bis 

10.+1-.1  sind  ($.1.)  (n+ 1).  10»+»  — ^—^-^  Ziffern;  nun  sind  noch 

A'fl  Zahlen  von  lO"^^-pl  Ms  N»  jede  von  n-f 2  Ziffern;   dem- 
nach hat  man  im  Ganzen 

T0«+>— 1 

(«+ 1)1(^1-'^  Q        +  (*+l) (tH-2) 
.    Es  versteht  sich  von  selbst ,  dass  k  auch  Null  sein  darf. 


§.  3. 

Man  schreibe  alle  Zahlen,  von  1  an,  in  eine  Linie  von  rechts 
nach  links,  eine  nach  der  andern;  welche  Ziffer  ist  an  einer  ge- 
wissen Stelle,  von  rechts  her  gerechnet? 

Man  verlange  z.  B.  die  l^iffer,  welche  die  I849ste  Stelle  ein- 
nimmt. Diese  Ziffer  gehöxt  zu  einer^ee wissen  Zahl,  die  man  zu- 
erst aufzusuchen  hat,  und  die  so  bescnaffen  ist,  dass  die  Anzahl 
der  Ziffern  aller  Zahlen  vor  ihr,  die  von  ihr  zugehörigen  mitge- 
rechnet, 1849  heträst.  Sehen  wir  zuerst,  ob  sie  unter  den  Zah- 
len 10"^»^— 1  enthalten  ist    Die  Summe 

(iM-l).10-+>— i^^-g — '  giebtför  itsl:  189, 

»=2:2889. 

Die  Zahl  liegt  also  zwischen  99  und  999;  in  der  Summe  ($.  2.) 
musB  also  fi=l  sein,  und  k  so,  dass 

2.10«—  ^5^  -f  (ifc+l).3  =  1849, 

d.h.  (Jfc+l)3.=1660,  ^=-^=552?; 

demnach  ist  in  §.  2.  2V^=10>+fö2  =  652.  Allein  ZV=652,  also 
&z=552  and  n^l  entsprechen 

2.10»-I?^i  +  (6Ö3)3=1848 

Ziffern;  die  1849ste  ist  also  die  erste  Ziffer  rechts  der  folgenden 
Zahl,  d.  h.  der  Zahl  663;  die  1849ste  Ziffer  ist  also  3.  (In  den 
Nenvelles  Annales  ist  hierin  eine  Unbestimmtheit.) 
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f.  4. 

Man  betrachte  die  Reibe,  deren  allgemeines  Glied 

und  deren  Glieder  man  findet,  wenn  man  bier  fi=l,  %  3,...  setzt, 
irodurch  man  erbfillt: 

1.2,3,6,8,  13, (1) 

Nach  den  in  Theil  VII.  S.  434.  entwickelten  Gmndsftzeo 
findet  nan,  das«  dlecs  die  Selbe  bt,  die  man  aus 

1  —  ;r— j:* 
erhält,  wenn  man  darin  :txzl  setzt    Zugleich  fo|gt  hieraos,  dass 
drei   auf  einander   folgende  Glieder  dieser  Reihe  durch  folgende 
Gleichung  bestimmt  werden: 

««+«=fl»+i+fl« (2) 

Die  nächste  Frage  sei  nun  die,  wie  viel  von  den  Zahlen  der 
Reihe  (1)  die  nämliche  Anzahl  Ziffern  habe? 

Wir  wollen  die  Reibe  abtheilen  in  Gruppen ,  so  das«  die  Zah- 
len der  ersten  Gruppe  mit  1,  die  der  zweiten  mit  2,  der  dritten 
mit  3  u.  s.  f.  Ziffern  geschrieben  werden.  Betrachten  wir  nun  die 
(m-f  i)te  Grupne  und  nehmen  Ton  ihr  an,  ihre  zwei  ersten  CXeder 
seien  10^+ Ai,  2.10'"-|-^,  wo  Ai  und  J^  beide  kleiner  sind  als 
10*",  d.  b.  nehmen  wir  an,  die  erste  Zahl  enthalte  als  erste  Ziffer 
links  1,  die  zweite  als  solche  Ziffer  2,  so  wfirden  nach  obigem 
Gesetze  (2)  die  fCInf  folgenden  Zahlen  sein: 

wenn 

oder 

4.10-+ÄI.  6.IO«+JBi+il«,  lO«+»+2Bi+^a»  16.!0«+3fii+2i,, 

wenn  /f|  +A^10^,  wo  dann  JS^<]0*.    Daraus  folgt,  dass  diese 

Gruppe  höchHtens  (linf,  mindestens  aber  vier  Glieder  habe.  Fünf 
Glieder  wird  diese  Gruppe  haben ,  wenn  Ai  +  A^^  10*  and 
^Ai^3  ^2<2.10«,  in  welchem  Falle  da»  erste  Glied  der  folgenden 
Gruppe  mit  1,    das  zweite  mit   2  anfängt.     Wäre   aber  zugleich 

2Ai  +3^2r^l0"'  «o  ^^e  die  Gruppe  bloss  vier  Glieder,    das 

erste  Glied  der  folgenden  Gruone  finge  jedenfalls  mit  l,  nnd  das 
nächste  gleichfalls  mit  t  an.     Man  hätte  nämlich,  wenn 


6Ai+SA^<i6A(^ 


iAi  -f  3^1«  <  2. 10»,  auch  3il|  +  44  <  3.10"* 

3Ji  +  6A^  <  4,10« 

~2.10 


2A,  +3^  ^3  jQ  ^^^^  3^^  ^^^  ^  ^  jQ^ 

3^,4^5/is<5.10» 


ist  aber  Ai  +  A^'^iO^»  so  laC  1^  <I0«  und  die  Gnippe  ii^t Usm 
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Ti«r  Glieder.     Das    erste  Glied  d^  folgeiiden  Gruppe  ftngt,    da 
2Bi+J^^l(y^\  mit  1,  das  zweitt  liami  mit  1  oder  2  anfangen. 

b«  2Aii^  3^<2. 10">  al90  3^^  -f  5 Js<410««, 

iaiO-+34  +  5il,=10"H^i+  Ci,  Ci=3.10«+3ili  +  5il^ 
21.10«  +  5ilj  +  82la=  2.iO'»»+i  +  C^.  C,  =  IO-+Ö J^  +8/1- , 

ist 

2^4+3/12^2.10«,  «0  lstaiO«+3^i+3^r=5K)^HAtA<iO«+* 

i3.10»+3i<i  +5i<4<2.10-+i; 
ist 

3Äi+2^Ä<5J0". 

Ans  Aliem  Mgt^  dass  w«iiii  die  zwei  ersten  Grüeder  einer 
Grvppe  dnrcli 

10«  +  ^i,  2.40«+^.,  ^i<10*,  ^g<10", 

dargestellt  werden  können,  diese  Groppe  entweder  vier  oder  fünf 
GiiMor  bat,  und  dass  die  zwei  ersten  der  folgenden  Grappe  durch 

10«+»  +  Bi .  2.l0«+i  +  B^Bi<,  10^1,  Ba  <  10«+* 

dargestellt  werden,  wobei  sogar  B^  negativ  sein  kann.  Wäre  oben 
A^  negatiT  «vesen,  so  liitten  otenbar  alle  SehlOsse  am  so  mehr 
Statt  In  diesem  Falle  hätte  die  Gruppe  sogar  Anf  Glieder. 
Da  Mm  die  erste  Gruppe  (msdO),  1,  S^  3,  o,  S  ist»  also  ihre  swei 
ersten  Glieder  der  Bedingung 

10»+i<i,  2.10« +  ^a,  Ai  <10«,  Js<10* 

genügen,  so  genfigen  in  allen  Gruppen  die  zwei  ersten  Glieder 
ieser  Bedingung,  wobei  bemerkt  werden  muss,  dass  oll  A^  ne- 
gativ sein  kann,  d.  h.  das  zweite  Glied  auch  nochjnit  1  anfangen 
kann ;  eioe  solche  Gruppe  hat  dann  nothwendig  fiinf  Glieder,  wäb* 
reod  jede  andere  minaesteos  vier»  höchstens  ßlnf  hat  (Der  Be- 
weis m  den  Anoales  ist  ganz  ungenQgend.) 

Eine  weitere  Frage  in  Bezug  anf  die  Reihe  (t)  wäre  die,  wenn 
ein  Glied  der  Reihe  gegeben  wäre ,  zu  finden,  das  wievielte  es  sei? 

Offenbar  kann  man  diese  Aufgabe  vermittelst  der  Form  des 
allgemeinen  Gliedes  losen.  Allein  man  kann  anch  anders  verfah* 
ren.  Es  habe  die  gegebene  ZM  p  Ziffern,  so  gehört  sie  in  die 
pte  Gruppe  ($•  4.).  Hätte  jede  Gruppe  fönf  Gliencr,  so  wäre  das 
gegebene  Glied  eines  derer  vom  (6p— 4)ten  bis  zum  Spten;  hätte 
jede  Gruppe  bloss  vier,  so  wäre  das  gegebene  Glied  eines  derer 
Tom  (4p^3)ten  bis  zum  5/iten.  Da  es  aber,  wie  man  sich  leicht 
überzeugen  wird,  niindeslens  drei  Gruppen  von  fttnf  Gliedern  giebt, 
so  sieht  man  leicht,  dass  das  geseoene  Glied  mindestens  das 
4pte,  höchstens  das  5pte  ist    Setzt  man  also  in 
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f6r  n  alle  ganzen  Zahlen  von  4p  bis  Sp,  00  wird  ehiDial  der  Wertk 
des  gegebenen  Gliedes  herauskommen  und  man  wird  also  11  finden. 

§.  6. 
Da 

und  auch 

iin^l  =  On-^l  —  Qu, 

so  folgt  hieraus,  dass  zwei  liuf  einander  folgende  Glieder  keinen 
Faktor  gemeinschaftlich  haben  kOnnen,  der  grosser  als  1  i^rt,  da, 
wie  man  aus  vorstehenden  Gleichungen  ersehen  kann,  sonst  sfimmt* 
liehe  Glieder  diesen  Faktor  hätten*  Da  aber  die  drei  ersten  t,  % 
3  keinen  solchen  Faktor  haben,  so  ist  diess  unmöglich.  (Die  Anna- 
les behaupten,  alle  Glieder  sden  zu  einander  raeilerirerod»  *was 
falsch  ist; 

Macht  man  die  eleiche  Rechnung,  als  wenn  man  den  fntissten 
fferoeinscbaltlichen  Theiler  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
Gliedern  suchen  wollte,  so  werden  die  liach  einander  zum  Vorschein 
kommenden  Keste  offenbar  alle  den  zwei  vorangegangenen  Glieder 
sein,  d.  h.  die  Anzahl  der  nothieen  Divisionen,  bis  der  Rest  0 
erscheint,  wird  angegeben  durch  den  Rcuog  des  geringeren  Gliedes. 
Nimmt  man  also  z.  0.  das  19te  und  SOste  Glieo,  so  sind  19  Divi- 
sionen nothig. 

5.7. 

Sind  zwei  Zahlen  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Glie- 
dern der  Reihe  enthalten,  so  kann  keine  das  Doppelte,  oder  mehr  als 
das  Doppelte  der  anderen  sein.  Denn  an^%  selbst  ist  <2a«-fi. 
Eben  so  ist  der  Unterschied  jener  zwei  Zahlen  kleiner,  als  das 
Glied  der  Reihe,  das  den  genannten  zwei  vorangeht.  Denn  sind 
die  zwei  Zahlen  zwischen  tfnf  1  und  O11-1-2  enthalten,  so  ist  ihr  Un- 
terschied kleiner  als  an^s  —  On^i ,  d.  b.  kleiner  als  a«. 

5.8. 

Sucht  man  den  srussten  gemeinschaftlichen  Theiler  svreier 
Zahlen,  so  hat  man  nicht  mehr  uivisionen  zu  machen,  als  durch 
die  fOnffache  Zifferanzahl  der  kleineren  Zahl  angegeben  ist«  bis 
man  den  Rest  0  erhfilt. 

Sei  P  die  kleinere  Zahl,  R  der  erste  Rest,  und  sei  P  xwi- 

P—  P 

sehen  On  und  an^i\  wenn -1^^  2,  so  Ist  A<aff(§.  7.);  ist  ^<2,  so 

kann  R  zwischen  On  und  On^i  sein  ($.  7.);  aber  alsdann  ist  der 
folgende  Rest  P^R'^On-^i  ($*7.);  daraus  folgt,  dass  man  nicht 
menr  male  zu  dividiren  habe,  als  wenn  es  sich  um  die  Zahlen  a« 
und  Onj-i  handelt,  d.  h.  nicht  mehr  als  »mal  (§.  6.).  Hat  am  nun 
p  Ziffern,  so  ist  n  nicht  gr^iss^i^  ^^^  ^P  ($•  ^0»  ^^  hat  man  nicht 
mehr  als  6p  mal  zu  dividiren.  Da  die  Zahl  der  Ziffern  von  P 
nicht  kleiner  als  p  ist,  so  ist  damit  der  Satz  bewiesen. 


809 


JLIterarlsielier   Berlelit. 


Oeometrie. 

Der  Jahresbericht  für  die  Mitglieder  der  Hamhar- 
gischen  mathematischen  Gesellschaft  für  1 850  enthält  aus- 
ser deo  Notizen  über  die  Schicksale  der  Gesellschaft  einen  recht  interes* 
santen  Aufsatz  von  Herrn  Conferenzrath  Schumacher  in  Altena: 
,,Ueber  die  geometrische  Trisection  des  Winkels '% 
näherungsweise  durch  ^  furtgesetztes  Halbiren.  Selbst  für  den  Ge* 
brauch  als  Uebung  bei  dem  geometrischen,  und,  weil  unendliche 
Reihen  dabei  in  Anwendung  kommen,  auch  bei  dem  arithmetisches 
Unterrichte  auf  Schulen,  möchten  wir  diesen  Aufsatz  Lehrern  der 
Mathematik  zur  Berücksichtigung  anempfehlen.  Die  betgegebene 
sehr  saubere  Zeichnung  ist  von  der  bekannten  höchst  kunstgeübten 
Hand  Herrn  August  Repsold's  verfertigt 


Istronomie« 

Aus  C.  L.  von  Littrow*s  Kalender  für  alle  Stände. 
1851^  der  bekanntlich  Immer  viel  Lehrreiches  enthält,  und  zur 
weiteren  Verbreitung  nützlicher  Kenntnisse  sich  sehr  geeignet  er- 
weiset, ist  ein  kleines  sehr  hübsches  Kärtchen  über  die  Erschei- 
nungen der  am  28eten  Juli  1851.  eintretenden  grossen  Sonnenfin- 
sternis«, welche  in  Europa,  Atiten  und  Amerika  sichtbar  sein  wird, 
nebst  einer  zweckmässigen  Erläuterung  seines  Gebrauchs,  beson- 
ders ahgedruckt  erschienen.  Wir  machen  alle  Liebhaber  der  Astro- 
mie  auf  dieses  Kärtchen  aufmerksam,  da  jeder  Beobachter  der  in  Rede 
stehenden  merkwürdigen  Erscheinung,  der  nicht  gerade  genaue 
Recbnaneen  selbst  anzustellen  Willens  ist,  von  diesem  Kärtchen 
nebst  seiner  Erläuterung  gewiss  vortheil hallen  Gebrauch  machen 
wird.  Die  Linie  der  centralen  Verfinsterung  g^tht,  um  nur  ein 
Paar  grCssere  Städte  zu  erwähnen,  nach  diesem  Kärtchen  über 
Ostrolenka,  zwischen  El  hing  in  Westpreussen  und  Brauns- 
berg  in  Ostpreusseu  hindurch,  auch  nicht  weit  von  Dan  zig  und 
Gothenburg  in  Schweden  vorbei.  Kdnigsberg  Hegt  noch  In 
der  Zone  der  totalen  Verfinsterung,  nicht  weit  von  deren  nord lieber 
Gränze,  so  wie  auch  Warschau  noch  innerhalb  der  Zone  der 
totalen  Verfinsterung  nicht  weit  von  deren  südlicher  Gränze  liegt 
Gerade  auf  der  nordlidien  Gränze  der  totalen  Verfinstemng  li^ 
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<.  B.  Goldapp  in  Ostprenssen.  Dngefj^  gerade  auf  der  4 
eben  Gränse  der  totalen  Verfineterong  liegen  s.  B.  TarD«| 
LubliD,  Plocky  Helsingborg.  Zwar  ecbon  «asscfbiftj 
Zone  der  totalen  Verfinsterung,  aber  doch  nicht  weit  tm  4| 
sQdlicber  Grunze,  liegen  Tborn  in  Westpreoasea,  BroaA| 
im  Grossherzogtbum  Foaen,  C'oealin  in  Hinterponimera.  T»l^ 
und  Malnioe  in  Schweden ,  Kopenhagen;  etwas  «eitel 
dieser  Gränze  Odessa  undLemb^rg.  Ffir  GreifswaU^ 
noch  ein  sichelförmiges  Stuck   der  Sonne ,  dessen    grS«ste  % 


etwa  %g  des  Dufchoiessers  der  äome  beträgt,  ertoMlel  MJ 
oder  die  Verünsterung  wird  hier  etwa  11*/3=11,7  Zofl  beta^ 
Der  Anfang  der  Finsterniss  wird  hier  in  Greifswald  ctn 
3^.  4*»  mittlerer  Zeit  eintreten;  ffirWien  ist  die  Daaer  der  Fi 
uiss  2  SUmdeii  3  Minuten,  und  nimmt  man  non  den  Lingei 
schied  zwischen  Greifswald  uimI  Wien  nach  der  Cos 
sance  des  temps.  1850.  2y^  Grad  an,  so  ist«  da  Greifs 
westlich  voif  Wien  liegt,  itlr  ersterea  Ort  die  Daoer  der  Fi 
n?98  2  Stunden  3  Miouten  plus  2'/«.  %  Minuten  =: 2  Stondeal 
tttften  -f  IVa  Min.  ^i  St  i%  Min.,  so  dass  abo  das  Eiti| 
Finsterrtiss  inGretfswald  etwa  um  5^.  8*,  Ö  mittlerer  Zeit 
finden  wird.  Man  siebt  ans  diesem  Beispiele»  wie  lekbl 
mittelst  dieses  Kflrtchens  die  Haiiptumst.'rnde  der  Finst 
seinen  Wobftort  Im  Vorans  bestimmen  kann,  wenlf>;ntens  nsl 
Genanigfceit,  die  zur  gehörigen  Vorbereitung  auf  die  Beo 
een  hinreichend  ist  Herr  von  Li ttr ow  verdient  daher 
VerOfTenttrcbun^  dieses  hübschen  Kärtchens,  auf  da«  wir 
alle  Liebhaber  der  Astronomie  aufmerksam  machen,  den  w 
Dank,  und  uird  durch  dasselbe  der  am  28^  Juli  nSchsttea 
zu  erwartenden  merkwürdigen  Erscheinung  gewiss  viele  K 
ter,  die  wenigstens  mit  einer  guten  Taschenuhr  versehet 
müssen,  gewinnen. 

F  li  y  8  t  k. 

Lehrgang  der  mechanischen  Na turlebre  ffir  b«l 
Unterrichtsansialten  von  Dr.G.  Karsten,  Professsr 
Physik    an   der  UniversitJ&t   und  an  der    Marinefi 
zu  Kiel.     Krste  Abtheiinng«     Allgemeine  Phvsik 
6  Kupfertufeln.    Kiel.  185L8.^ 

\VeMn  auch  dieses  Lekrbueh  für  höhere  Unterricl 
überhaiipt  bestimmt  ist,  so  ist  sein  nhchster  Zweck  doch 
der  neueegrundeten  Seekadettenschule  in  Kiel  den  physä 
Unterrichte  als  Grundlage   au  dienen«    Deshalb   hat  der 
mit  vollem  Rechte  in  Bezug  auf  Statik ,  Mechanik  und 
lehre    den    Kretn    dieses  IVerkes    bedeutend  weiter  geMp 
dies  sonst  in    physikalischen   Lehrbiichern    zu  geseachia 
Denn  es  enthält  dieses   Buch  nicht  bloss  die  Lehre  vea  i 
genannten  einfachen  Maschinen  oder  mechanischen  Puiunisi 
Heb  vollstäadiff^   sondern  es  sind  auch   alle    übrige, 
welche  aaf  Schiffen  und  bM  m  Schiffbau  Anwendang  fiades 
ten,   mit  einer  für  den    vorliegenden  Zweck  ausreicheade» 
stihidigkelt  betrachtet  worden,  ohne  mehr  mathematisch« 
msse,  als  die  gewöiaüiehsten  Eiementarlebren  der  reuMa 
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matik  ▼oraaszusetzen.     Weon  wir   aber  auch    in  der    Mechanik 
fester   Korper  das  Buch   für    hinreichend   vollständig    halten»    so 
scheint  uns  in  der  Hydrostatik  und  Hydrodynamik  zu  wenig  gege- 
ben za  seiir.  Denn  tvas  m  §.  130.  über  die  Lehre  tom  Metacentruniy 
fielcbe  ja  für  den  Schiffbau  rCckstchtlich  der  Bestimmung  der  8tabi- 
ntilt  oder  8teire  der  »Schiffe  so  unendlich  wichtig  ist,  gesagt  wor- 
den ist,  halten  wir  In  Bezug  auf  den  Matr|it2weck  des  Buchs  doch 
in   der    That  fUr  zu  wenig  und  zu  nngerrögend;    und  eben  das- 
selbe gilt  von   §.  147.,    wo  der  Herr  Vf.  von  dem  Widerstände 
flüssiger  Korper  gegen  in  ihaea  bewegte  feste  Keeper  handelt,  von  der 
ja  audk  eine  MetigjO  der  wichti^teo. nautischen Uanptiehren«  s«  B« 
die  Lfehre  von  der  Abdrifft,    die  Lelire  von  der  vertheilhaftesteu 
StallttM  der  Seegel «  die  Lehre  voto  Seegelpunkte  u.  a,  w«  «.  b.  w. 
lediglich  ahkängen.  Geben  wir  anch  gere  zu,  dass  steh  rückaiebtlieb 
dem  Widerstandes  der  Herr  Yf.  in  einiger  Verlegenheit  belanden 
haben  mag,   da  diese  Lehre  allerdings  noch  aut  sehr  unsickereD 
Gnindlagen  beruhet»  so  durlte  er  doch  diejentten  Sätze  nicht  un- 
erwähnt lassen«  die  von  den  Tenoiamirtesten  Lehrern  der  Schiffs* 
banknnst,  £.  B»  von  Chapman,    Duhamel  de  Monceau»    u. 
s.  w.    al%emein    recipirt,     nnd    In    der    That    keine    anderen 
sind,     als    die,    vou     denen     schon    Johann     Bernoulli    in 
der  sehr  schCnen  Schrift:    ^Essai   d'une  nourelle   tk^orie 
de  la  manoeuvre  des  valaseaux.  (Opera  omnia.  Toni.  II.. 
pag.  IOl)  ausging,  und  die  aQcbsfNlter  Leonhard  Euler  sovohi 
m  der  Scientia   aavalis,     als   auch  in  der    Theorie  de  is 
eoastrnction    et  de  la    manoeuvre    des  vaisseaux   sur 
Grundlage  seiner  Untersuchttn^n  machte.    Auch  hätte  wohl  hier- 
bei des  in  der  Geschichte  des  Schiffban's    merkwürdigen  Streits 
z^tfchen  Ren  au  und  HuygeDS    (augleich    mit  Beziehung   auf 
den  alterten  gründlicbereo  hchrifMeUer  über  Schiffbati,  den  Pater 
Paul  Hoste,  Prof.  de  Math,  a  Toulon,  dessen  Theorie  de 
la  construction   des  vaisseaux  iWI  in  FoL  erschien),    in 
welchem  Johann  Bernonlli  lum Schiedsrichter  angerufen  wnrde^ 
mit  einigen  Worten  gedacht  werden  können.    Die  für  die  Lehre 
▼oo  der  Steife  der  Skhiffe    so  wichtige  Lehre  vom  Metacentrum 
beruht  dagegen  auf  ganz  sicheren  theoretischen  Grundlagen ,    und 
bedurfte    ihrer    grossen  Bedeutung  wegen  auch  selbst   in  einem 
physikniiscken  Lehr  buche,    des  für  Scäifffahrtsscbulen  hesdmmt 
)st,  jedenfalls  einer  etwas  weiteren  Ausführung,  als  ihr  hier  ge- 
geben  worden  ist.    Selbst  rücksichtlich  der  Bestimmuns  des  De* 
placements  enthalt  die  Hydrostatik  zu  wenig,  und  über  die  Schiffs- 
Aichung  (Jaugeage)  vermissen  wir  auch  Genügendes.    Aber  abge- 
sehen hiervon,    ist  bei    der  jetzigen  Sachlage    immer  schon  viel 
gewonnen,    wenn   ein  Buch,  wie  das  vorliegende,  dem  physikali- 
Mshen   Unterrichte    auf  einer    deutschen  Schifffahrtsschule    zum 
(vnmde  gcfogt  wird,    weshalb  wir  dasselbe  herzlich  willkommen 
beissen ,  und  dem  Herrn  Verf.  lür  seine  Herausgabe  zu  Dank  ven-- 
pflichtet  sind.    Vielleicht  wird,   was    wir  nicht  wissen,    anf  der 
Marineschule  in  Kiel  noch  besonderer  Unterricht  in  der  Mechanik 
fester  und  flüssiger  Körper  ertheilt,    wodurch    die    oben   gerügte 
nar   ganz   oberflächliche   Berührung  menrerer    für  den  Scniffbau 
buchst  wichtiger  Lehren    in  diesem  der  Physik  im  Allgemeinen 
gevridroeten  Lehrbuche  vollständig  gerechtfertigt  erscheinen  würde. 
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HTaatllL. 

Anleitung  zum  Schiffbau  von  6.  L.  Dggla,k«Dij; 
chem  CÖDstructeur.  Aus  dem  Schwedischen  fibersei 
und  vermehrt  mit  einem  Anhange,  mehreren  Tabell 
und  vier  Tafeln  Zeichnungen  von  Julius  Pröna^ 
Schifft»- Ar cbitecten  (zu  Hamburg).  Haraborr.  18: 
8ö.  2  Thir.  ' 

Der  Inhalt  dieses  Buchs  ist,  sagt  der  Herr  \t,  in  der 
sache  ein  Ausanig  ans  dem  Tractat  über  den  Scbiffbai> 
Erläuterungen  zur  Arnhitectura  navalts  mercator'uf 
F.  H.  von  Chapman.  Stockholm.  1775.*^     Da  das  Werk 
Cbapman  sehr  deutlich,  ebne  grossen  Aufwand  niathenatk 
Kenntnisse  verfasst,  and  aus  langjfihriger  vielseitiger  Praiis 
vorgegangen  ist    (Cbapman  gilt   in   JSchweden  immernoch 
den  grössten  Constructeur,    und  Schweden   hat  sich  bebos 
immer  durch  den  Bau  seiner  Schiffe  ausgezeichnet),  so  babet 
sowohl  der  Herr  Verfasser  durch  die  Herauseabe,    als  aad 
Herr   Uebersetzer  durch    die    Uebertragune    dieses   Werk^ 
deutschen  Boden,  nm  Jeden ,  der  sich  für  den  praktlscfaen  S( 
bau  Interessirty  jedenfalls  ein  Verdienst  erviorben.    Der  lolult 
folgender:    Erklärung  der  verschiedenen  Risse    zu  einein  ^^ 
(SeiteftRiss.   Pfanten-Riss.  Spanten^Riss  u.  s.  w.).  —  Grands 
des  Schiffbaues.  —   Ueber  die  Lage  des  Gravitäts-CeotnioK 
Schiffes,    dessen  Lnfgierigkeit  uno   Steife  nebst  Bererhinins 
Deplacements,  des  Gravitfits-Centrums  und  des  MetaceDtniw. 
Ueber  das   Segel- Areal,     den  Wirkungspnnkt    des  Sesfel^.« 
und  die  Verhaßnisse  des  Rundholzes.  —  Ueber  die  SUvm 
Belastung.  —  Ueber  das  Areal  des  Ruders  und  desses  Breite. 
Techniscne  Benennungen  der  verschiedenen  Haoptstffeke,  vf<A 
ein  Schiff  zasammen^esetzt  ist^   und  ihre  Verlnndusg  oitn 
ander  ( in  aiveckmässiger  Kürze  sehr  belehrend ,  auch  filr  La» 
—  Ueber  das  Rundbolz.  —  Der  von  dem  Herrn  Ueberifticr 
gegebene  Anhang  ist  vorzüglich   durch  die  vielen  voUstasd« 

fenihrten    numerischen  Beispiele   sehr   instructiv.     Möge  i 
^erk   zur    allgemeinen    Verbreitung    richtiger   theoretiatlier 
praktischer  Grundsätze    über  den  Schiffbau  unter  dei  deaf 
Seh i ffbaumeistern  kriiftigst  beitragen  ! 


(Vergl.  auch  vorher  Physik*) 


*)     Wir  bemerken,   öana  von  der  fi-snzöeischen  Uebcrwfew^ 
Werks:    Trait<§   de  la  conetriiotio »  de«  Taisseaoi  elc*  f*' 
H,  do  ChapHiaii.     Traduit  du   Stt^doia   par  M.  Vial  da  lUi? 
bot«    im   Jahre    1839  eine  mit    einem  ncaen  Titel  veraeheae  >««•  ^ 
gäbe   veranataltet  Mrorden   ist«     Diene  franxdsiarhe  UeberteCiiug  '^*' 
um    vorzüglich    empfehlcnswerth.     Eine   dentache  iTeberaettoog  i»t 
Tiel  wir  wiasen,   nicht  ersrhrfenen» 


12.<S 


Velier  den  Kasammeiibaiiir  einiger  das 
TetraSder  betreffenden  Anffralben. 

Voo  dem 

Herrn  Doctor  R.  Baltzer^ 

Oberlehrer  an  der  Krenaichale  eo  Dre«dea* 


Die  Gleichung  zwischen  den  Cosinns  der  Winkel ,  welche  von 
vier  beliebigen  Richtan^^en  Im  Räume  gebildet  werden»  ist  bekannt 
und  rührt y  wie  es  scheint»  von  Sturm  her,  welcher  im  XV. Bande 
S.  330  ff.  von  Gerffonne*s  Annalen  dieselbe  durch  die  Methode 
der  rechtwinkligen  Projectionen  entwickelt.  Bezeichnet  man  die 
vier  Richtungen  mit  4?  9  y»  z,  r,  und  den  Winkel  ^  um  welchen  die 
Richtung  o?  in  bestimmtem  Sinne  gedreht  werden  muss»  bis  sie 
mit  der  Richtung^  (nicht  mit  der  entgegengesetzten)  zusammen- 
fallt, mit  xy  u.  s.  w.»  so  ist 

sin'^icos*«r  -|-  sin^zorcos^  +  sin*arycos*2r 
— 2(cosapy  "  cosyzcoszar)G08jTCOS^— 2(co6^z--co8iarco8arjy)cosyrcoszr 

— -2  (cosur— cos^rycosyi)  cosztcosjt 
= 1 — cos'j?y — cos^yt — cos*«r  +  2co8^ycosy  tcosij; .        (A) 

Die  Bedeutung   dieser  Grleichuns  für  das  Tetraeder  soll  im  Fol* 
genden  nachgewiesen  werden.    Das  Tetraeder  sei  OFGH, 

OF^f,  OG=g,  OH^h 

und  die  gegenflberliegenden  Kanten 

G^rsa»  HF=b,  FG^c. 
TheU  XVI.  » 
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I. 


OF,  OG,  OH  haben  die  Richtang  x,  y.  %,  der  Durch- 
messer  d  der  dem  Tetraeder  omgeschriebeneD  Kugel 
habe  die  Richtung  r»  so  ist 

cosoT :  cos^ :  coszr :  1  = /*:  (^p :  A :  <2 , 

mithin  nach  (A) 

Psiiflyz  +  ^*sin*ia:  +  A*sin*a:y  —  2^(cos;ry--cos3fxcossx) 
(1)         —  2^A(cosyz— coszxcosjry)  —  2hf(co8tx — cos^cycosyz) 
=ii*(l— cos^ory— cos^i— cos*za7  +  2cosarsfcos3fBR;o82a:) . 

Diese  Gleichung  zur  BereebDong  des  Durchmessers  der  dem  Te- 
traeder  umgeschriebenen  Kugel  aus  drei  zusammenstossendeo 
Kanten  und  deren  Winkel  hat  Legendre  in  seinen  Elementen 
(Anm.  V.)  gegeben. 

A'nmerkune:  1.  Um  sSmmtliche  Kanten  des  Tetrae- 
ders statt  der  Winkel  in  diese  Gleichung  einzufuhren,    hat  mao 

cosy»=^    2^A       •  *^^^"^= W~  '  ^''*^*=~^"~ 

und  giebt  der  linken  Seite  L  der  obigen  Gleichung  die  Porra: 

L=  f^  +^*  +  A*— 2/]7COsa:y— 2grAcosyz — 2hfcoatx 
+  4/l7cosyzcoszj?— -(/cesjyx-f-igpcossar^Acesxy)*. 

Dann  ist 

/*  +  ^*  +  Ä* — 2fgcoBa:y—2ghcoBy>^2hfco8zx 

/cos^«4-(7Cosxj:-~Acos:r^= ^  k   —  » 

und  daher 

=(af+bg+ch) (af+  bg  -  ch) (af-^g-t^) (— a/"+6^f f*) 
Nimmt  man  hinzu,  dass,  wie  bekannt  (vgl.  Anm.  2.), 
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tghSl  l-«-€Og'4!'y — cos^— cos^jur  +  ^cos^irycosyxcosxd; 
das  6fache  Tetraeder  V  bedeutet»  so  erhält  man 

-       (2) 
l44F^d»=:  (ii/+6^+cÄ)ta/+Ä^-eA)(a/-6^+cA)(--c^+ft^+cA), 

eine  Gleichung,  welche  Grelle  (SammloBg  mathenn.  AvGiätze  1. 
S.  117.)  direct  entwickelt  hat 

Will  man  aach  V  durch  die  Kanten  ausdrücken,  so  braucht 
man  nicht  bei  dem  Ausdruck  stehen  zu  bleiben,  wcdchea  Legendre 
a.  a.  O.  gegeben  hat,  indem  er 

^«^.A*-a«=F.    A*+/*-6*=G.    /^+^— c«=:Ä 

abkürzend  einfuhrt,  wobei  mehrere  gleiche  und  entgegengesetzte 
Glieder  ungetilgt  bleiben.    Die  weitere  Entwickelung  giebt 

4/*^*Ä*(  l — cos*j:y — cos^z— cos*2;r + 2co8^ycos^zco8Xflr} 

+  c*A«(/^  +^— A*+a«+Ä*-c») 

— «V^*  +  6*AV*-cW  •«***«•' 

wie  schon  Meier  Hirsch  (Geom.  Aufe.  IL  S.  112.)  bemerkt  hat, 
ohne  den  symmetrischen  Bau  des  Ausarucks  durch  geeignete  Be- 
zeichnung kenntlich  zu  machen. 

Anmerkung  2.  Es  scheint  unbeachtet  geblieben  zu  sein,  dass 
aus (3)  sich  unmittelbar  die  Gleichung  zwischen  den  Seiten 
und  Diagonalen  eines  ebenen  Vierecks  hinschreiben  Ifisst, 
welcheLexell,  Euler  und  zuletzt Carnot  (Geom. de posit.  §.331.) 
ebne  Zusammenfassung  der  Glieder  entwickelt  haben.  Es  ist  im 
Allgemeinen 

1  —  cos^xy — cos^2— cos^jo:  +  2cosa?iycosy2Coszj: 

=s  sin^^rysin'yzsin*  Y 
= sin^zsin^rsiii^Z  (4) 

=  sin^z^rsin'xysin^  X , 

wo  X  der  Winkel  der  Ebenen  ist,  von  denen  eine  x  und  y,  die 
andere  x  und  z  parallel  ist  u.  s.  f.,  und  nach  der  sphfirischen  Fun- 
dameo  talf or  mel 

_,     costfz  —  cosur  cosj:y  , 

cosA^^=  — *^-"s r ^    s.  s.  I. 

sinzorsin^ry 

9^ 
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Die   obigen    Gleichungen  (4)   ergeben    sieh    bierans    ■ofort 
darch  Entwickeloog  von 

{l'^cos^X)sin'hxBiVL^xy  u.  e.  f. 

und  bedeuten  das  Quadrat  des  Gfachen  Tetraeders  OFGH,  des- 
sen Kanten   f»  g»  h  Lfingeneinheiten  sind,    dessen  Gnuidlllche 

z.  B.    OFG  ^=^^Bmxy»   und    dessen  Hube  sinz^rsinJT  ist    Siod 

dun  die  Richtaneen  a:,  y,  x  derselben  Ebene  parallel«  so  ist  1, 
Y,  Z  und  das  Tetraeder  =0»  mithin 

1  ^  cos^jry— cos^— cos^za;  4'8co8X]fcosjfscoszjr  =0, 
und  daher 

Zu  diesen  Gleichungen  eefangt  man  direct,  wenn  man  daroo 
ausgeht,  dass  in  diesem  Falle  die  Winkel 

sind,  wo  m  eine  ganze  Zahl  oder  0  ist,  daher 

cosJ7y=cos(jfz-f  ^  Q*  *•  ^* 

Anmerkune  3.  Aus  1-f-cosJf  undl— «cosX,  welche  in  Facto- 
ren  zerlegbar  sind,  findet  man  bekanntlich  sin'Asin*z^sin*jry  oder 

1  ^coB^xy  —  cos^z— cosHdT  +  2cosxjfeo9yieosix 

Dieser  Ausdruck   für  das  Ofache  Tetraeder,    dessen  zasam- 
menstossende  Kanten  die  Richtungen   x,  y,  z  haben    nnd  LSo* 

Seneinbeiten  sind ,  hat  unverkennbare  Analoi;ie  mit  dem  bekao&teo 
Lusdruck  zur  Berechnung  der  Dreiecksf lache  aus  den  Sei- 
ten, welche  sich  wie  folgt  erklären  Ifisst.  Es  sei  O  Mittelponlrf 
einer  Kugel,  auf  deren  Oberfläche  die  Punkte  F,  G,  U  liegtHt 
so  dass 

OF=iOG=OH^T 

und 

OFGH^  ~  38^* — co8*J?y— cos*yz— cos*zar+2cosÄyeosyzco«zfl:). 
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Ist  p  der  Abstand  des  BUttelpookts  O  von  der  Ebene  FGB 
so  hst  man  aach    ^ 


OFGH^^^FCm, 


nod  daher 


FGÄ*=s  ^3(1 — cos*j7y — coS^yx— cos*xar  +  2cos:rycoS3f2€ossdr) 
=  7-|sin*ta:sm*a:ysin*2f  u.  s.  w. 

Fflr  r=oo  fallen  die  Bogen  FG,  GH,  HF  mit  Ihren  Sehnen 
a,  6,  e,  die  Sinns  der  verschwindenden  Mittelpunktswinkel  mit 
den  Winkeln»  p  mit  r  zusammen»  und  da  der  Bogen  dasProduct 
seines  Winkeis  mit  dem  Radius  ist,  so  kommt 

FGH^:=  j  (6csinil)  u.  s.  w. 

a-j-b  +  e  a  +  ö — c  a-^b  +  c    ^a+b+c 

—  — 2 2  § 5        ' 

wo  der  Winkel  A,  der  im  Dreieck  FGH  der  Seite  a  gegenflber- 
li^t»  kein  anderer  ist»  als  JT. 

Da  sugleich  das  Verhäitniss  des  sphärischen  Dreiecks  FGH 
xnr  Kogelfllche  verschwindet»  so  ist 

X+  r+Z--2  Rechte  =0  oder  A  +  B  +  C=^2  Rechte. 

Dieser  neue  stereometrische  Beweis  des  alten  Satzes 
von  der  Summe  der  Dreieckswinkel  setzt  die  Gleichheit 
zwischen  einem  sphärischen  Dreieck  und  seinem  Gegendreieck 
voraus»  welche  sich  ohne  Paralleteotheorie  durch  Congtuenzen 
beweisen  lässt. 


U. 


In  der  Gleichung  (A)  sind  die  Gleichungen  zwischen 
den  Winkeln  des  Tetraeders»  sowie  zwischen  den  Sei- 
ten und  Diagonalen  eines  sphärischen  Vierecks»  ent- 
halten» welche  Meier  Hirsch  (Georo.  Aufg.ll.  $.107.  und  $.55.) 
durch  gesonderte  Methoden  gewinnt. 
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Sind  nämlich  zuerst  x^  y»*»  r  die  RicfataDgen  der  Normaleo 
anf  den  Innenseiten  OGH,  OHF,  OFG,  FGH  des  Tetraeders 
OFGH,  und  bezeichnet  OF  den  Winicel  der  Ebenen  OFG  und 
OFH  u.  s.  w. ,  so  ist 

c08OF=  —  cosyz.    cosO€r=  —  co6z;r,    cosOH=  —  cosxy ; 
cosCrtf  =  —  cosoT«     cosUF^s  —  cos^ ,    cobFG =  —  cosir ; 

folglich 

1  —  cos*OF-cos«OG— cos«OÄ— 2cosOFcosOecosOÄ 

=  sin«OFcos«Gtf+sin«OGcos«^F+siu»0^cos«FG 
(5)  +  2(cos  0/F-f  cos  OFcos  OG)co8  GHcosHF 

-f  2ico80F+co80Gco80H)cosHFcosFG 
+  2(co80(;-f  cosOHcosOfOcosFCcosG^r. 

Sind  zweitens  :t,  y,  x,  r  die  Richtungen  von  den  Radien  MF, 
MG,  MH,  MO  der  Kugel,  deren  Mittelpunkt  M  ist  und  welche 
dem  Tetraeder  OFGU  umgeschrieben  ist,  und  bezeichnet  mao 
die  Seiten  und  Diagonalen  des  zugehörigen  sphärischen  Vierecks 
wie  die  gleichnamigen  Kanten  des  Tetraeders,  so  ist 

cos/=cosAT,  cos^=cosyr,  cosA=coszr; 

cosa=cosy2,  cos6=:cost^,  cosc  =  coso^y ; 

1  —  cos*a— cos*6 — cos^ + 2cosacos6cosc 
—  sin^cos^Z-f  sin^Acos^j^  +  sinVcos^A 
—  2(cosc— cosacos6}cos/bo6y  (6) 

^—  2(coso— cos6cosc)cosj^cosA 
— 2(co86  — -cosccosa)  cosAcos/*. 

Fahrt   man    die  Sinus   der   halben   Bogen  ein  und   schretht  der 

KSrse  halber  a  statt  sins*  u.  s«  w.,  so  nimmt  die  Gleichung  (6) 
folgende  Form  an: 

+  6V(*^+/^— ^*+c*+fl*-6*-c*A^-«V»  +6V) 
+  caA«(/*+^«— A«+a«+6«— c«-ay«-6V  +  c»**) 

Mttltiplictrt  man  alle  Glieder  mit  der  6ten  Potenz  des  Radius  iiwi 
setzt  denselben  unendlich ,  so  verschwinden  die  Winkel  und  SioiU) 
während    tbre    Producte    mit  dem  Radius    die  Sehnen  statt  im 
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Bogen  geben.  Dabei  geben  die  Glieder  achter  Dimension  verlo- 
ren, welche  als  endliche  Grossen  mit  zweiter  negativer  Potenz 
den  Radios  mnltiplicirt  erscheinen  würden.  So  bleibt  in  der  That 
die  irfiber  gegebene  Gleichung  Alt  die  Seiten  und  Diagonalen  do« 
ebenen  Vierecks  übrig* 


111. 


In  (A)  Ist  auch  die  Gleichung  enthalten  zwischen  den 
Seiten  des  Tetraeders,  oder  allgemeiner ,  zwischen  einem 
ebenen  Flächenstfick  und  seinen  Coordinaten,  d.  h. 
seinen  Projectionen  auf  je  eine  von  drei  willkührlichen  Ebenen 
parallel  dem  Durchschnitt  der  beiden  andern. 

Sind  o;,  y,  f  •  r  die  Richtuoj^en  von  Of\  OG,  OH  und  der 
Normale  p  von  O  zu  FGH,  so  ist 

OFGH^^  FGH 

=  ^^  V 1 — cos^ary — cos^yz — cos^zor  -i-^coaxycosytcoBix , 
folglich,  wenn  man  6  statt  der  Quadratwurzel  schreibt, 

FGII=^^ 
2p 


Ferner  ist 


nr/ —  Z^^*^^—  ^Äsin£2cos2r 

weil  Acosrr=p   u.  s.  w.     Daher 

(7) 
FGBi  OFGiOGH:  0/fF  =  d:sin.r^cosn*:sln^2Cosjn';sin»rcosyr. 

Setzt  matt  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (A)  und  bemerkt,  dass 
(I.  Anro.  2.) 

QOHxy  —  cos^zcosxj*  =  sin^:sin2arcoi$Z  u.   s.  w., 
so  erhält  man  ohne  Weiteres 

(8)        FGir*—  OFG^  +  OGiP  f  OHF^-^ OFG.  OGH,coa  Y 

-  lOGH,  OllF.^o^  2-^20  HF.  OFG.coaX . 

Die  allgemeine  Geltung  dieser  Gleichung  für  irgend  ein  Ebe- 
nenstOck  und  seine  Coordinaten  (im  oben  angegebenen  Sinne)  er- 
giebt  sich,  wenn  man  durch  den  Umfang  des  Ebenenstücks  Pris- 
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men  legt»  deren  KasteD  je  einer  Coordinatenaze  x^p^  z  parallel  sind. 
Die  Durchschnitte  dieser  Prismen  mit  den  Coordmatenebenen  yzj 
tx»  xy,  d.  h.  die  Coordinaten  des  Elienenstficks  E  seien  K^  €^ 
M,  und  die  Normalen  dieser  Ebenen  r,  00^9  ^9  2^  Dann  ist 
£cosa;r=Jfcos2s'  =  dem  Normalscbnitt  des  Prisma,  wodurch  £ 
anf  xy  projicirt  wordeo  a.  s.  w.    Folglich 

COBXX*     COSyy      C082Z' 

Nun  ist  cosis'sssinsarsinX,  wo  X  wie  oben  den  Winkel  der  Co- 
ordmatenebenen   an    der    Kante   x   bedeutet,    also    (I.  Anm.  2.) 
i 

coszz'  =  -; u.  8.  w.  und  wie  in  (7); 

sinya;  ' 

El  Kl  Li  M:=  öisinyicoaxr :  stnzrrcos^r :  siaj^ycoszr , 
E^=:/P+  L^+Jtn--2KLeoaZ-^LMeosX-2MKcoB  F* 

Anmerkung  Die  gefundene  Gleichung  hat  denselben  Bau, 
als  die  swischen  einer  Stecke  r  and  ihren  Coordinaten  x,y,x  be- 
stehende 

I  *  =s  afl-^'^+2^-i-2xycosxy  i-^yxcoByx  -f  22d:cos2^  •  (B) 

llVie  man  aus  dieser  die  Summe  der  Quadrate  von  den  Dia- 
gonalen eines  Parallelepipeds  ableitet  (Legendre,  Ad- 
merk.  V.)»  soereiebt  sich  aus  jener  die  Summe  der  Quadrate 
von  den  Diagonaldreiecken  des  Parallelepipeds 
(FGB9  OPG\  OG*H\  ORF',  wenn  OO',  FF.  GG\  HB!  die 
Diagonalen  des  Parallelepipeds  sind,  welchem  das  Tetraeder 
OFGH  angehSrt). 

Auch  lässt  sich  die  Gleichung  (8)  aus  (B)  ableiten.  Errichtet 
man  nämlich  auf  den  innem  Seiten  des  Tetraeders  OFGH  Nor- 
malen 0?,  9«  z,  r»  welche  sich  wie  die  Seiten  verhalten,  woraof 
sie  stehen,  so  lassen  sich  diese  Strecken  zu  einem  rfiumlichen 
Viereck  durch  parallele  Verschiebung  zusammensetzen,  wie  sich 
durch  die  Metnode  der  Proiectionen  leicht  beweisen  iSsst  h 
diesem  Viereck  wird  eine  Seite  durch  die  flbrigen  nach  der  Glei- 
chung (B)  ausgedrückt»  worein  man  dann  die  proportionalen  Wer- 
the  seist  und  bemerkt,  dass  cosory-^    cosZ  u.  s.  w. 
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Uelber  die  darcb  die  Glelchun§r 


dargrestellten  Hurren. 

Von 

• 

Herrn  H.  Scheffler, 

Baa  -  Conducteur   bei  den   Hersog^l.  Binantchweigitchen  EUenbahnen  sii 

Brauntchweig. 


Die  Diskussion  der  Formel 

.v=V^ (1) 

als  GleichuDg  einer  Kurve,  wie  sie  Herr  Professor  Hess  et  in 
Nr.  XIII.  des  14.  Theiles  dieses  Archivs  niedergelegt  hat,  fuhrt 
zu  dem  Resultate»  dass  gewisse  Tbeile  dieser  Kurve  keinen  ste- 
tigen Zusammenhang  besitzen»  sondern  wie  punktirte  Kurven 
erscheinen. 

Dieses  Resultat  der  unstetigen  Bildung  von  y  kann  jedoch 
nur  aus  der  Substitution  unstetiger  Werthe  von  x  hervorgeben. 
Stetige  Werthe  von  x  führen  immer  zu  stetigen  Werthen  von  v, 
also  auch  zu  stetigen  Kurven,  was  man  mit  Hülfe-  der  geometri- 
schen Bedeutung  der  imaginären  Zahlen  folgenderniaassen  einsieht. 

Stillschweigende  Bedingung  ist  es ,  dass  jede  der  beiden  Zah- 
len X  unAy,  z.  B.  die  Zahl  y,  behuf  geometrischer  Konstruktion 
als  eine  Cinie  dargestellt  werde,  deren  Länge  dem  absoluten 
Werthe,  und  deren  Richtung  dem  Zeichen  von  y  entsoricht. 
Je  nachdem  tlas  Zeichen  von  y  gleich  -fl  oder  gleich  *— i  aus- 
fUlt,    ist  diese  Länge  in  der  ursprünglich  angenommenen,  positi- 
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Ten  oder  in  der  um  180^  davon  abweichenden ,  negativen  Oi 
tenrichtung  zu  messen.  .Es  ist  klar,    dass  wenn  sich  y  nat 
allgemeineren  Zeichen  oder  Richtungskoeffizienten   e^H/^  eii 
len  sollte,  seine  Länge  in  einer  Richtung  zu  nehmen  ist,  weic 
sich    anter  dem  Winkel   ^  gegen   die    posilive  Orl 
natenaxe    neigt. 

Es  versteht  sich  von  selbst ,  dass  in  derselben  Weise  b<i  d 
Auftragung  der  Abszisse  x  auf  das  Zeichen  derselben  RSebid 
zu  nehmen  ist. 

Nimmt  man  stets  den  Nullpunkt  des  Koordiuatensystenis  nt 
Anfangspunkte    von    x   und   den   Endpunkt  von  a:  zam  AfifäBs 

E unkte  von  y\  so  beschreibt  der  Endpunkt  von  y  die  in  Rede  ^^ 
ende  Kurve. 

Führen  wir  gleich  von  vorn  herein  für  x  den  allgemeiNn 
Ausdruck  re^V^,  oder,  wenn  r  =  tf<'  gesetzt  wird«  den  Ansdna 
j:  =  «H-s^V"^  ein;  so  kommt 

y  =  V^  z=zx'  =  {e^9yr—xy  ^         ^=  e^^9V=$)  •     « 

oder  da  r~^=—  ist, 

r 

y=6  r  e  «^  ^'  (2) 

Von  den  beiden  In  der  Abszisse  a;=re9^^  vorkommeD^e 
Grössen  r  und  g)  darf  man  offenbar  nur  eine  einsige  unabhiigi 
variiren  lassen,  wenn  die  Gleichung  (1)  eine  Kurve  zur  Ersdifl 
nuug  bringen  soll.  (Nähme  man  sowohl  r  wie  qt  als  anahba«:^ 
veränderlich  an;v  so  wurde  die  obige  Gleichung  ein  Flicbfi 
stück  darstellen).  Die  meisten  Untersuchungen  der  analytisc' 
Geometrie  beschränken  sich  auf  den  speziellen  Fall,  'wo 
Richtung  der  Abszissen  x,  also  der  Werth  von  tp,  konftit 
erhalten  und  nur  die  Länge  r  derselben  stetig  variirt  wird,  ft 
nimmt  jene  konstante  Abszissenrichtung  gewöhnlich  Ein  Ual  i| 
mit  der  positiven  und  Ein  Mal  als  mit  der  negativen  h^sm 
senaze  zusammenfallend  an,  wodurch  sich  zwei  besondere  % 
steme  von  Kurven  ergeben,  welche  oftmals  zwei  zusammeoUt 
gende  Schenkel  Ein  und  derselben  grosseren  Kurve  d&rstellec- 

Durch  die  Bedingung,  dass  die  Linie  x  stets  in  einer  f^^ 
sen  RichtuDg  liegen  soll,  ist  ihr  arithmetischer  Ansdreck  rrf*^ 
noch  nicht  vollkommen  bestimmt.  Es  muss  noch  gesagt  ireRfsi 
wie  viel   ganze  Umwälzungen    nach  der  Eioen  oder  ao^o0 
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Seite  die  Linie  x  stets  am  den  Nailponict  gemacht  haben  soll, 
ehe  sie  aus  der  ursprünglichen  Absziäsenaxe  in  die  nm  den  Win- 
kel fp  sich  dagegen  neigende  Lage  gekommen  ist.  Bezeichnet  man 
die  Anzahl  Jener  ganzen  Umwälzungen  durch  die  ganze  Zahl  k^ 
^velche  positiv  oder  negativ  ist  ,jenachdem  die  Umwälzungen  nach 
der  positiven  oder  negativen  Urehungsrichtung  erfolgen  sollen; 
so  hat  man,  wenn  <p  jetzt  den  fundamentalen  Neigungswinkel 
von  X  darstellt,  ^kn^fp  an  die  Stelle  von  9  zu  setzen.  Hier- 
durch wird  Gleichung  ^) 

y  =  e  •■  e  r  (3) 

« 

In  dieser  Gleichung  ist  nun,  wenn  die  Abszisse  x  nach  und 
nach  bloss  ihre  Länge  r  stetig  ändern  soll,  nicht  allein  die 
Grösse  91,  sondern  auch  die  Grosse  k  konstant  so  erhalten. 

Soll  die  Länge  r  von  x  nur  in  der  Richtung  der  positiven 
Abszissenaxe  variiren,  also  fOr  die  durch  j:  = -f  1^  dargestellten 
Abszissen,  hat  man  9=0,  also 

=e'e— '^'=f^e~'^-'=:V"r.6— "^^  (4) 

Soll  die  Länge  r  von  :r nur  in  der  negativen  Abscissen- 
axe  variiren,  also  fär  die  durch} a?=—r  dargestelltee  Abszissen, 
hat  man  9=^,  also 


y 


=\r;e    -r    ^-^==,      ,^  (5) 

• 

So  viel  verschiedene  Werthe  man  nun  nach  und  nach  fiirdie 
ganze  Zahl  k  einfiihrt,  ebenso  viel  verschiedene,  aber 
vollkommen  stetige  Kurven  liefert  sowohl  die  Gleichung  ^4) 
wie  auch  die  Gleichung  (5).  Nur  dann,  wenn  man  solche  Wertne 
von  y,  bei  welchen  k  nicht  konstant  erhalten  wäre,  zu  einem 
Systeme  von  Ordinaten  zusammenstellen  wollte,  oder  auch  dann, 
wenn  man  fSr  dasselbe  konstante  k  diejenigen  \Verthe  von  y  aus- 
sehliessen  wollte,  welche  nicht  in  die  iuchtung  der  positive«  oder 
negativen  Ordinatenaxe  fielen,  also  auch  nicht  reell  wären, 
wfirde  man  unstetige  Kurven  erhalten.  Man  erkennt^  leicht, 
dass  die  in  dem  obigen  Aufsatze  Nr.  Xlll.  zum  Vorschein  kom- 
menden diskontinuirlichen  Bildungen  zum  Theil  darin  ihren  Grund 
haben,  dass  unvermerkt  iür  Ein  und  dieselbe  Kurve  die  Grosse 
k  nicht  konstant  erhalten  ist,  zum Thetl darin,  dass  alle  nicht 
reellen  Werthe  von  jr  ausgeschlossen  sind. 
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Zar  weiteren  Aufklärung  wollen  wir  hier  nur  die  auf  poei- 
tive  Abszissen  bezügliche  Glaiebung  (4)  etwas  nUer  Ins  Ai^e 
&ssen. 

Dieselbe  stellt»  je  nachdem  man 

setzt«  eine  unendliche  Menge  ganz  verschiedener  Knrven  dar. 
Für  A=0  ergibt  sich  die  Kurve 

y=V^ («) 

welche  lauter  positive  Ordinaten  besitzt.  Da  man  für  r=:0  auch 
v=0  und  für  rs^co,  y=l  hat,  so  geht  die  Kurve  durch  den 
Nullpunkt»  und  hat  eine  in  dem  Abstände  ^  =  1  mit  d^  Abszis- 
senaxe  parallel  gezogene  Linie  zur  Asymptote.  Für  r=l  ist 
ebenfalls    y—l  und    für   r=  6=2,718 besitzt  die  Ordinate 

« 

y=V7=:U44 


ihr  Maximum.  Dies  gibt  die  auch  auf  der  dritten  Tafel  in  Theil 
XIV.  abgebildete  Kurve  OABCD....  (Taf.  III.  Fig.  f.). 

Für   jede  andere  durch  Gleichung  (4)  dargestellte  Cunre  hat 

r 

die  Ordinate  y  dieselbe  Länge  VV,  welche  demselben  Wertbe 
von  r  in  der  vorhergehenden  Kurve  (6)  entspricht.  Alle  diese 
Kurven  gehen  also  durch  den  Nullpunkt.  Aber  die  Richtungeo 
deriOrdinaten  ,y  sind  von  den  früheren  verschieden.  Der  Neigungs- 
winkel ^  einer  solchen  Ordinate  gegen  die  positive    Ordinaten- 

aze  OT  ist  ^=z .  Wir  wollen  annehmen,  die  positive  Dre- 
hungsrichtung der  Ordinaten  gehe  von  rechts  nach  links  herum. 
Da  Tür  r=OD,  ^=0  wird;  so  folgt,  dass  sich  die  Richtung  der 
Ordinaten  aller  Kurven  von  einer  gewissen  Stelle  an  immer  mehr 
und  mehr  der  positiven  Ordinatenrichtune  nähert,  je  grosser  r 
wird,  und  dass  mithin  die  vorhin  beschrieoene  ParaUele  zu  ÖJL 
eine  gemeinschaftliche  Asymptote  fllr  alle  diese  Kurven  ist. 

Wenn  r=Ak,  ist  ^  =  q  •  Die  Ordinate  y  erstreckt  sieb  als- 
dann nach  der  Richtung  der  negativen  Abscissenaxe.  Für 
diesen  Werth  von  r  passirt  die  Kurve  also  die  Abszisseuaxe. 

Für  alle  Wertbe  von  r>4A:,    ist  ^  <^     und     nimmt    desto 

mehr  ab,  je  mehr  r  zunimmt.  Nachdem  also  r>4i  geworden 
ist,  kann  die  Richtung  der  Ordinate  y  nicht  mehr  anter  die 
Abszissenaxe  fallen;  r=sik  bezeichnet  vielmehr  die  schon  vorhin 
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•rwlhote  Stelle,  von  wo  ab  die  Ordinate  immer  mehr  in  die  Rich- 
tung der  positiven  Ordinatenaxe  au  gelangen  strebt 

Für  die  Werthe  von  r,  welche  awischen  0  und  Ak  liegen» 
macht  die  Ordinate  y  uoendiich  viele  Rotationen ;  die  Kurve  durch- 
schreitet die  Abscissenaxe  eben  so  viel  Mal  von  oben  kom- 
mend» wie  von  unten  kommend»  und  bildet  hier  eben  so  viele 
Schlingen. 

In  diesem  Ztvischenraum  nimmt  die  Ordinate  y 

1)  das  positive  Zeichen    6^^V^=:-f  1»   also  die  Richtung  der 

positiven  Ordinatenaxe, 

cn  k      k     k     k      , 

lör  r=j-,    g-'  8'  4  ••"• 

2)  das  negative  Zeichen   e^-^-^^^V^  =  —  1 «    also  die  Richtung 

der  negativen  Ordinatenaxe, 

^  2/b    2^    2«    2^    . 

rar  r=j,  ^,  ^,  y,., 

3)  Am  positiv  imaginäre  Zeichen  eC^+l)»V^  =  +  V"— T,      also 

die  Richtung  der  negativen  Abszissenaxe« 

^  ik    ik    Ak   Ak     ^ 

rar  r=|-,  g,    g-*  I3-» 

4)  das  negativ  imaginäre  Zeichen  e(^'-fi)'i/-^= — V^,      also 

die  Richtung  der  positiven  Abscissenaxe, 

^  Ak     Ak     Ak     Ak 

lur  rzs-g,    y,   j^  ,  jg  .-. 

an. 

Eine  Kurve  dieser  Art,  und  zwar  die  fiir  4;=!  sich  erge« 
bende»    ist  in  dem  Zuge  OabaAcdcfy  (Taf.  Hl.  Fig.  1.)  dargestellt. 

Keine  zwei  dieser  Kurven  sind  identisch;  aber  dieselben  ha- 
ben fSr  gewisse  gleiche  Lüngenwerthe  r  der  Abszisse  gleiche 
Ordinaten,  also  gemeinschaftliche  Durchschnittspunkte.  Der  Punkt 
A  für  r:=zl  ist  ihnen  allen  gemein,  und  fiberhaupt  siebt  es  in 
dieser  unendlichen  Menge  von  Kurven  für  Ein  und  dasselbe  ratio- 
nale r  nur  eine  endfiche  Menge  verschiedener  Ordinaten 
«,  deren  Anzahl  so  sross  ist,  als  der  Zähler  des  auf  seine 
kleinste  Benennung  gebrachten  Bruches  r  Einheiten  enthält.  Dar« 

ans  folgt,   dass  der  Punkt  A,  B,  C,  D,  E ,  welcher  in  der 

ersten  Kurve  (6)  resp.  den  Werthen  r=:l,  2,  3,  4,  5.^  entspricht, 
resp.  von  allen,  von  der  Hälfte,  von  dem  3ten,  4ten,  6ten  ...  Theile 
der  in  Rede  stehenden  Kurven  passirt  wird. 
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Anwendungr  der  perspectf  Ylsctaen  Pro- 
Jection  auf  die  analytlsclie  Auflösmis 
der  AoQ^abe  „Kine  gr  em  ein  seit  aft- 
liche  IPanirente  an  zwei  ülnleii 
zweiten  Orades  zu  finden**.  Als 
Fortsetzum^derllntersuehuniren  inWr. 
XIII.  des  XI.  Theils  2,  Hefte  dieses 

ArdiiTS. 

Von 

Herrn  Leopold  Hossbrugger, 

Lehrer  der  Nntheraatik  an  der  KantonMchole  an  Aarao. 


Wir  bedienen  uns  hier  der  gleichen  Bezeichnimgen  und  Annah 
man  wie  in  dem  so  eben  angefuirten  Aufsatze  dieses  Archivs,  und 
nefameo 

«•(F-5^)«  +  6^A+/)a=a«6« (1) 

als  die  Gleiobvng  einer  Ellipse  an ,  deren  Achsen  2a  und  26»  ond 
deren  Mittelpunktscoordinaten  ^  /  imd  g  sind;  aueh  finden  hier, 
wie  in  (1^  jenes  Aufsatzes»  folgende  Relationen  zwischen  den  Coot- 
diiiaten  X  und  F,  und  den  diesen  entsprechenden  perspeeüviscbeo 
Coordinaten  y*,  z*  statt,  nfimlich: 

Y.g^vf^z^LiSL.,  /-4Jr=^'-^7^}  ...  (-2) 

In  diesen  Gleichungen  sind  i^  u^  v  die  Coordinaten  des  An- 
^s  im  Räume.  Durch  die  Substitution  dieser  Werthe  von  Xasd 
K  finden  wir  endlich  för  die  Gleichung  der  Perspective  der  ElüfMK 
1)  folgende: 


1S9 

(3) 


.*-./ 


Diese  Gleicbang  druckt  im  Allgemeinen  einen  Kegelschnitt  aus. 
Wir  vrollen  nun  den  geometrischen  Ort  des  Auges  (t,  u,  v)  zu 
bestimiBeB  suchen,  wenn  dieser  Kegelschnitt  eine  Kreislinie  wird. 
In  diesem  Falle  müssen  bekanntlich  die  beiden  Bedingun|[sglei- 
chuBgen : 

«'(^--«)*  +  Ä*(/'-0*— «***=o'»* W 

(g — »)p=:0 (5) 

statt  finden,     üie  Gleichung  (5)  zerföllt  aber  viieder  in 

v=0 (6) 

and  in: 

g-u^O (7). 

Nehmen  wh  zuerst  die  Gleichungen  (4)  und  (6)  als  gleichzeitig 
bestehend  an,  so  sehen  wir  dass  erstere  ein  eintheiliges  Hyperbo- 
loid, letztere  die  Ebene  der  xg  darstellt,  beide  zugleich  geben  also 
die  Durchschnittscurve  der  Ebene  xy  mit  jenem  Hyperboloid, 
welche  durch  die  Gleichung: 

dargestellt  wird      Setzen  wir  in  der  Gleichung  (3) 

und  hernach  v^=^Q,  so  erhalten  wir  die  identische  Gleichung  0=::0. 
Es  muss  also  der  Werth  r^O  verworfen  werden.  Nehmen  wir 
hingegen  die  Gleichungen  (4)  und  (7)  gleichzeitig  bestehend  an, 
se  finden  wir,  weil  g~^u=0  die  Gleichung  einer  auf  der  Ebene  der 
jpy  senkrecht  stehenden  Ebene  ist,  deren  Durchschnitt  mit  dem 
Hyperboloid  (4)  durch  die  Gleichung: 

«'•=^t(/'-0«-«'l (9) 

dargestellt  Ist:  dass  die  Perspective  der  Ellipse  (1)  eine 
Kreislinie  wird,  wenn  sich  dae  Auge  (i,  «,  v)  auf  einer 
durch  die  Gleichung  (9)  ausgedriIcktenHyperbel  befin- 
det,  deren  Ebene  auf  der  Ebene  der  gegebenen 
Ellipse  und  auf  der  Tafel  senkrecht  steht. 

FQr  die  Gleichune  der  Kreislinie  selbst,  welche  die  Perspec- 
tive der  Ellipse  (1)  in  diesem  Falle  vorstellt,  finden  wir  nachstehende: 
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Geben  wir  statt  der  EU^se  (1)  rfne  HypoM.  detcn  CMehong 

a«(F— ^)«-«V+JO*=— «V (11) 

ist,  SO  fioden  wir  dnrch  eine  gans  gleicbe  üntersochmiff  wie  m 
§.  1.  dass  ihre  Perspectire  eine  Kreislinie  wird,  weno 
sich  das  Ange  (t,  u,  v)  auf  einer  Ellipse  bewegt,  de- 
ren Ebene  durch  das  Auge  geht,  und  senkrecht  anf 
der  Ebene  der  Hyperbel  (11)  und  auf  der  Tafel  ist  Die 
Gleichung  dieser  Oitsellipse  ist: 

^^^i^^'^if-W 03) 

Die  Gleichung  der  Kreislinie,  welche  In  diesem  Fall  die  Perspec* 
tive  der  Hyperbel  (11)  vorstellt,  wird  alsdann  folgende: 


§.  3. 

Nehmen  wir  Rir  die  perspectiTisch  zu  projicirende  Carve  eine 
Parabel,  deren  Gleichung: 

r-9^-\/Wf^ (1^) 

ist,  und  wenden  auf  diese  dasselbe  Verfahren  an,  wie  bei  der 
Ellipse  (1),  so  finden  wir,  dass  sich  diese  Parabel  per- 
spectivisch  als  Kreis  projicirt,  wenn  sieh  das  Ange 
auf  einer  zweiten  Parabel  vom  gleichen  Parameter 
bewegt;  die  Ebene  dieser  ist  ebenfalls  auf  der  Ebene 
der  Parabel  (14)  und  auf  der  Tafel  senkrecht  Die  Glei- 
chung der  Ortsparabel  des  Auges  ist : 

^=p(t—n (15) 

Der  perspectiviscbe  Kreis  wird  aber  durch  die  Gieicbung: 

«'»+y*+2^^=^'-5^+iy»-/p=0 (16) 

aasgedrflckt. 


ut 


wir 


f.  4. 

Um  der  Vollendbrig  vmeret  Anfffäbe  näher  $n  rifeketi^  Sachen 
die  Bedingungen  asf»  unter  welcnen  irgend  eine  Linie  ztri^iten- 
Grades  in  einer  ganz  beliebigen  Lage  gegen  die  Tafel,    nur  in 
der  gleichen  Ebene  wie  dieCurven  §.  I.  (H)  und  (14)  Hegend^  sich 
perspectivisch  als  Kreis  projicirt»  und  nehmen  daher 

Ay*+2BXr+CX^+2DY+2EX+Fz^0 (17) 

als  die  Gleichung  der  zu.  projicirenden  Linie  an.  Die  Relationen, 
welche  zwischen  den  perspectiviscben  Coordinaten  f*,  x'  und  den 
Coordinaten  X,  T,  Z  aUitt  finden«  werden  durch  die  Gleichungen: 

~    -  e— j/ 


dargestellt,  m.  s.  Archiv  Theil  XI.  Heft  2.  pag.  121.  Nr.  I.  Durch 
die  Substitution  dieser  Werthe  von  X  und  V  in  (17)  erhalten  wir 
als  Gleichung  der  Perspective  der  Curve  (17)  folgende: 

(W) 
\Au^-2Buti^Cfi'^2Du-2Eti^F\z'HAv^jf'*'^2v\Au^Bi+D\g'2'i 

Soll  diese  Gleichung  einem  Kreise  angehufesi  so  müssen  die 
zwei  Bedingungsgleichungen : 

Au*-'2But+Cfl+2Du^2Ei+F=zAv^ (20) 

Au^Bt  +  D=0 (21) 

statt  finden;  eliroiniren  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die 
Grosse  ac,  so  erhalten  wir: 

A^v^  +  (B*-AC)fi^2(BD^AE)t  +  JD^'^AF==zO  ....  (22) 

Diese  Gleichung  drückt  im  Allgemeinen  eine  Linie  zweiten  Gra- 
des aus,  auf  welcher  sich  das  Auge  bewegen  mnss,  damit  die 
Perspecäve  der  Curve  (17)  ein  Kreis  wird ,  und  zwar  befindet  sich 
diese  Linie  (22)  in  einer  Ebene,  welche  auf  der  Ebene  der  dry, 
oder  auf  {ener  der  «Curve  (17),  senkrecht  steht,  und  welche  durch 
die  Gleichung  (21)  dargestellt  wird. 

Für  die  Gleichung  der  Kreislinie,  welche  die  Perspective  der 
Carve  (17)  ist,  erbalten  wir: 

,..  +  y,_2'(^^^^^-(^=i^J.'+2^y+5=0  .  .  (23) 

Theil  l^VI.  10 
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BiebMett  nir/nflnrt  an,  die  durch  die  Cleitlrog  (17)  da^MteUte 
Carve  sei  eine  EHipse,  so  moee  beknnotlieh 

8ß~'AC<0  ■•  md  (BD-AE)!'-  (B*-AC)  {iA-AF)  >  0 

sein;  wir  kSnnen  daher  safeige  onaerer  Annahne 

B^—ACss-n  .  , (24) 

{BD-AE)^-iB»--AC){B^AF)=m* (25) 

setzen;  n  ist  eine  numerische,  %  hingegen  eine   lineare  Grüsse. 
Dadurch  wird 


B'  +  n     „    (BD-AE)*  +  nP'-m* . 
-~I~'   '^=  An  ' 


alao 

ft 

SetzeD   wir    flberdies    noch    der  Kürze  wegen  BD — AE=ci  so 
haben  wir  statt  der  Gleichungen  (17),  (23)  und  (23)  folgende: 

nA^r^+2ABnXT-\^n(B*+n)X*+2nADr+iniBD--c)X 

+  c«  |-nZ>«-m«=0  .  .  . ,  (26) 

y|«r«rt— n«f«— 2cn*+m«-c«=0     (27) 

Sind  orS  ß'  die  Mittctpunktscoordinaten»  und  r'  der  Radius  des 
durch  die  Gleichung  (28)  dargestellten  Kreises,  so  ist  bekanntlich, 
wenn  die  Gleichung  (27)  benutzt  wird: 

Endlich  finden  wir,  mit  Berflcksichtigung  der  Gleichung  (9),  für  die 
Mittelpunktscoordinaten  er,  ß  und  den  ftadius  r  des  Kreises  (10) 
folgende  Werthe: 

«=«''  ß=-^^'-<**-fiU  r=^\ (30) 
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>• 

»9 
9» 


§.  6. 

Um  unsere  späteren  Folgernngeii  gehurig  begf  finden  tu  kdnnen» 
u-ollen  wir  auf  analytischem  Wege  erweisen  „dass.  wenn  von  irgend 
„efttem  Fonkt«  k  eine  TangMte  an  die  Curre  (26)^  des  vongen 
,, Paragraphen  gezo^^en  wird,  die  perspectivische  Projeetion  dieser 
Tangente,  ebenfaliseine  durch  dieperspectivischeProjectiop  kp  des 
Punktes  k  {gebende  JBerilkrend^r  m  den  Kreis  (28)  ist»  «od 
zwar  mnss  diese  letztere  diesen  Kreis  hi  demjenigen  Punkte  be- 
rfihren,  welcher  die  perspectivische  Projeetion  des  Berfihrungs- 
n  pnnktes  der  erstert  Tangente  und  der  Ellipse  (26)  ist 

Wir  nehmen  X",  Y"  für  die  Coordinaten  des  Punktes  A»  und 
X%  Y'  (är  die  Coordinaten  des  Berfihrangspunktes  der  durch  k 
an  die  Ellipse  (26)  gezogenen  Tangente  an ;  ferner  seien  «^^  J" 
die  perspectivbchen  Coordinaten  des  Punktes  As»  ""^ JKI?  -^^"^ 
des  Berflhruugspunktes  der  dsrch  kf  an  de»  K#els  (^  gezoge* 
Den  Tangente;  so  haben  wir  für  die  Gleichung  der  «M^ren  Tan- 
gente : 

nA\A  F'+äJT'+ÄI  YHn\AB  1'+  (fi«+n)A'  +  »/>— c]  j:*' . 

■ 

and  für  jene  der  letztern  Tangente : 

,-^  hyv-r--^'^^^,r"-^  (»'-*-»*> + 3(»*+3^)+5*®  (33) 

Es  wird  unsere  Im  AnfiiD^dieliSAPara^aiphenaufgestellteBehanptung 
erwiesen  seiif,  wenn  wir  in  der  GMcbung  (3I)dieWerthe  von  A% 
I*'';  JC'^.  V^  durch  die  entsprechenden  nerspectivischen  Coordi- 
naten y''^ y  und  y'',  i'^  ausgedrückt,  sunstitniren»  und  wenn  wir 
alsdann  eine  resultirende  (Ueichung  erliaUen»  die  mit  der  in  (32) 
identisch  Ist. 

Kach  $.  4.  ist  aber 

Da r\ 

oder,  weil  wegen   der  Gleichung'  21)  §.  4.  u  =  — -j — >  und  aus  28) 
^  n 

m 

^'=' ;j(^-,>*) ^  =         «(im»)  • 

io* 
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Durch  die  Substitution  dieser  Coordioatenwerthe  id  der  GleichaDg 
(31)  erhalten  wir: 


Reduciren  wir  diese  Gleichufig  gehörige  und  Jjemerken,  dsss  we- 
gen Gleichung  Qäi) 

t»  (c» + n  !>■  -  m«) = t?»Fii« 
und 

— cViii«  +  il«c«»+ m»  =  —{e(nt  +  c)— in«} 

ist»  so  wird  dieselbe  mit  der  Gleichung  (32)  identisch.  Gans  aof 
eleiche  Art  wurden  wir  eine  mit  der  Gleichung  (31)  identische 
Gleichung  erhalten  haben ,  wenn  wir  In  der  Glelcnang  (32)  statt 
y»  *";  y*»  »"'  respective  die  Werthe: 


M 


Ai¥' +  (Bt-^-DlJS:'      vX'     AtY^^iBt-^DiX"    elT 
i<(<+J!C')         '  i^Xf'  J(<+Jr")        ^  •  <+-X^ 

substitnirt  hlltten,  wodorch  also  die  vorausgeschickte  Bern erkmie  die- 
ses l^aragraphen  nicht  nur  gerechtrertigt  ist,  sondern  wir  sind  dadurch 
auch  berechtigt  zu  folgern,  dass  eine  Gerade  Lm,  welche  die  bet^ 
den  Kreise,  welche,  durch  die  Gleichungen  (10)  §.  1.  und  (28)  $.5. 
dargestellt  wird,   gemeinschaftlich  berührt,  die  Perspective  einer 

5emeinschaitlichen  Tangente  L  an  die  durch  die  Gleichnngeo  (1) 
.  1.  und  (2)  $.  5.  dargestellten  Ellipsen  ist. 


5.7. 

Um  zu  untersuchen,  ob  und  in  welchen  Fällen  es  niogiich 
ist,  eine  gemeinschaftliche  Tangente  an  die  Ellipsen  (1)  §.  1.  and 
(28)  $.  5.  zu  ziehen,  müssen  wir  zuvor  untersuchen^  ob  es  wirk- 
lich einen  reellen  Punkt  gibt.  In  welchem  sich  das  Auge  befinden 
kann,  damit  die  Perspectiven   der  Ellipsen  (1)  §•  L  and  (28)  §.  5. 
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beide  zugleich  iSeise  werden.  Dieses  wird  aber  nur  dann  der 
Fall  sein,  wenn  es  reelle  Durcbscbnittspunkte  der  Ortscorven« 
welche  durch  die  Gleichungen  (0)  §•  1.  una  (27)  §.  5.  dargestellt 
sind,  gibt.     Diese  Curven  liegen  In  den  durch  die  Gleicnungen 

dargestellten  Ebenen;  die  Gleichungen  der  Durcbschnittslinie 
dieser  Ebenen  sind: 

BD 

u—g  und  w^^«— j^    .......     03). 

Diese  Linie  ist  also,  wie  sich  schon  au«  der  Lage  der  genannten 
Ebenen  schliessen  läset,  auf  der  Ebene  xy  senkrecht  Aus  den 
Gleichungen  (33)  folgt  : 


Bt     D     ,      .      A       Dl  ^^^ 


Fohren  wir  diesen  Werth  yon  t  in  (9)  {.  1.  ein,  so  erbalten 
wir: 

oder 

v=±  ^V[W+a)''Ag^D] f B(/-a)-i4^-ÄJ  .  .  .  (35). 

Soll  daher  die  Auflösung  ''der  Angabe  mdgllch  sein,  so  muss  ent- 
weder 

'B(f+a)>A9+Dn ^j 

und  8ugleich  Bif—ay'^Ag+D^ 

oder 

B(f^o)<Ag  +  D 
and  zugleich  B(f—<i)<Ag-^D^ '^    ' 

sein.  Wir  erhalten  aber  noch  eine  andere  Beziehungssleichung, 
welche  die  Bedingung  der  Lösbarkeit  der  Aufgabe  angint.  Nftm- 
lieh  wenn  wir  die  soeben  gefundenen  Werthe  ven  t  und  e  in  der 
Gleichung  (27)  $.  5.  substituiren ,  so  erhalten  wir  4ie  Bedin- 
gungsgleichung: 


ji.««[Ä/'— ^^— /)]•— •ii<«Ä*o«6*— n«a*(^jr + D)^'-%i^eaB{Ag\D) 

+««iii«ii«-^c«fi«=0 (38). 
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S.  8. 

Es  handelt  sieh  noeh  dem ,  was  wir  Im  §.  6.  und  {.  7.  £;e- 
zeigt  haben,  nur  noch  darum,  die  Coordinaten  derjenigen  zwei 
Ponkte  Ap  und  Jp  zu  bestimmen,  aus  welchen  äussere  und  Innere 
Tangenten  an  die  Kreise  (10)  §,  1.  und  (%}  §.  5.  gezo- 
gen VI  erden  kunnen,  und  alsdann  mittelst  dieser  Coordinatenwerthe 
diejenigen  ton  den  Punkten  in  der  Ebene  der  xy  oder  in  der 
Ebene  der  beiden  Ellipsen  (l)  §.1.  und  (26)  f.  5.  zu  bestimmen, 
von  welchen  Ap  und  Jp  die  perspectiv ischen  Projectionen  sind. 
Die  erstehen  sind  aber  offenbar  der  directe  und  der  Inverse 
Aehnlicbkeltspunkt  der  obengenannten  Kreise.  Bezeichnen 
wir  mit  y\,  z\  die  Coordinaten  des  Aehnlichkeitspunktes  Ap  oder 
Jp  der  Kreise  in  (10>  und  (26),  so  sii^d  diese  beKanntlich: 


Fnhren  wir  zuvor  in  den  Gleichungen  (29)  und  (3Ü)  $.  5.  die 
Werthe  von  /  und  v  aus  (34)  und  (3S)  {•  7.  ein ,  |»nd  sylistituireB 
die  so  bestimmten  Ausdrücke  von  a,  ^,  r ,  a',  ß*  und  r*  in  diesen 
Wertheo  von  y\  und  z^g,  so  erhalten  wir; 

_  änjAg  +  D)[acTfm]  +  g&[fl(c^~m«)  T  «w(/*-a*)].  .^^ 
*'» "^  »(^WT «iw)V [Bf^Ay-^D^^ifB^  < ^   ^' 

Sind  eodlich  Ä^  und  F*  die  Goordinatep  des  dem  Punkte  Af 
odev  Jp  entsprechenden  Punktes  A  oder  J  in  der  Ebene  der  xy, 
so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  nach  }.  4.  die  Formeln 


Setzen  wir  in  diesen  Ausdrücken  üsj^  (Siebe  §•  1.  (6), 


und  statt  y\  und  z'i  die  In  (40)  angegel^enen  Werthe,  so  haben 
wir: 


*)    Die  obern   Zeichen  gelten  fsr  den  «tir#cten,   die    ontera   for 
den  invereen  Aehnl  ichkeitepunkt. 


_  .    4, 


"§  r 

SS 


1? 
1 1 
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Zieht  man  nan  von  dem  durch  diese  Coordioaten  X^  esd 
bestinirateo  Pankte  eine  Tangente  an  eine  der  darch  dieCSIekhi 
(1)  $.1.  oder  (26)  $.6.  dargeNtellten  Ellipsen,  so  mosii  diese  a« 
nach  dem  was  in  $•  6.  bewiesen   worden  ist,    die  andere  Elfif 
berühren»  wie  es  verlangt  wurde, 


$.0. 

Nehmen  wir  jetst  an,  die  GleichuDg  (17)  §•  ^  steUe  dmt  I 
rabel  dar,  so  muss  bekanntlich 


JEfl^AC=:Omi  BD'-AE^O 


sein;  es  sei  nun 

AJ9-i4£=r  — m  und  B^-^AQ^O, 

wo  m  eine  lineare  GrSsse  ist ,  so  geht  der  GleicbuDg  (22)  }.  i 
folgende  über: 

_  • 

oder  da  />* — AF  jede  reelle  Gi  Osse  von  swei  Dimensioiicft 
deuten  kann,  so  nehmen  wir  />* — AFz=fs^  an;  dadurch  wird 
letzte  Gleichung  zu: 

^D«+2m*  +  *«=0 (45- 

Die  Gleichung  (17)   hingegen  geht  bei   diesen  Annahmen  ii  fi 
gende  über : 

A^T^+2ABXY+ß*X*+2ADr+'I(BD+m)Ji+£ß—k^=di  (4« 

Statt  der  Gleichung  (33)  erhalten  wir: 

Diese  Gleichung  drückt  denjenigen  Kreis  aus,  weldier  die  M 
spective  der  Parabel  in  (44)  ist:  I 

Werden    wieder     die    Mittelpunktscoordioaten     des    u  ( 

{•  3.  dargestellten  Kreises    mit  a,ß  und    dessen   Raifins  m" 
ezeichnet,   so    wie    jene    des    Kreises    in   (45)  mit  o',  ß^ 
dessen  Radius  mit  r',  so  ist: 

"-ff'ß 2r^''--2v^^  •  •  *^ 


149 

• 
Da  aber  die  Parabel  in  (15)  %.  3. ,  welche  der  geometrische 
Ort  des  Anges  ist,  damit  die  ge^beue  Parabel  in  (14)  sich 
als  Kreis  projicirt,  in  einer  auf  die  Basis  senkrechten  Ebene  liegt, 
derea  Gleichung  a-^u^x^Q  ist,  als  aach  die  Ortscurve  (43)  sich 
in  der  durch  die  Gleichung 

anraedrückten  Ebene  befindet,  so  muss  sich  das  Auge,  damit  die 
beiden  in  ^14)  und  in  (44)  gegebenen  Parabeln  sich  zugleich  als 
Kreise  projiciren,  sowohl  in  der  Durchschnittslinie  dieser  beiden 
Ebenen,  als  auch  in  den  Durchschnittspunkten  der  Curven  (15) 
$.  3.  und  (43)  befinden;  diese  Durchschnittspnokte  (wenn 
selche  möglich  sind)  kßnnen  aber  nur  auf  der  Durchschnittslinie 
der  dorcb  die  Gleichungen 

^— tc=0   und  ilu-£l+l>=0 

dargesteltten  bbenen  liegen.  Bliminiren  wir  daher  ans  diesen 
Gleichungen  die  Grosse  tf,,  so  erhalten  wir  wieder  ts=  ^^    ;filh« 

ren  wir  diesen  Werth  Ton  t  In  der  Gleichung  (15)  {.  2.  ein,  so 
kommt: 

»'  =  P ß (4ö) 

Dieser  Werth  von  v\  und  jener  von  t  in  (43)  eingeführt,  gibt 
die  Beziehungsgleichung  an,  welche  zwischen  den  Coefficienten, 
A,  B,  A  P  u*  s.  w.  statt  finden  muss,  damit  die  Aufgabe  mOglich 
wird;  diese  ist: 

(AgirD)iA»p^2m)-^B(Jffp'^^zzzO  ....  (49), 


(.  10. 


Durch  die  Einfähruug  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Werihe  von  I  und  v  in  den  Gleichungen  (4^  und  (&)  erhalten 


wir: 


ISO 

«te-^,  IJ'—  jt  yrpB[(Ag+D)-Bn ' 

mM^+P)  , (51, 

Bezeichnen  wir  wieder  wie  in  6. 8.  die  Coordinaten  des  AthaBMä 
panktes  J,  oder  Jp  der  Kreise  (16)  f  a  and  (45)  S-  9.  y*  /i " 
x'i,  so  erhalten  wir  durch  die  EinfShrtmg  dieser  Wertae  tm 
ß,  r.  «',  /}'  und  r'  in  den  Gleichungen  (39)  $.  8: 

.   ■        r~tsw<<r4-  Ztt-I-Jg*«!  T  m\(Ag-i-  D)~2iy0 Vp[       ^ 
**""  {^T2i«)V^Bt(^^+P)-^B/1  *  ' 

Die  oberen  Zeichen  galten  (iSr  den  directen,  die  oDteraa  för  i 
inversen  Aebnlichkeitspunkt. 

FilhicB  wie  die  Wertbe  von  t,  u,  v,  «'i,  ^i  in  die  Fsoscte 


ein,  so  erhalten  wir  tOt  d«s  eher«  Zeichen  in  jenen  Weitheo: 


.  .  (SJ 


(Aa+ D)  \B&fm-lfl)—^m(Ag + />» 
^»  =    Ä  (im  (Ag  +  i>)  +  ht\^-^m)\ 

*^i—     A'p\(Ag+D)-Itn+^l^ 

oder,  wenn  wir  die  Gleichung  (49)  benatseit,  so  9nxi : 

„       +  JZ>p{(J^  +  D)-Bf]-Bgi^  -. 

*»  =  ^(Ag  +  D)  '^ 

Fflr  die  unteren  Zeichen  in  (52)  erhalten  wir: 

—(Ag  +  Et)  (ifin+i*) 


V  -  ^ADp\{Ag+D)-Bf\  +2tt,g(Ag+i>}^ifB^ 
'^»•-  J*pKA9  +/»  -Bf\ + 2ii<.<y  +  i>)  -I- Jffifc«    ^*' 
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Bemitz^n  wir  in  diesem  leteten  Werthe  von  F|  die  Gleiehang^ 
(49),  CO  wird  der  Nsiiner  iv  SM,  iroraaii  faerrorgeht»  daips  iiMto. 
die  itfiteren  ZeiiShen  nicht  oehmea  darf,  d.  ti.  daos  es  M  zwei 
Pardbehi  nieiit  av«ei  Aebolicbiceit^inikte  gibt;  die  Werihe  in  (55) 
und  (56)  sind  also  unbrauchbar. 

Wird  aue  demjenigen  Ponkte»  dessen  Coordinatenwerthe  in 
(43)  und  (45)  dargestellt  sind,  eine  Tangente  an  eine  durch 
die  Gleichaagen  (U)  §.  3.  oder  (44)  §.  9.  dargesleiUeD  Parabeln 
gezogen,  so  muss  diese »  nach  dem,  was  in  §.  o.  erwiesen  wurde, 
auch  die  andere  berftbren^ . 

Ffihren  wir  die  Unteraucbang  gaes  aetgleiftbe  Art,  wie  dies* 
in  den  früheren  Paragraphen  bei  zwei  Ellipsen  geschehen  ist, 
bei  zwei  Hyperbeln,  so  werden  wir,  ebenso  wie  d&rt,  bestimmte 
Werthe  f&r  die  Coordinaten  eines  Punktes  erhalten,  welcher  die 
Eigeivschaß  besitzt,  da«s,  wenn  man  aus  ihm  eine  Tangente  an 
eine  der  gegebenen  Hyperbeln  zieht,  jene  Tangente  auch  die  an« 
dere  liypierbel  berfibrt 

■ 

•  1 1 

Aas  dem  in  §.  6.  Erwiesenen  lässt  sich  unmittelbar  rolp;en- 
der  Satz  herleiten.  ,|Wefin  man  drei  Ellipsen  von  beliebieen 
Parametern,  und  in  befiebiger  Lage  (jedoch  in  einer  Ebene)  hat, 
und  man  zieht  an  je  zwei  derselben  die  äussern  und  die  Innern 
Tangenten,  so  iiegeii  die  drei  Durchschnitt^punkte  der  äussern 
Tangenten,  so  wie  je  zwei  innere,  mit  den  nicht  zugehörigen 
„äussern  in  gerader  Linie."  Sind  pämlich,  ilfi,  M%9  M^  die 
drei  gegebenen  Etlipseo,  Ader  Durcbscbnittsponkt  der  äussern 
Tangenten  an  die  Ellipsen  m%  und  üfj; 

A^  jener  der  äussern  Tangenten  an  die  Ellipsen  Mi  und  M^ 

^3         -  -  -  -  -         -  . 

Jf       '        '      Innern 

A 

80  liegen 

Ai,  A^,  A^ 
A\i  J%,  J^ 
A^  t  ^19  Jz 
Az  9  «^  1 '  if% 


»t 

99 
t» 


üfj 

M^ 

if. 

iVg 

M^ 

üfj 

Mi 

-    M^ 

in  gerader  Linie. 

Denn  projicirt  man  die  Ellipsen  als  drei  Kreise  AfPj ,  Mp^ 
Mp^  ;  und  zieht  an  je  zwei  die  äussern  und  Innern  Tangenten,  und 
bezeichnet  die  Durchschnittspunkte  der  äussern  Tangenten  an  die 
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Krcitg  JfiP|  md  JfJ^,;  M^^  «nd  Jfrs;  JÜP«  oad  M^%  fta\ 
■it  ^,,  JPc  mA  JPij  eWoso  die  DprefcgchMtfgf  Hr  der 
Tasgesten  an  die  Kreise  H^i  md  Jfr^;  JK^i  und  Jfr«;  Jl^  md 
Jfi%  respeetiTe  bmI  J^g,  «fr«  md  J^g.  eo  Ittt  MoBge  bevrieaea, 
dass  die  Punkte 

Jßg,  Jf^,A^^;  A^i,  JiP,,  *,;  ^»  /^i,  ^s;  J%»  *!|.  /P« 

10  gender  Lieie  üq^es.  Prajictrt  ouui  die  eedie  Pmkte 

wieder' in  die  geonefrisebe  Mdfliebe  «acb 

^i»  -^a»  4i*  «^i»  /»f  J» 

zorfick»  ao  werden  aacb  nach  6.  6.  diese  die  Eigenschaft  heaitzeB, 
dass  jede  ans  ihnen  gezogene  Tangente  an  eine  der  Effipsen  JH]* 
M%f  ßim  noch  eine  zweite  derselben  berührt;  femer  werden  anck, 
ebleofalls  nach  dem  vorher  Erwiesenen^  die  Pimkte 

^l»   ^%»   -41»    /l>  ^%9   ^M 

aof  den  entsprechenden  Linien  liegen,  anf  welchen  sich  ihre  per- 
spectivischen  Projectioneo  befinden,  also 

(A,  A^  A^.  (J,  J,  J^,  (J,  /.  /,),  (4.  Jt  J^ 

▼ier  gerade  Linien  bilden. 
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nie  astronomische  Wärme-  n.  Kilcht- 
Tertheilnnir  auf  der  Krdoberflilche« 

Von  dem 

Lehrer  Herrn  Brenner 

so  Tallling^en. 


EKe  freie  Wärme»  welche,  nebet  dem  Lichte»  hanptsXchlich 
die  Elxistenz  der  organischen  Körperwelt  bedinet»  wird  der  Erd- 
oberfläche aus  zwei  Hauptqaellen  zngeführt.  Die  eine  ist  der 
Wärme vorrath ,  den  die  Erde  in  ihrem  Innern  birgt,  die  andere 
die  Sonne.  Da  wir  nun  von  der  Wärmemenge  des  Erdkerns»  so 
wie  von  der  Wärmeströmung  gegen  die  Oberfläche  noch  keine 
genane  Kenntnifvs  haben,  übrigens  aber  von  einzelnen  Gegenden 
(uland,  Grönland)  wissen»  dass  sie  aus  der  Erde  eine  weit  gros- 
sere Quantität  Wärme  beziehen,  als  andere  Gegenden»  &o  lässl 
sich  fiber  den  Ausfluss  dieser  Wärmequelle  wohl  keine  allgemeine 
Regel  angeben.  Weit  mehr  Hoffnung  scheint  vorhanden  zu  sein 
zur  Bestimmung  der  von  der  Erde  ansfliessenden  Wärmemenge 
für  jede  besonoere  Gegend»  besonders  wenn  man  sie  mit  der  von 
der  Sonne  gespendelen  (Wärmemenge)  zu  vergleichen  sucht.  Die 
letztere  aber»  nie  Sonne,  verbreitet  ihre  Wärme  anf  solche  Weise» 
Hass  sich  die  Verhältnisse  der  Wärmemengen  för  verschiedene 
Gegenden  genau  bestimmen  lassen»  —  Verhältnisse,  denen  auch 
die  Lichtverbreitung  derselben  unterworfen  ist  In  Beziehung  auf 
die  Wärme  ist  9war  bekannt»  dass  sie  durch  die  Sonne  aus  den 
Kurpem  nur  entwickelt  (frei)  wird ;  dessen  unseachtet  kOnnen  wir 
ans,  fflr  unsem  Zweck»  vorstellen»  sie  sei  wirklich  ein  Ausfluss 
von  der  Sonne. 

Die  von  der  Sonne  herrührende  Wärme-  und  Lichtvertheilung 
auf   der  Erdoberfläche   nennen   wir  die   astronomische»    und  die 
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Wärme-  and  Lichtverhältoisse,  oder  aoch  dieWSnne*  uadLi 
meneen  für  Terschiedene  Gegenden  zu  beetimmen,  «ei  der  Gel 
etana  unserer  Beecbäftigang. 

Es  ist  bekannt«  dass  sieb  die  auf  deiche  ebene  Flicbea 
worfenen  Wärme-  and  Lichtmengen  Ternalten  wie  die  Sinss 
Neigungswinkel  der  auffallenden  Strahlen.  Es  werde  non  dk 
der  Zeiteinheit  aaf  die  Flächeneinheit  senkrecht  geworfene  l^är 
oder  Lichtmenee  zur  Einheit  angenommen,  so  ist  dieseft« 
einer  Neigung  iV  der  Sonnenstrahlen  gegen  den  Horizont 

:=sin/V. 

Diese  Neigung  der  Sonnenstrahlen  istaber  nichts  anders,  als  die  B 
der  Sonne.  Es  sei  daher  (Taf.  IH.  Fig.  2.)  JffR  der  Horii 
des  Ortes,  Z  dessen  Zenitb,  AQ  der  Aequator,  P  der  N( 
DE  der  an  einem  beliebigen  Tage  ron  der  Sonne  bescbi 
Parallelkreis,  L  der  Standpunkt  derselben  za  einer  belk 
Nacbmittagsstuode.  Ziehe  ich  durch  L  den  VofftikaOort« 
so  wie  den  Meridian  PTt  so  ist  im  sphärischen  Dreieck  ZI 

cosZL^cosZP.co^PL+BiüZP^inPLjeosZPL . 


Setze  Ich  die  Breite  des  Ortes  ss/?,  die  stattbabeode  Dedias 
der  Sonne  s=:9,    den  Stundenwinkel  ^=S,   so  wie  die  l^4e 
Sonne  =tf ,  so  ist,  wenn  durch  n  das  bekannte  KreisverlUlta 
344159....  bezeichnet  wird, 

ZZr=|-J?;  ZP=^|^ß;  PLzzz^^d  und  ZPL=S; 

folglich 

1)  sin£F=rstnfeinj3  -f  cosdcos/5(rosi9. 

Bezeichnet  man  die  Zeit  mit  f,  so  fst  der  Zettmomeiit  di. 
die  in  einem  Augenblick  von  der  Flächeneinheit  in   Emplaur 
nommene  Wünne-  oder  Lichtmenge 

isizdtaitiß; 

folglich  hat  man,  wenn  man  die  Wärme*  oder  Ltchtme&fe  r^ 
Tages  mit  AI  heizeichnet, 

^/=  /  c//(6inJsin/?4^co6dG06/}cosS), 

wefem   dieses  Integral  zwischen   den  geborigei»  GT«nico  svc^ 
men  wird. 

Zur    Zeiteinheit    nehmen  wir  die   bürgerliche    Stand«, 
dann  ist  ^ 


1^ 


Uglieh 


!• 


12S       .     -,     12dS 
und   a^=; 


Die»  gibt 

Zwar  ist  auch  die  Declination  d  eine  Function  von  ^,  und  folglich 
auch  von  Sl  allein  sie  variirt  in  einem  Tage  so  wenige  dass  das 
tägliche  Wacfasthuni  derseH^en  auf  das  Integral  keinen  merkUehen 
Einfluss  ausfibt.  Nehmen  wir  jedoch  för  den  Tag ,  dessen  Wärme- 
Qod  Lichtmenge  bestimmt  werden  soll,  die  Mittags  12  Uhr  statt- 
findende Declination  als  constant  an,  so  wird  man  für  den  einen 
halben  Tag  etwas  zu  viel ,  für  den  andern  etwas  zu  wenig  Wfirnie- 
oder  Lichtroenge  haben,  so,  dass  beide  Fehler  sich  beinahe  neu- 
tralisiren  werden.  —  Somit  bekommen  wir 

12 
2)  ilf= — (sindsinj?.  5  -f  eosdcos/SsiniS)  -t-  C, 

wo  C  die  eingegangene  Constante  ist. 

Fassen  wir  zuerst  nur  den  halben  Tag  Ins  Auge,  so  ist  för 
die  eine  Grenze  dieses  Integrals  jS=0,  und  die  andere  ergibt 
sich  aus  1)»  wenn  man  U=^0  setzt    Sie  ist 

cosS=-tgdtg^  oder  «=3- (-tgdtg^). 

Nehmen  wir  dasselbe   zwischen  diesen  Grenzen,    verdoppeln    es 

hierauf»  setzen- öt~=u  und  behalten  S  als  Hilfsgrusse  bei,  so 
haben  wir 

3)  fi=sindsi  nß.  S  -{-  cosdcos/3sin  S . 

In  Betreff  derjenigen  Gegenden  aber,  wo  die  Sonne  gar  nicht 
mehr  untergeht,  hat  man  das  Integral  2)  für  einen  ganzen  Tag, 
oder  vielmehr  fiir  die  zwischen  zwei  aufeinanderfolgende  tiefste 
Standpunkte  der  Sonne  fallende  Zeit  von  24  Stunden,  d.  u  zwi- 
schen den  Grenzen  S^=zO  und  jS=;s  zu  nehmen  und  hernach  zu 
verdoppeln.    Uiess  gibt 

4)  ilf=24sindsin/3. 

Man  kann  nun  die  Frage  aufwerfen:  In  welcher  Breite  findet,  bei 
gegebener  Declination  der  Sonne,  .ein  Maximum  oder  Minimum  der 
in  einem  Tage  gelieferten  Wärme-  und  Lichtmenge  statt?  Zu 
diesem   Zweck  setzen   wir  die  in  Beziebung  auf  p  genonwienen 


IM 

Differentiale  von  3)  and  4)  gleich  NaII  and  entfridsebi  (L  3f 
merst 


1 


dUß  z=:BmicoBß.S+B\ndB\nßdSp — eosfein/hidS-l-  oosfcoa^fees&ii 

Sabstitairen  wir  fBr  coeS  dessen  Wertb,  so  heben  Ah  utm 
rechten  Seite  dieser  Gleichnng  das  zweite  ond  Tiefte  ^ed  geg^ 
seitig  auf,  nnd  es  Ist  alsdann 

i2tf^=3sindcos/?.5-^casdsin^sinS . 

Setzen  wir  nuö  du^^O*  so  kommt,  wenn  wir  igS^aaäm 
nachdem  die  entstandene  Gleichung  aotor  mit  der  Gleichimg   , 

tgAg/}=3-cos5 

multiplicirt  worden  ist^ 

5)  2Sa^+B\n2S=0.  | 

Elimioirt  man  aus  3)  und  6)  S,   so  ergibt  sich  das  M.  IL  tdl 

co»d   .    -. 
t«= — 2»aini9. 
eosp 

Ist  d*Ug  negativ,    so  findet  ein  Maximom,  nnd  posiGr,   cn 
mum  statt.    Es  ist  aber 

i^^ic  =  —  t«  -f  ^S^(sinJcos^ — cosdsiB/9c<»8^ 
oder,  indem  sieb 

^*^-  sinS.eos^ 
findet,  durch  Substitution  dieses  Wertbesi  so  wie  diirnjeeiges  n^ 

sin^— coad^sin  fflcosji* 

^^fi—        cosdsiniScos/3«        * 

Ibt  daher  der  absolute  Werfb  vod  ig!  ^  sinScoBß ,  so  hat  mtBi 

Maximum. 
Minimum. 

Wenn  nun   .S'  ein  Werth  ist,    der  die  Gletefainig  5)  hmd 
befriedigt,  so  hat  man  die  Correctiou 

1  2iya«+ain2S^ 

•"     2    a'4-cos2i^'     * 

Setzen  wir  y~25aS4-sin25,  so  ist 
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far  5=0  ,.»=0, 

,1  S=zn  «...,.•  ^3=29ra*. 


Im  Uebrigen  bemerkt  man 


;c 


1)  dasfl  für  alle  Werthe  von  S  zwischen  0  and  5-    jede  der 
Grossen  2iSa^  und  6in2iS  positiv  bleibt,  so  dass  y  positiv  ist; 

2)  dass   zwischen   S^=k  ^o^  '~T'    ^^^   Grosse^  25a*    zwar 

immer  noch   stetig  wäebst,    allein  sln25  von  Null  an  stetig  ab« 

nimmt,   so  dass»  wenn  einmal  y  negativ  geworden  Ist,   dasselbe 

3« 
auch  negativ  bleibt,  bis  auf  den  Werth  i$=:-j-.  In  der  That  ist 

3 
auch  (ur  den  letztem  Werth  von  S....y=^  9ra^-^l negativ, selbst 

für  den  grossten  Werth,   den  man  a  beilegen  kann,    nemlich  füjr 

a=stg2302S' =0,434....; 

« 

3)  dass  gleicher  Weise   zwischen   Szsjit    und    n   wieder 

jede  jener  Grossen  wächst,  und  dass  demnach  auch  y  positiv 
bleibt ,  wenn  es  solches  einmal  geworden  ist.  Wirklich  geht  es 
in  diesen  Grenzen  auch  von  der  Negativitat  in  die  Positivität  über. 
Da  wir  nun  dem  Stundenwinkel  S  keinen  grossem  Werth  beile- 
$ren  dürfen  als  n,  so  folgt  daraus,  dass  y  ausser  5=0  noch 
zweimiü  durch  Null  gehen  wird,   nemlich 

Ar  einen  Werth  von  S  zwischen  5-  und  -j-,  so  wie 

«        *»  »>        u    »»        »»  "7"   und  Ä, 

Sonach  bietet  die  Gleichung  S)  drei,   aber  auch  nicht  mehr 
als  drei  Werthe  Nr  j»  dar. 

.Die  Gleichung  4}  aber  gibt 
Thmt  S?I.  11 


also 
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• 


/3=90»  und  M=^i8md. 


ß=W*  gibt  aber 


d^Mp=z-^2isinö, 

folglich  hat  man  hier  ein  Maxiinum  und  zwar  för  den  Pol. 

Man  fiberzeugt  sich  daher,    dass  die  tägliche  W&rme-  oder 
Lichtmeuge  vier  M.  M.  darbibtet 

Fflr 

5=0  oder  tgdtg/?=:-l, 

d.  h.  für  den  Fall,  vro  die  Breite  ß  und  die  Declinatioo  8  der 
Sonne  einander  entgegeogei^ettt  sind  und  eich  ra  einen  Rechtes 
ergänzen,  ist  aber 

dhißSi-i-cD,  also  tisO  ein  Minimum. 

Hat  man  hierauf  aus  der  Gleichung 

25a^-|-sin25=0 

noch  die  zwei  fibrieen  Werthe  numerisch  bestimmt,  so  wird  miB 
vermittelst  der  Bedingung 


tg;5sin5.cos/} 


entscheiden,  ob  man  ein  MaiJmnm  oder  Minimum  hat*  Diese 
Entscheidung  erledigt  sich  jedoch  einfach  durch  dl«  Bemeiinuig, 
dass  die  Max.  und  Min.  .nur  abwechslungsweise  aufeinander  folgen 
können.    Da  nun  der  erste,  aus  der  Gleichung 

l 

gezogene  Werth,  tg/)=s — -r-»»  ein  Hinunnm  liefert«   so  wird  der 

zweite  Werth  von  ß  ein  Maximum  und  der  dritte  wieder  ein  Mi- 
nimum  geben,  während  vom  letzten  Werthe  fiir^,  n^pijv»|t  ^==90^, 
bereits  Bekannt  ist,    dass  er  ein  Maximum  bedu^ 
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Ntemt  ii*o  s.  &  di*  grOstte  Dedimtfen  der  S^lae  <3e93028', 
so  ergibt  sich  Anssier  SsO  ta»d»  noch 

5=1.9969^..  oder  5=114025', 
SO  wie  • 

5=2^1708  oder  5=144013'; 
tg^.tgd=:  —  cofliS  gibt  aber 

/J=43036'  and  |3=61051', 
und  dicfis  gibt  ferner 

tt=:U634  und  ti^lJSOQ. 
Man  bat  daher: 


1)  ein  Minimnm...  tc=:0  o^r  ....  MazÜ    in  der  Breite  —66033'. 

■  f' 

2)  ein  Maximum  ^  tc»  U634 ...  od.  AT :ri:8,8112 ..     „         -f  43^36'. 

3)  ein  Minimnm ...  u  =:14369 ,..  od.  itf «8,fl8Sl ...     „         +  6VW.. 

4)  ein  Maximum ilf  =9,SS71 ...     ,,         -f  QO^od. 

auf  dem  Pol. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Bestimmung  der  Wärme - 
and  Lichtmenge  för  einen  grossem  Theil  des  Jahres,  oder  auch 
Hir  das  ganze  Jahr.  Allein  es  wäre  sehr  umständlich, .  dieselbe 
lur  jeden  einzelnen  Tag  zu  berechnen»  und  zuletzt  alle  zu  sum- 
mireo.  Diesen  Zweck  erreichen  wir  weit  schneller  durch  die  Dif- 
fereozen-Rechnung. 

Es  ist  hier  völlig  genügend ,  uns  die  Erdbahn  kreisförmig  und 
die  i$oBn^  im  Mittelpunkt  befindlich  vorzustellen,  so  dass  dieselbe 
in  ihrer  Unge  täglich  um  denselben  Bogen  fortschreitet  und  alle 
biiigerUdben  Tage  einander  gleich  sind.  Diese  Annahme  können 
irir  ua  so  eher  machen,  als  physikalische  oder  Ortlicbe  Ursachen 
ooch  weit  bedeutendere  Modiheationen  eintreten  lassen. 

Die  Länee  der  Sonne  bezeichnen  wir  mit  il  und  deren  ^tägli- 
ches Wachsthum  mit  h.  Unsere  Summationen  aber  können  wir 
io  Bexaehung  auf  den  Variablen  A  und  dessen  constaotes  Wachs- 
thum A  durchfahren  >  während  l  an  die  Gleichung  gebunden  ist 

sind=sin£*sinX, 

wo  i  die  Schiefe  der  Ekliptik  bezeichnet. 
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^  Wir  sin/' null  genittfaigt,  die  Fonnein  3)  md  i,)  mmaatot- 
men»  dass  eine  Integratioa  in  Bezidiang  auf  l  mSgfach  ist.  piee» 
iässt  sich  in  Bezienong  auf  3)  nur  durch  eine  oneodliche  Reihe 
bewerkstelligen.  . 

Setzen  wir  • 

SO  haben  wir  ans  3) 

Hiervon  ist  das  Differential  In  Beziehung  auf  % 

«^        •   »  «o       cosd.sinS  .  G08d.coBS.i&& 
düm=ismo.dS% -jj + 

Btiminiren  wir  cos5  vermittelst  des  Wertfaes  — «tgd,  so  ist 
aü,  =  _5??»^=  -  ^  \ri-sinÄ(l+x«) 


oder 


rfC7.  =  — 4(l-c.sinl«)4* 


wenn  wir 


Bm*(l  +  t*)=:e 


setzen. 


Nun  k((nnten  wir  die  WurzelgrOsse  (1  —  eslnX*)i  nach  dem  bn 
nomischen  Lehrsatz  entwickeln,  und  hierauf  die  PoteDsen  von 
sini  in  die  Sinns  und  Cosinus  von  iL  und  dessen  Vielfiicfaen  Te^ 
wandeln.  Diesen  Zweck  können  wir  jedoch  unmittelbar  erreicheD, 
und  da  nur  gerade  Potenzen  von  sinX  zum  Vorschehi  lommeD, 
und  diese  keine  Sinus,  sondern  nur  Cosinus  erzeugen,  so  setzen 
wir 

(1 — csinA^i = Oq  -f  Ol  cosi  *|*  aBCos2X + a^emäl  -f  •....  obicosiiX. 

Nimmt  'man   die  Differentiale  der  Logarithmen   bdder  Sdten  in 
JBeziehung  auf  A,  so  kommt 
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e.8in2X 


(2— c)  +  c.cos2A 

OiBink  *|*  2a^8in2t+  3a^Bio3X .+namBinnk 

aQ+aiCOBli-a^coa2l+agCos3k . ...  4"  Oncosjiil 

■ 

Da  im  Attgemeinen  ist 

flo  hat  man,  wenn  [man  die  Nemier  wegscUtft,  als  CoefBcient 
von  amnl: 

^com^  —  2^<M^— (2-<?)«flii— ^^^^^^^^'^'^a^^  +  ^^^^^'^+^- 
SetieD  wir  diesen  Coefficienten  gleich  Null«  und  ersetsen  n  durch 
»—3,  so  entwickelt  sich 

Seist  man 

(l-c.sini«)i=[l  +  j(e^^==5-e-^^^i)«p, 

80  fibersengt  man  sich,  dass  bei  der  binomiachen  Entwicklusg  iL 

in  der  Potens  e^r^^^  stets  nur  in  Begleitung  eines  geraden 
Coefidenten  erscheint,  so  dass  sich  die  Coefficienten  a»  mit  nn- 
eeradem  SteUenzeiger  als  Null  ausweisen.  AJie  Coefficienten  on 
bestimmen  sich  daher  in  Oq  und  a^,  welche  letzteren  unmittelbar 
m  entwickeln  sind« 

Oq  ist,  nebst  1,   der  Inbegriff  aller  der  GrGssen,    welche  in 
den  Potenzen   (e^V^i^e-^V^i)^     das     mittlere    died     ans- 

Buchen;  nnd  ebenso  ist  h*  ^   die  Summe  alier  derjenigen  Coeffi- 

denten,  die  jenem  mittlem  Gliede  unmittelbar  vorangehen  oder 
auch  nachfolgen,  d.  h.  der  Coefficienten  der  Grösse 

Auf  diese  Weise  findet  sich : 
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«oÄ  1-2 1  -4.3.  ^  (g-)  -  6  5.4'^j^  .  (J) 

«7«»   ^-^^'S     /cy 
-8.7.6.5.  pr55355- ^8  ;  

-^MS-'X*"-')- ••(-+•)•  *W^  (1)"  • 

1      _5..^1.1/cY     6.5    l.lJi^cy  ,  8.7,6  1.1^.5/cV 


2m(2iii— l)(2m— 2) ....  (m+2)  U.3.5..42m^-3)  /c\« 
+  1.2.3-.,  (m-lj  ].2.3L4n        V»/    * 

Vermehre  ich  jede  dieser  Reiben  um  ein  Glied,  indem  ich  das 
neue  Glied  aus  dem  leisten  darck  Verwandlong  des  m  In  m-fl 
gewinne,  und  dividire  hierauf  das  letzte  durch  das  vaehislelzte, 
so  finde  ich  fBr  die  Verhältnisse  zweier  aufeinander  folgend^ 
Glieder: 

4m*— 1 
c. 


4(m  +  l)« 
und 


c. 


Beide  Verhältnisse  sind  kleiner  als  c,  nahem  sich  aber  dieser 
GrOsse  desto  mehr,  je  grosser  m  wird,  und  gehen  nur  ßät  «vkqb 
in  c  ülier.  Die  Convergenz  beider  Reihen  ist  dahev  geridicrt, 
sobald  c<l,  d.  h.  wenn 

sine'.Cl-t-tg/S*)  <  1 ,  oder  sln€  <  cos/i , 

nut  Worten ,  wenn  die  Breite  den  Psiarlorels  mclil  enreicht^ 

Um  jedoch  auf  u  lurfickzukommen,  muss  dU%  in  BesiehuBE 
auf  t  integrtrt  werden,  und  es  firafft  läch,  ob  obige  ReiheB  aacS 
bei  dieser  Sachlage  noch  als  brauchbar  sich  zeigen. 

Wir  haben  daher  zu  vergleichen 


oder  bei  VenacbliMiguDg   des   gemeinschaftlichea  Coeffideoten 
■in^: 


(t  + 


M^"„u/i^&. 


1«3 


Ea  iat  «iwr 


3     —  ,«+»»T   1.2     *  +       ro      *^+-' 


/ 


j-r-  dz 


f 


— ,  +w«  +  — 172      3  +  1:2:3  '5  +  •• 

X  mag  positiv  oder  negativ  sein »  so  ist  (Qr  alle  Werthe  von  z^  l 

jedes  Glied  der  obem  Reihe  f^Ssser,  als  Jedes  Glied  von  der- 
selbeD  Ordnang  in  der  untMo  Ileihe^  mit  Ausnahme  des  Falles 
x=l,  wo  die  absoluten  W#the  der  zwei  ersten  Glieder  einander 
gleich  sind,  nemlich  =1.    Es  ist  daher  am  so  mehr« 


/ 


*d^dz      c- 


als  das  Integral  eine  Differenz  kleinerer  GrOssen  vorstellt»   wäh- 
rend  -pp  eine  Summe  grosserer  Glieder  ist 

Für  2  positiv  und  >  1  ist  / 5-^ —  stets  positiv,  und 

filr  z  negativ  und  >1»    ,»  ,»  ,9      negativ, 

mit  dem  einzigen  Ausnahmefall  m=iO.    Es  ist  aber 

11         ,-  m(m— 1)  ^  -     2 

=  ;f +  7+»(l-')+— lX~*  <*^3> 

,  m(m— t)  (m— 2)  x^ 

+         1.2.3  s(i-g;  +  ... 

wo  das  negative  Zeichen  ßlr  das  positive  2  und  das   positive  fCr 
das  negative  x  gilt. 

X  mag  so  gross  sein,  als  es  will^  kann  man  doch  stets  m 
einen  Werth  beilegen,  der  diese  Differenz  (Summe)  positiv  macht, 
so  dass  jedenfalls  in  der  Entwicklung  von  V  die  später  folgen- 
den Glieder  bewirken»  dass 


/ 


wird. 


Um  diesen  Umntand  herbeizof&bren ,  hat  man  nlchi  Mninal 
nothig,  änf  einen  hohen  Werth  von  m  anzusteigen ,  deanvrb  habeo 
uns  bereits  überzeugt,  dass  CouTei^enz  ^ur  dann  erreicht  %«ird, 
wenn 


• 

*                                 cosj3>sia£9 

welches  gleich  Ist  mit 

Z  <  COtg£  • 

Nun  ist 

cotg«  =  2,3035 

und  da  t  nicht  einmal   dies«  GrSsM  erreldi«ii  darf,    so  aeigt 
sieb  inotiig«!  Reihe  tSt 


(1+*«)-  _  /*(!  +x«)» 
höchstens  das  dritte  Glied  als  negativ,  so  dass  schon  der  Werth 


nucnsiens  aas  ariite  uiiea  ais  negati 
Yits^S  diese  Differenz  positiv  madit 


Die  Reihe  für  ü  oder  u  zeigt  sich  daher  noch  braachbarer 
als  die  fCir  dU%* 

In  Beziehung  auf  die  Anwendung  der  Formel  6)  zur  Bestim- 
mung des  Coefficienten  a«  ist  zu  bemerken ,  dass  das  erste  Gfied 
hl  der  Entwicklung  von  (l — esinil^)!  den  übrigen  conform  sein  rnnss, 
d.  h.  es  muss  die  Form  haben  vcosoA  oder  ycoso.    Soli  aber  die 

'Grösse  c»'^""*+e-"^""*  einen  Cosinus  darstellen,  so  rnnss  ihm 
ein  Zweier  als  Nenner  untersetzt  werden,  woraus  folgt,  dass  der 
CoefBcient  a«  stetei  der  gedoppelte  Coefficient  von 

In  der  Entwicklung  fSr^  • 

ist. 

Die  Grenze  des  Verlustes,  bei  beliebiger  Abbrechung  unse- 
rer Reihe 

a)  ^0  -f  a^coB2X  -f-  flr4C084A . . . .  -f  a^tiCOsSii  A 


iSsst  sich  am  Bbfachsteo  dadvfdi  bestimmen,   dass  wir  das  Bi-' 
nomivm  (1— «siDX')^  unmittelbar  entwickeln,  wodorch  wir  erhalten 

b)        1— 2  esinX* — ^.  j^  c^sinl*  -  gi  •  Jj^^sml^....    , 

2"*         L2.3..^»i 


■••• 


Die  Reihe  a)  geht  aus  der  Beihe  b)  hervor,  wenn  die  verschie- 
denen Potenzen  von  sinil  in  Sinus  von  l  und  dessen  Vielfachen 
verwandelt  werden.  Es  ist  auch  bekannt,  dass  der  höchste  viel- 
fache Bogen  in  den  Verwandlungen  von  sini**  der  2mfache  (ind) 
int,  woraus  fol^,  dass,  wenn  man  jn  b)  mit  dem  Gliede 

I    1.1.3.5««...()ni~-3)       ,  .^ 

^-        Ll3-;.m *^"*^*" 

\ 

Ibbridit,  in  a)  keine  hChem  Potenzen  von  c  erscheinen  werden, 
als  €*,  und  dass  demnach,  wenn  man  fi=m  macht,  und  in  den 
Coefficienten  # 

■ 

die  Potenzen  von  c  nur  bis  auf  c"  ansteipen  lässt,  in  a)  anch 
kein  einziffes  Glied  verloren  gegangen  sein  wird,  so  dass  beide 
Reihen  voUstftndig  deo  gleichen  Wertb  haben  werden. 

Lisst  man  nnn  in  b)  m  um  die  Einheit  wachsen ,  so  erh&lt 
man  dadurch  das  (m+2)ie  Glied,  und  dividirt  man  diess  durch 
das  (mr|*l)ste,  so  ist  das  Verhiiltniss  derselben 

2m  — 1 
Der  Coefficient   5 — j^c  ist  stets  kleiner   als  c  und   nShert  sich 

bloss  der  Grosse  c,  wenn  m  wächst  Es  ist  also  auch  diese  Reibe 
coovergent,  sobald  c  <  1. 

Die  Summe  der  geometrischen  Progression 

a+ae  +  ac*+ ....  a«»+  * 


f 


t 


IM 

aber  i«t 


f=a. 


e^l 


Lässt  man  jedoch  die  Reihe   mit  dem  GBede  e"  beginneo,   so 
setze  man  oor  a=:€^  «nd  dann  hat  man 


M=Z€^. 


e^l  • 


Ist  e  ein  Brach,  mid  gMch  ^,  so  gibt  diess  flir  m=s<» 


frorans  folgt,  dass  die  Somme  der  nadifolgenden  Glieder  glekb 
ist  dem  -_^  fachen  des  vorangegangenen  Gliedes.  Sind  jedocli 
die  Glieder  der  Progression  noch  mit  fadlenden  Coeffideaten  be- 
gießet, wie  diess  wirklich  in  b)  der  FaD  ist,  wo  c  i&r  ^  st^t, 
so  erreicht  die  Summe  der  nachblgendeo  Glieder  nicht  einmil 
das   —^  fache  des  vorangegangenen  Gliedes. 

Hat  man  sich  daher  Aber  den  Grad  der  beahsicfatigteD  Scharfe 
der  Rechnung  entschieden,  so  wird  man  in  der  Formel  h)  das 
Glied  bestimmen,  mit  dem  man  abzubrechen  hat  Ist  es  das  Glied 
c*.6inil^,  so  wird  man  auch  nur  die  Coeflicienten  a  bis  Oyi  be- 
rechnen, in  denselben  c  bloss  bis  auf  die  Potenz  c"  steigen  las- 
sen und  mit  dem  Gliede  otncosäriil  endigen.  So  wird  man  eod- 
lieh  haben 

« 

rr  PaoA-a^oeStX  -f  o^cosiil ......  -f-  a^^cos^ml  ,   .  ^ 

t/=: — f >  '     '         ■  ax+C 

wo  C  die  durch  die  Integration  eingegangene  Consfanfe  ist, 
welche  im  Aüsemeinea  eine  Function  von  l  sein  wirdl  Um  diese 
Constante  zu  bestimmen,   gehen  wir  zurffck  auf  die  CMcbnng 


, ,,  cosd.sinS 


deren  Integral 


I 
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ü=._^S?^^d,+  C 


keiD  anderes  ist,  als  das  obige*    Ufimiach  ist 

/coaS.elnS  j    .  ^        .  .  «  .  cos«.8inS 
-^ —  fu  -l*  C  s=  sino.o  + • 

■  .      •  •  ^  i„v        f  ■.  cosi-sinS 

Integriren  wir  per  partes «  so  beben  sich z gegenseitig 

auf,  und  es  ist       * 


-/^ 


•  coad.coBSdS»  +  C=  sind.  S  • 


Ersetze  ich  gosjS  durch. — s.tgj»  so  ist 

oder 

sind.  iS-{-Cs5 sin j.<S, ' 
folglieb  CssQ.     Somit  haben. wir 

^                 .  ^ /*flo+%cos2A+fl4C0s4iL...+a^cos2«A 
7)     »==— sin/7y p d^. 


Setze  Ich  nun 


— slnj^y  ^^=2<,, 


so  Icommt 


6)         «= 
Tob  dem  bt^gnlea 

IlMt  «dk  Icidit  das  wiadMIgnAt  dmnk  dm  t 
ctinaea.    Mao  hat  naaüfh  xuersl 

und  hierauf 


/*a+«*)— »*. 


Elininire  ich  nun 


w»  kommt 


<s^„y(±!^* =cw^+».yw5n« 


Satte  ich  nao 


"•^7  — ? — =^; 


60  ist 


-4)=— cos/3, 
^i=8ec^-f  2^, 

4,=j(sec^»+4^i) 


»9» 


^=g-(»ec/J»+6^, 


i 

Um  nan  in  den  EntwickluDgeo  von  a^,  a^»  fla**-  die  CoefS- 
cienteD  Ton  g*   tu  besfimmen,  setzen  wir 


ao=l+«6  (|)+«o  (0  W(|)  W  (I)* 

w/c\     m/«\«    <»)/cV'  U)/c\* 

•.=«.(8j+«*(8;  +«*  (ä)  +«*  (g;  +• 

(«)/q\2        (3)/c\t        (4)/cV 

^=^  vsj  +«*  vsy  +«*  vs;  + 


+ 


ond  dann  hat  man 


j        '         «  ^  sine*      C  •  ^  /sin«*  V     ^•^  .  /sine*  V  ^ 
iioÄ— -4i>— «^  -"1— 8 '^  "^l — 8~y  """^     •  V — S^J  — '•* 

.  W  ^  sin««       W  ^  /sio««V     ^^^  .  /sine«V 

.  W  ^  /sine«  V     <*^  ^  /sine«\«      (4)  ,  /sine^V 


Nnn  gibt  die  Formel 


17» 


nach  einander: 


«4=5  (Oa+^a-^o»)» 


1  8 

Hfl  =  y  (-aa+8a4-2-  -  04), 

1  8 

010=  ji  (— öae  +  1««^— 4.-4?,) 


Macht  man   nun  die  gehörigen  Subatitliti^fnea  and  Tergleidit  die 

e 
CoefBcienten  derselben  Potenzen  von  qp^o  kommt 

(*)        1      («)       ,   W        (3)         ^ 


o;^  ^—(i^^ii/ 0^)      l     wo  ter  alle  0^  deren  doppelter  Wtttb 

"  f  SU  nehmen  Ist. 


C%    =  y  (— <%+8«4   — 2«^4    ) 

I 

/ 

(4)        1  (4)  (4)  (5) 

fl^   =y(— «,  +  8a4  —2tt^) 


«•     =ar(— i%+8fl?4  — 2«4  ) 


(4)        I  ^      ^(4)       ,^    (4)  (6) 

O^    =g  (^304  +  12«^  -.3c^5) 


171. 


(M  1  (»)  (5)  (6) 

«10  =n  (-6««  +16«*  — 4i%  ) 


Berechnen  wir  nun  o   numerUch  und  stellen  die  ersten  Werthe 
tabellarisch  dar,  so  haben  wir 
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«0                                          4% 

•!» 

% 

«(,=-2 

(1) 
«^  =2 

c(o  =—3 

«^  =4 

«.=-1 

«to  =—10 

«^  =:iS 

Oll  =—6 

«6=1 

(♦)    175 
«b  =   4 

«t  sTO 

«^=-^35 

(s)    441 
«0  =   "4 

(•)   735 

«4  =—210 

(»)  SIS 
«6   =T 

(•>    4851 
«6  =-  4 

«) 
«^  =2079 

(<)    10396 
«^  *-  8 

(*)  IIS 

1 

(r)    14157 
«0 »2 

(7)  99099 

C7)    33033 
«*    =    4 

(')  aß 

«•  =T 

(8)    27606t5 
«.  =—   64 

(«)   306735 
«.  =  4 

(8)    429429 
«fr  _    ^ 

(1)  urn; 

(•)    8890825 

(•>  15643485 
**  =   32 

(•)    1422135 

(«)  33^ 

do)    112285469 

do)  61038845 
•*  =   16 

(10)   153116536 

do)  UT: 

«•  =—   64   ■ 

«. 64 

^1  -  fl 

m 


(4) 


6 


U)    093 
tr)  1-  3003 


(*)    196196 

%  =— 


16 


t») 


8 


I  (»)   7 

«lo  =J 


(8) 
«10 


2 


(r)   3008 
-  8 


«li 


(s)   1S015 
«10  ="~4~" 


766766    (•)   646076 
|«i«  =—16 


(»•)   11778196 


I,  =— 


16  \ 


CJQ)  2376689 


(6) 
«H  • 


(•) 
«i»  = 


ao) 
»11  = 


21 

s 

231 
4 

6436 
8 

36466 


11778196 
128 


(r)   33 


(•)  429 
«t*  =-4- 


(•)   10U896 
«!•  =-64- 

d«)  692836 


TheU  XVI. 


IS 


*74 

Die  Gletdraog  4)  aber  gibt 

9J    ilf=246iD^.slnf.6iDA. 

Nun  ist  bekanntlich,  wenn  man  das  constante  Wachsfhnnn  von  s 
durch  h  darstellt : 


ScoBgx=z 


smq(x  +  2"  Ä) 


2sino  9A 


-f  Const 


1 


wo    iS    das    Sammirangi* 
zeichen  vorstellt 


S8inqx  =  ^ 


co8q{x-\-,jh) 

7TTT 


-  +  Const. ' 


/ 


Will  man  nun  die  Summen  der  n-i-i  Glieder 


sio^a  +8\ng(a-\-h)  +sln9(ö+2A)....  -\-8iDq(a+nAy 


und 


cos^a + cos  gia + A)  +  co89(a+2A) +  cosq(a + nh) 


haben  >  so  hat  man  obige  Integrale  zwischen  den  Grenzen 

arnra  — A  und  xz=za+nh 
zu  nehmen,  und  diess  gibt 


Ssin^rö;  = 


Sco8qx^= 


B\nq(a  +  ^nh)Bin^  qh{n+l} 
smo^A 

co8q(a  +  o  «A)sin5-  qk(n  +  J) 


sin  ^  qh 


Da  das  Wachstfaum  A  in  unserm  vorliegenden  Falle  die  IM- 

genzunahme  der  Sonne  in  einem  Tage»  folglich  kaum  =:g7^is^so 

könnten  wir  bei   unserer   beabsichtigten  Sumroation  in  Beziehung 

auf  8)  in  den  drei  oder  vier  ersten  Gliedern  qqh    statt  ^1115  qh 

setzen.    Ist  X  die  am  ersten  Tag,    Mittags  12  Uhr,  stattfindend« 
Sonnenlänge,  so  haben  wir  aus  8)  für  m+l.Tage^ 
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&i=(«+l)i<0 


co82(A'  -I-  ^  wik)aiaMtm + 1) 


0084(1'  +  2  mA)  sin2A(m  -|-tl) 
+"**' lÄ^ 


siDiiA 
Ebeo  so  liefert  9)  für  in-f  1  Tage: 

11)      gilf=^'y^'°^8iDa-  +  Imh)  8in^*(m+l). 

Die  Formel  10)  reicht  beinahe  fiir  die  ganze  bewohnte  Eide 
«»,  wüireod  II)  aar  fiir  die  PolarlSnder  anwendbar  ist 

Befltimmen  wir  nnn  f&r  die  geni&seigten  und  Tropenifinder 
^  Wärme-  oder  Lichtmenge  eines  ganzen  Jahres.  Nehmen  wir 
^  Uir  zu  366V4  Tagen  an  und  wählen  die  Län^e  eines  solchen 
^^»  welcher  um  Mittemacht  sein  FrQbüngsäquinoctinm  hat,  so 
^  dieses  Aequinoctinm  nach  eidem  Jahre  auf  6  Uhr  Morsens, 
*o  also  die  zweite  Hälfte  der  Nacht  weder  Wärme  noch  Licht 
Mett  Fiele  aber  das  erste  Aequinoctinm  auf  Morgens  6  Uhr»  so 
puae  das  zweite  auf  Mittags  12  Uhr,  so  dass  hier  Va  Tag  weiter 
|o  Rechnung  zu  bringen  wäre ,  und  zwar  bei  der  Declination  d=0. 
Man  wird  daher  nur  unbedeutend  von  der  mittlem  Wärme-  oder 
ticblmenge  abweichen,  wenn  man  der  Summe  für  366  Tage,  das 

^te  Aequinoctinm  ßir  Mittemacht    angenommen,    noch  ^ti,  für 
^-0,  beisetzt,  d.  h. 

Noch  einfacher  erreichen  wir  unsera  Zweck,   wenn  wir  ioter- 

pofiren,  und  setzen 

A(l+m)=2«. 
Da  wir  nun  haben  k'ss^h,  so  ist 

12  • 


.ig  V  Ml    IP  •«««  ■'■!»" 


jl.=;!S  =lK.i.d. 


p^    tt«v  LicMmeng«  ein«  Jabti  fi 


^  \  "  y 


*«aniMHM<qc«  liM  Pols  Mchcn,  wo  ß=X\  "' 
.    •«.    Mt   *ia»  fciifcil  Jahre  zn  thun,   so  aas* 


^.;   H.»*i.  =aüiö=l. 
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13)      5»=^- =  1111 


ßlr  den  Pol. 


Die  dem  Aequator  in  einem  Jabre  zageffihrte  Wärme-  oder 
Lichtmenge  ist  also  2,  4  oder  2%  mal  grosser»  als  diigenigedes 
Poles. 

Die  Fruchtbarkeit  eines  Landes  hfingt,  unter  Übrigens 
gleichen  Ddiständen,  hauptsächlich  von  der  demselben  zuge- 
iuhrten  Wärme-  und  Lichtmenge  ab,  und  wir  dürfen  bei  den"in 
den  irdischen  Temperaturen  stattfindenden  engen  Grenzen  anneh- 
men« dass  für  dieselben  Gewächse,  z.  B.  fär  dieselbe  Getreide- 
art« die  Summen  der  Wirkungen,  um  sie  gedeihen  zu  lassen  und 
zur  Reife  zu  bringen«  gleich   sind. 

Wir  setzen  die  in  Stunden  angegebene  Zeit  des  Gedeihens 
derselben  Fruchtgattung  fSr  die  Breite  ß  gleich  t,  fär  die  Breite 
j3'=f«   die  von   der  Sonne  in  diesen  Zeiten  gelirferten  Wärme- 

Stunde  gibt,  respe 

-- -    _   Wirkung  der  Menge 

Wärme=lund  die  Wirkung  der  Mengen  •Einheit  des  Lichtes 
gleich  10«  so  haben  wir 

M  -i-  nU+ißM—M*  +  m'r  +  u>M' 

oder 

'    1+io  ■  1+tr 

Da  Jlf«  M*  9  t  und  t  bekannte  Grössen  sind,  so  gibt  diese 
Gleichung  die  zwischen  t^--    und  tt-  stattfindende  Relation  an. 

Wollte. man  fär  die  Breite  ß  und  eine  neue  Breite  ß*'  eine  zweite 
Gleichung  aufstelleu,  so  konnte  man  l-\-c  eliminiren,  und  dadurch 
würde  sich  eine  neue  Relation  zwischen  m,  m*  und  m"  dar- 
stellen. 

Bei  absichtlich  angestellten  Proben  hat  es  der  Mensch  in 
seiner  Macht,  in  Beziehung  auf  den  Boden  und  dessen  Befeuch- 
tung Gleichheit  der  Umstände  herbeizuführen. 

Wollen  wir  endlich  die  Wärme-  und  Lichtmeng^  bestimmen, 
die  die  Sonne  in  der  Zeit  T  dem  ganzen  Erdballe  überhaupt  zu- 
fährt, 80  können  wir  uns,  da  stets  Eine  Halbkugel  von  derselben 
erleuchtet  ist,  vorstellen,  die  Sonne  stehe  im  Zenit  eines  Pols« 
während  die  Erde  ruht  Dann  ist  die  dem  Element  dßdX  in  einer 
Stande  mitgetheilie  Menge 
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wobei  wir  einen  Ort  mit  l>eliebiffer  Breite /^nocl  beliebiger  LSn^  1 
gewfihit«  QDd  den  Halbmesser  oiBr  Erde  rrK  gesetzt  haben. 

Die  dem  ganzen  Breitenicreise  mitgetheilte  Menge  int  daher 
=29tIPdß8\nßxoaß= nlPslxaßdß. 
Die  IntegmtioB  gibt 

und  iwisehen  de»  Greasen  ^;=:^'nnd  ß^O 

folglich  so  viel,  als  ein  grOsster  Durchschnitt  der  Erde,  den  die 
Sonne  senicrecht  hescheint,   empfangen  wflrde. 

Diese  gibt  in  der  Zeit  T 

was  fflr  ein  ganses  Jabr  liefert 

365,25.24.ß>9r = 27530.l^« . 
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Velier  die  Ton  Polaren  und  Asymp< 
totenchorden  umhQllten  Cnrven. 

V 

Von 

Herrn  O.  B ermann, 

Häifalehrer  am  Gymoatiom  zu  WeUlar. 


(Pttrtsetzang  des  Aufsatze^s  in  Theil  XIV.  8.  382.). 

I. 

« 

Nachdem  die  EiDhülInngseurven  betrachtet  worden  sind, 
welche  durch  Verschiebung  ws  Poles  in  gegebener  Bahn  ent- 
steheo»  wenden  wir  uns  zu  denen,  deren  Entstehung  durch  Aen- 
deruogen  der  Directrtz  bei  unverändertem  Pole  bedingt  wird. 
Die  Aendemngen  der  Directrix  kOnneu  ilK'e  Form  oder  ihre 
Lage  modificiren.  Bei  solchen  der  letzteren  Art  lässt  sich  im- 
niereiue  Bewegung  des  Poles  bei  ruhender  Directrix  denken,  welche 
dieselbe  Curve  erzengen  würde; doch  nur  in  wenigen  einzel- 
nen Fällen  ist  es  leicht,  Ruhe  oder  Bewegung  von  Pol  auf 
Directrix    und  umgekehrt  zn  übertragen,  so  z.  B.  im   Falle  einer 

feradllnigen  Bewegung,  wo  die  direct  entgegengesetzte  in  dersel- 
en  i^eraden  Richtung  zu  substituiren  ist.  Das  Verschieben  der 
Directrix  in  gerader  Richtung  ist  demnach  auf  die  früheren  Be- 
trachtungen znrückgefllhrt. 

Indem  wir  hier  die  Aendemngen  in  der  Form  der  Directrix 
nicht  weiter  betrachten ,  soll  bloss  eine  von  den  vielen  hinsicht- 
lich der  Aenderaogen  zweiter  Art  möglichen  Annahmen  her- 
vorgehoben werden,  der  Fall  nämlich,  wo  sich  der  Kegelschnitt 
^m  seinen  Mittelpunkt  dreht.  Für  die  Parabel  geht  diese  Dre- 
hung in  ein  CÜ«4ten  längs  einer  Tangente  über,  was  aber,  wie 
>chon  erwähnt,  auf  das  rrabere  reducirt  werden  kann.    Dass  eine 
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coDcealrwebe  Kreisbewecnig   des    Poles   (in  . 

Riehtoog)  bei  roheiider  Directrix   hier  sieht  snb^trirt^  werdes 

kaas,.  enieilt  si^eich  bei  nSherer  BeCrsehtosg. 


IL 

Betraebteo  wir  saerst  die  voo  des  Polaren  des  Poles  x',  g* 
eingehiillte  Corre.  Es  wird  im  Folgenden  dn  rechtwinkfises 
Azensystem  gedacht,  dessen  Aolaogspnnkt  in  den  Mittelponkt  der 
DirectHx  fiUlt  ^ 

Dreht  man  die  Directrix  (Ellipse  oder  Byperbel)  am  den  Win- 
kel m,  so  ist  ihre  Gleichung  offenbar  dieselbe,  wie  die  des  oDrerin- 
dert  liegenden,  wenn  diesslbe  anf  Coordioatenazen  bezogen  ist» 
zn  denen  man  dorch  blocke  Drehung  der  Mheren  Äxen  (ohne 
Verschiebung)  nm  denselben  Widkel,  aber  in  entgegengesstiter 
Richtmi^,  also  um  — a  gelangt.  Die  hier  gflltigen  Trtuisforma- 
tionsgleichnngen  sind  aber 


x=j^cos( — 0^— gfisin( — a>),  oder  j?=:3fisiniD-|-jr|C08», 
Sf::==ari8in(--i»)  -f  yicos(-o).  jfsyicoso— j^sba 

Gehen  wir  von  der  einfachsten  Annahme  ans,  die  nrspriing* 
liehe  Lage  der  Directrix  sei  von  der  Art  gewesen,  dass  ihre  naimt- 
azen  mit  den  Coordioatenazen  zosammenfallen,  als  primitive  Glei- 
chnng 

i)  fl*y«±6«a?«=a«6« 

oder 

^•+/Jj?»  +  f=0,  wo  P=dfc^,  «=-fi». 

Durch  die  angegebene  Transformation  geht  1)  Gher  in 

2)  (cos*(o  i^ßsin^ü^f/^-^iilrr-ßyainmoBm^+iBtR^m+ßeM^ 

Gleichung  des  nm  den  Winkel  m  gedrehten  Eegelschnittes« 
Setzt  man 

-.    •    l-|-co82fl»      .  .        1— cos2i»     -  ,  ^  ,     ^ 

cos«<»=— ^-g »  sin«ö= 2 »  l+jJ=«,  1— |i=l^ 

also 

«    .  .>  •  «       14-54-(l— 0)eosSo     m-ffieos2« 
cos^<o-ffain»(o=  2     =2 * 

sin*«+  p  co8'(o=  — - — ^g-^ = 5 ; 
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80  resultirt  für  2): 


'     ^       lÄ  +  nco82oi    ^  ^  1«  +  iico82oi  m-i-n  C082(o 

Für  deo  Keg^Mhnitt 

^+2iujy+/Ja:»+2yy  +  2«ar  +  £=0 

Ut  aber  die  Chordale  des  Poles  (a;^  g'): 

und  hier  ist ' 

— n8in2Qi      .   m — ncos2m      . ^      ^         2€ 

"'  m  +  ncos2a)*  '^*  iii+iicos2(D* '"~    ""    *     '  m-i-ncos2m' 

Also  GleichaDg  der  Chordalen  des  gedachten  Kegekchnlttes  filr 
den  Pol  x*,  y": 

t\         f  M        nsin2ai    _^ 

/j» — ncos2<o       ^     »siD2q)         \  2<       ^ 

V  m  -fnGos2o9  m-|- iicos2co  ^  /^''  m2itco82eo 

oder 

5)  iicos2iD(y'y--<x';r)--»siD2fli(a:'y-f y:r) -f  mCy'y -f  dr'jr) >2f  ==0. 

Setit  man  also  abkürzend 

ff^f^afx'=zA^ 
afy\yfx=B, 

80  hat  man: 

6)    fiilcos2o-fi£sin2iD-f mC=0. 
Die  DiVerenzialgleichnng  nach  m  ist 

7)    £cos2a)-f  ^in2aic=:0. 


cos9flac=— »jgsinSo. 


Dies! 


in 


co6*2a»-|-  sin*2os=  1 


•    •  T7 
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«■bstitnirt,  gibt 


1 


■inäMSS,-   ,  jj-,  also  vitg^itrrr    s         '- 

Dies  ta  6)  sobatitairt,  gibt 

+    .  _         -  -  mC=0 


Vi!«  +  Ä«     V  J«  +  5» 
oder 

qoadrirt: 

worillis  sich  endlich  fär  die  gesuchte  Gleichang  der  Umhdfanfi- 
Gorve  ergibt: 

8)    ii»(J»+fi«)— m»C*=0. 


III. 


fietrachteii  wir  diese  Curve  näher. 

A=0  oder  x'y+y'x=0  ist  die  Chordale  des  Systems  (als 
Kegelschnitt  betrachtet)  der  beiden  Coordinatenaxen  selhsl;  d.  b. 
die  durch  den  Mittelpunkt  der  Directrix  gebende  Linie,  welche 
parallel  der  zweiten  (nicht  durch  den  Pol  gehenden)  Dia^oale 
des  fSr  den  Pol  jr^  y'  construirten  Coordinaten- Rechtecks  Ist; 

^=0  oder  y'y— ar'arssO 

schneidet  die  vorige  in^  Mittelpunkte  der  Directrix  rechtwinklig, 
und 

C=0  odery'y+*'^+~^ 

ist  dBe  Chordale  des  mit  dem  gegebenen  Kegebchnitte  ooncen- 
trischen  Kreises  vom  Radias 


i 


183 


\f-W-  •*•'  *^^^- 


Es  liegt  der  (Stdf  nke  einer  Vereiurachung  UDserer  Curve  dadurch, 
da^s  man  die  aufeinander  senkrechten  A=0  nüdß=zO  zu  neuen 
Coordinatesaxwi  Dähme»  nahe;  doch  genügen  die  alten  Coordina- 
ten   in  dieser  Hinsicht  eben  so  gut.    ISs  ist  nämlich 

und  Gteiehung  8)  reducirt  sich  auf 

Gleichling  1f)  Ifisst  sich  schreiben : 

und 

(nÄ+wC){nÄ— wiC)+it»ii«=0. 

d.h. der  EinhfiUuags^-Kegelschnitt  ist  in  ein. gegebenes  Vierecis  so 
eingeschrieben»  dass  aucn  die  vier  Berührungspunkte  angegeben 
sincL»  und  demnach  leicht  zu  construiren. 

^  Es  erheUt  nfimlich  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen^  dass, 
ireil  dieselbe  befriedigt  wird,  vienn  gleichzeitig 

ist,    derselbe  durch  die   Punkte   geht,    wo  die  Linie  £=0  die 
beiden  Geraden 

nA+mC=0  und  Ail— mC=0 

schneidet,  und  ferner,   weil  B  in  quadratischer  Form  erscheint, 
dass  jeder  dieser  Uurchschnittspunkte   als    das  Zusammenfallen 


*)  Führt  man  jene  Transformation  aiiii,  indem  man  /?=0  ai« 
nene  Axe  der  j;,  A=0  alt  neue  Aze  der  p  annimmt,  «o  resnitirt.  wenn  man 
auch  den  Foljanf  die  neuen  Axen  besieht  und  daher  2x'j^'=x'\  jEf'*— jr'* 
=:p"  •eUt,  wo  x'%  p"  dann  die  nenen  Coordinateo  desselben  sind : 

eine  nicht  so  einfiicfae  Gleichung. 
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sweier  Ponkte  YertTeteod  aDsuseheD  ist,  d.  h.  dan  jese  k 
Geraden  Tangenten  sind.  Ebe^o  gebt  ans  der  Gleiaughe 
daaa  die  bei£n  Geraden 

nB  +  mC=0  und  mB— mCsO 


den    Kegelschnitt    da    tangiren»    wo    sie    von  A=^  ftesdo 
werden. 

Es  ist 

iiJ+mC=0:  (l-ft(y'y-a:'j:)+(l+ft(yy+«'*)+teO 

oder 

so  wie 


erstere    nichts  anderes«  als  die  Ghordale  der  Diredrix 
prImitiTen  Lage,  lefeetere  dasselbe  für  den  (reciproken)Poi, 
Abscisse  der  Ordinate  des  gegebenen  gleich  Ist ,  and 

Die  Coordioaten  der  Durcbscbnittspnnkte,  resj^^  Ti 

Snnkte,  sind,  wie  sich  durch  Elimination  einer  der  Ttfu 
en  betreffenden  Gleichungen  unmittelbar  ergibt: 

von  Ä=0  mit  nJ-f  fiiC=0:'  ars^^;^— j^,  jf=i^^^ 

nB-t-mC^zO  ist  («.r'+myOy +  (»M?'+«y')*+*f=* 
oder 

oder  auch 

Ä+C— jJ(B— C)=0. 
nfi-mC=0  ist  (nx'-myOy  +  (»n^— »y)*-2f=:0 

oder 

oder  aneb 

Ä— C-/J(Ä+C)=a 
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ir— C=:0  und  B+C=0 

sind  die  Halbinrngalinien  derWinM,  weiche  d\eB=0  ond  C=0 
mit  einander  bilden  (und  daher  auch  auf  einander  seolcrecht),  und  auch 
dadurch  nSher  beetimmt,  daes  sie  unter  45^  gegen  die  Coordina- 
tenazen  genei^  sind,  weil 


B-CS=0  oder  (a:'— yOy+(y'-«0^  +  ^=0 


identisch  mit 


aod 


B  +  Cz=:0  oder  (a:' +yOy  +  (a:'+yOJJ  +  ~=^ 


identisch  mit 


y+*+Ä(Pq:p)=* 


ist;  die  Entfernungen  beider  Tom  An&ngepunlite  sind  oHeniiar 

€V2  ,       «i/2 

und 


Gegen  die    eine    dieser    leicht   zo  construirenden  Linien,   g^en 
i?— C=0  Dämlich;  ist  die  Gerade  nB-i-mC^zO  unter  demselben 

Winicel,  dessen  trigonometrische  Tangente  ß  oder  dt  «  Ist«  geneigt, 
wie  nB^fn.Cz=zO  gegen  die  andere,  B^C^O. 

Als  Goordinaten  der  beiden  hierher  gehörigen  Durchschnitts- 
punkte,  resp.  Tangentialpnnlcte,  ergeben  sich : 

für  den  von  il=0  mit  nB^mC^Oix^^^^^^'^^^^, 

—2ea' 


n(p^+9^)+2ma'^' 


Das  dem  Kegelschnitte  sogehOrige  Viereck  (er  mag  es  von 
Innen  oder  Aussen  berühren)  Ist  demnach  leicht  tu  cons&niren: 
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Man  hat  zoerst  Ar  die  DirectrU  die  Choidaie  des  _ 
P  nnd  die  des  reciproli^eii  Pols  (p)  m  sieben,  sodann  xweTLinieii, 
welche  gegen  die  l>eiden  nnter  4SP  In  aidi  entgegengtehsikfer 
Ricbtong  iind  in  gegeliener  Eutferoong  vom  Anfiuigspimlcte  Imii- 
^den  Geraden  unter  einem  gegebenen  Winicel  geneigt  aind  imd 
durch  die  Pnnicte  geben,  wo  letztere  sieb  admeraen  —  Hlwaiif 
laaaen  sich  auch  auf  dienen,  ein  Viereck  bildenden  Geraden«  die 
Tangentialpuokte  in  folgender  Weiae  bestimmen:  Für  das  erste 
Paar  merke  man  sich  die  Punkte,  wo  ea  ron  einer  durch  den 
Hittelpunkt  derDirectrix  gebenden«  der  zweiten  Diagonale  des  für 
den  Pol  coDstroirten  Coordinaten- Rechtecks  parallelen,  I3r  das 
zweite,  wo  es  ron  der  auf  letzterer  Linie  im  Mittelpunkte  der  Dt- 
rectrix  senkrechten  Geraden  geschnitten  wird. 


IV. 

Ist  die  Directrix  ein  Kreis  ((i=6=r),  also 

/J=l,  €=-r»,  if=0,  m=2; 

so  reducirt  si(;b  die  UmbuilungscnrTe  auf 

C=0  oder  y'y+aKarrssr*, 

d.  h.,  wie  natürlich,  auf  die  Cbordale  dieses  Kreises,  weil  in  Ate- 
aem  Falle  die  Drehung  keine  Aenderung  bewirkt. 

F(ir  die  gleichseitige  Hyperbel  ist 

jj=:-l,  «=—1»,  n=r2,  «1=0. 

Die  Cnrrengleichung  9)  reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf 


«•+»•— a?'*-fy*' 


d.  b.  auf  einen  rler  Directrix  concentrlscben  Kreis  vöm  Radius 


— s  ,      r^ 


■  oder  -.-  9  wenn  d  die  Entfernung  des  Polea  vom  Mittel-* 

punkte  der  Directrix  bezeichnet.  Dieser  Kreis  ändert  sieb  för  die- 
selbe gleichseitige  Hyperbel  offenbar  nur  mit  der  Entfernung 
des  Poles  und  wird  um  so  kleiner,  je  weiter  derselbe  wegUegt. 
Wenn  sich  daher  während  der  Drehung  der  gleichseitigen  Hyperbel 
der  Pol  auf  einem  derselben  concentrischen  Kreise  bewegt,  so 
hat  dies  ituf  die  ÜiubülhingscurTe  keinen  Einfluss. 

Der  Fall,  wo  die  Directrix  in  ein  System  zweier  Geraden  aber- 
geht, kann  nicht  betrachtet  werden,  weil  Gleichung  1), denselben 
nicht  umfasst  Doch  ist  es  von  selbst  klar,  dass,  weil  alle  Chor* 
dalen  durch  den  Durcbschnittapnolkt  der  beiden  Geraden  geben, 
hier  der  Mittelpunkt  UmbfiUuagscurre  ist 


187 

Oh  DmbOllcügiCQrve  ist  do»  EIIip«e»  wenn  die  Diractrix 
eine  Hyperbel  ist  und  umgekehrt.  Lust  maD  nämlicb  Gleicbung 
9)  anf,  so  ergibt  sieb  nacb  einigen  Reduetionen : 

Was  fflr  die  allgemeioe  KegeUchnittsgleichung  tfi—ßt  das 
ist  fOr  unsere  Cvnve 

(l+ß)*a:^g^  (t-ß)^'^—4ßx^ 

waa  sich,  auf  denselben  Nenner  gebracht,  auf 

AA  ii-ß)YH^ + y")  -KU-  ß)^^* 

*P-  [(i-ß^:e'%^ßy^]t 

reducirt,  dessen  Vorzeichen  nur  von  /5  abhängt,  da  der  Factor 
von  4ß  positiv  ist.  Ist  also  die  Directrix  eine  £llipse  oder  ß  po- 
sitiv, so  ist  der  vorstehende  Ausdruck  positiv,  d.  h.  stellt  eine 
Hyperbel  vor;  ist  die  Directrix  eine  Hyperbel  oder  ß  negativ,  so 
zeigt  er  eine  Ellipse  an.     ♦ 

Aus  der  Bletracbtung  der  in  III.  entwickelten  (Koordinaten  der 
vier  Punkte,  wo  die  gefundene  Curve  die  Seiten  des  erwähnten 
Vierecks  berührt,  erhellt  (indem  man  die  Nenner  zum  Verschwin- 
den bringt),  was  nur  für  den  Fall  einer  Ellipse  als  Directrix  mög- 
lich ist,  wo  nach  dem  eben  Bemerkten  die  Curve  eine  Hyperbel 
ist,    weil  nur  dann  \/ß  reell   ist,  dass,  wenn  der  Pol  auf^einer 

der  beiden  Geraden  y  =  d:^Vß  ^^^^  y^^i:"  ^  liegt»  die  Gerade 
n^-f  mC=3  0  eine  Asymptote  der  Curve  ist, 

1  II 

wenn eraufeinerderbeiden Geraden y=:J:T;;ga;oder^:=J:ra:  liegt, 

nJ—mC=0 Asymptote  ist; 
...        ...  -       9=±^  liegt, 

nB—^mC^nQ  Asymptote  Ist ; 

-    3'=±V?4i- 

oder  }  liegt, 

•    -    ^=±V^^. 

M^-fniCbäO  Asymptote  ist. 


188 


Das  Letate  kann  jedoch  nicht  der  Fall  »ein»  wil  p<l»  also  |S— I 
negativ,  und  daber  V  g— %  und  V  ^    «  ImaginSr  sind. 

Die  übrigen  Geraden  sind  Iricht  an  constnuKen:  9=^:t  "^^  i*^ 

nämlich  nichts  Anderes,  als  die  durch  den  Mlttelpnnkt  der  Diree- 
trix  gehende  Linie^  derjenigen  parallel,  welche  das  Ende  der  gnw^ 

sen  Axe  mit  dem  der  Icleinen  verbindet;  y=±7*j:  steht  anf  der 

vorigen  senkrecht;  «=J:X  halbiren,  durch  den  MItteInnnkt  eehend, 
den  rechten  WinkeC  welchen  beide  Azen  mit  einander  bilten« 

Eine  nähere  Betrachtung  seiet  ferner  von  seihst,  dass,  wea.i 
sich,  bei  beliebiger  Directnz,  der  Pol  in  der  Peripherie  eines 
derselben  concentrischen  Kreises  bewegt,  nur  die  Lage  der  Um- 
htiiluDgscurve  geändert  wird,  keineswegs  aber  die  Form  dersdben. 
Dieselbe  bewegt  sich  in  diesem  Falle  mit  ihrem  Mitteipmkfe 
ebenfalls  auf  der  Pripherie  eines  concentrischen  Kreises.  Be- 
stimm) man  nämlich  ans  den  CoefBcienten  der  61.  10)  a«f  be- 
kannte Weise  die  Coordinateu  ihres  Mittelpunktes,  so  ergibt  och, 
da  in  diesem  Falle  ar'*+y'*='^  »«tt  '^enn  r  den  Radius  des  tob 
Pole  beschriebenen  Kreises  vorstellt: 

1(1+««  . 
also  auch 

«o*+yo*=4  — pi^a —  ^-  T"|j«r*    " 

,      „    .       ,^    ,      l(l+fl)s*) 
Der  Radius  des  in  Rede  stehenden  Kreises  ist  also  j  — ^ —     ; 

er  geht  fSr  ö=-l,  d.  h.  fllr  die  gleichseitige  Hyperbel,  wo  die 
Bewegung  des  Pols   im   Kreise   kemen  Emfluss  hat^  in 


Punkt  über. 


V. 


Betrachten  wir  sweitens  die  von  den  Asymptotcnchorden 
dngehflUte  Cune.    Hier  ist  die  Ausgangsgleichung  so  so  wihlen, 

n  Veriert  man  den  Anfimgtpunkt  der  Coordiaateo  in  dm  Mittelpimkc 
der  Umhollungiicarve,  «o  redocirt  •Ich  ilire  Gleiehnog  auf 


• 


I 


18a 

dass  aoch  das  System  zweier  tSeraden    nicht.  ausgescUossen   ist 
was  bei  den  Chordalen  nicbt  nuthig  war. 

Wir  setzen  also 

4 

ab  Gleiehung  der  Directriz ,  d.  fa.    geben  ihr  keine    bestimmte 
primitive  Lage.    (Alles  übrige  wie  vorhin). 

Die  Gleichung  der  um  Winkel  m  gedrehten  Curve  wird  hier 

2)    (cos^+i'sin>io4-osin2io)^H(2ac»sSo>---2oesin2a>-*(l--j!)sin2o;$  xy 

+  (8in*»+/Jcos*i»— «sin2a)a?*+«=0, 

oder  mit  Einfährang  des  'doppelten  Winkels,  so  wie  von  m  und  n : 

3)  (m-|-ncos2ai-|-2tfsin2o>)^^  -f  2(2acos2<o — itsin2io):py 

-f-  (m— ncos2o>  —  2asih2o}a:*-f  2€=:^0. 

Nach  einigen  Reductionen  resultirt  als  CUeicbung  ihrer  Asymp- 
totenchorde*): 

*)      [n(yy~a:'J:  +  ^^^^)+2«(a:'y^^'a:-«y)]cos 
+P«(»'y — ^J?+i^^^*)-  fi(a:'y +y«~j:y)]sin2c0 


+"»(y»+^^-^^)+«=o. 


Setzt  man  wieder  i 


*}    Kr  den  allgemeinen  Kegeltchnitt 

p*+2aXp+ßX^+2yp-^2Sx+t^=0 
Ui  nämlich 

die  Gleichang  der  Atymptotenchorde,  and  hiw  inl 

gttc— a<g— mlngfl»  m—neotOtm    2awiBa»         j  ^ 

für  «: 


so  eeCsea. 
Theil  XVI.  » 
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y'y+*'*-^^^^+5==Ci 


SO  geht  4)  über  in 

6)    mC+(nJ +2«B)corfm+(2«il-«Ä)^n««i==a 

Die 

ist  der 

luogscanre  ist  demnach 

oder 


5)    mC+(nif+a«fJ)cog»m+(»il— «^;pwiMi=H. 

weitere  EotwickeioDg  (Differenzimng  mid  EBmii^^ 

früheren  identiseb.     Die  gesoebte  Gleichung  der  IM 

Tve  ist  demnach  \ 


VI. 


! 


Entvridtelt  man  Gleichung  7),  so  resnltftt 
oder 

Verlegt  man  den  AnbngspuBkt  der  Coordinaten  in  Punkl  -j* 

d.  h.  in  den  Haibirungspunkt  der  Linie,  weiche  den  UitteM 
der  Directriz  mit  dem  Pole  yerbindet,  und  Ifisst  die  Rkhtiif  | 
Axen'  uDgeändert,  so  geht  8}  über  in 

wo  auch   x'  und  y'  nicht  mehr  die    früheren,  aendera  dir 
diese  neuen  Axen  oezegenen  Coerdinaten  des  Poles  sind,  oie 


9 
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Die  EhMIlaüfscorve  ist  demnach,  wie  ans  der  Ver^ichtmg 
mit  der  frOher  fär  die  Chordalea  entwickelten  Gleichuag  erhelle^ 
dieser  ganz  ähnlich  und,  unterscheidet  sich  nur  durch  4(n^ -f  4a*) 
statt  des  rruJberen  n*. 

F6r  EiU|i6e  und  Hyperbel  kana  ixssO  ges«lst  weiden,  indem 
man  die  bei  der  Betrachtung  der  Chordalcurve  als  primitiv  ange- 
sehene Lage  auch  hier  annehmen  kann.  Es  wurden  sich  beide 
Corven  also  nur  durch  ihre-  Lage  tind  durch  die  Modification, 
weiche  2n  bei  dieser  statt  n  bei  jener  bewirkt^  unterscheiden.  Die 
hier  mit  A=ß,  B=:0,  C=sO  bezeichneten  Geraden  sind  den  frfi- 

hereo  parallel,  A=0  oder  ^-f -*;=sl  ist  die  Asymptotenchorde 

des  Systems  der  beiden  primitiven  Hauptaxen»  geht  also  nach 
der  oben  erwähnten  Verieguni^  der  Axen  durch  den  neuen  An- 
fangspunkt, und  ist  dann  für  die  neuen  Coordinaten  ganz  identisch 
der  Crfiberea  0=0  für  die  alten. 

^=0  ist  der  entsprechenden  der  Chordaleunre  in  der  bloss 
F«nder  la^ge  des  Pols  abhängigen  Entfernung -^  „^3L=  parallel. 

CsssQ   ist    die   Asymptotenchorde*)    des    mit   dem  Radius 

V  , r  oder     .   ^    tz  aus    dem  Mittelpunkte   der   Directrix    be- 

Bclmebenen  Kreises,  und  ia  diese  geht  dieUmhalluagscurre  fiber,  wenn 
die  Directrix  ein  Kreis  oder  ii=0  ist,   wo  TTa=='^  i^^»  ^*® 

die  As3anptotenchqrde  des  Kreises  vom  Radius  r.  Auch  hier  sind 
offenbar  das  Viereck  und  die  TangMitialpunkte  leicht  zu  construiren« 

bt  die  Directrix  eine  gleiseitige  Hyperbel,  so  geht  die 
GmhflUungscurve  in  >den  Kreis   ar^  -f  jf *  ===  4/^^^^)  üher,  dessen 

Radius     0^  ist.     Er    unterscheidet  sich  von   dem    frfiheren    da« 

durch,  dass  sein  Mittelpunkt  im  Halbirnngspunkte  der  Geraden 
iie^,  welche  den  Mittelpunkt  des  ersteren  mit  dem  Pole  ver- 
bindet, und  dass  sein  Radius  halb  so  gross  ist  Auch  hier  gilt 
hitusichtiich  der  kreisförmigen  Bewegung  des  Pols  wieder  das 
frfiber  Gesagte. 

Für  ein  System  zweier  Geraden  ist  in  Gleichung  9)  e^O  zu  setzen. 
In  diesem  Falle  aber  schneiden  sich  die  drei  Linien  A^s^O,  A^=0, 


^    Die  Atyraptotenchorde  des  KreiMt  z*-f |f*-ffr=:0  i«t  oämlich  nach 
dem  Pdheren 
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C=0  m  ehieiii  Pookte.  C=0  ist  utaEch  jtM  m  den 
alten  Coordinaten  ^:y+a:'a?=— ^'  ^-  •»•  *»»  ™  HalMrong»^ 
ponkte  aaf  die  den  Pol  mit  dem  Mltteiponktc  der  WrecWx  ▼erWo- 
dende  Gerade  errichtete  Perpendikel  and  il=0,  sowie  B=^  geben 
dorch  denselben  Pnikt,  welcher  de?  nene  AnfaagspniM  »t,  da 
sich  .4=0  schreiben  llsst: 

und  J?=0: 


•(,-9+»<'-ö^ 


(Dass  beide  auf  einander  senkrecht  sind»  ist  bereits  bekannt). 
Auch  dnrch  Elimination  zwischen  diesen  drei  Gleicbaogeo  lässt 
sich  Dasselbe  nachweisen^). 


Hierin  liegt  auch  noch  folgender  Satz»  indem  man 
ß=0  denken  kann,  also  das  System  ^•— 2«j5y  =  0  «der 
g(ff—2aa;)  =  0,  d.  h.  die  Axe  der  x  und  eme  sich  im  Anfamgs- 
pnnkte  drehende  Gerade: 

Haben  Parallelograrome  eine  Diagonale  gemeinschartlidi  nni 
liegen  zwei  parallele  Seiten  derselben  in  einer  nnd  derselben  Geri- 
den,  so  schneiden  und  halbiren  sich  die  anderen  Diagonalen  is 
Ualbimngspunkte  der  ersteren  **). 


*)     E«  i«t  Däfnlirh 

oder 

Xss:^. 
Diofl  10  C=0  subtlitnirl,  gibis 


yy^ 


2 


**)  Ek  versteht  sich  iwar  tod  selb«!,  das«  die  «weiten  Diagoaalen 
der  Parallfllagranime,  die  l^eFeite  eine  Diagonale  gemeintcfaaftUdi  li»ben, 
iiicb  ira  Halbirangs punkte  letzterer  schneiden  (and  halbireo);  doch  ist  der 
obige  Satz  keineswegs  seines  Inhaltes,  sondern  de«  elgenthomltchea  We- 
ges aeiner  Auffindung  wegen  angeführt  worden. 

t 
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Nachschrift. 


Zo  seinem  früheren  Aofsatze,  von  welchem  der  vorhergebi*nde 
die  FortsetzQDg  ist,  hat  mir  der  Herr  Vf.  eine  Berichtigung  ein« 
gesandt.  Er  bittet  nämlich  die  geehrten  Leser,  in  ThI .  X I  V.S.  384.  statt 
derWorte:  y,Aus6ieichiing  (1)  ist  ersieht  lieh'' bis  ,,schnei- 
den  sich  in  einem  festen  Funkte'*  gefiüligst  das  Folgende 
SD  setzen : 

„Aus  Gleichung  (1)  is^  ersichtiiek,  das«  sich  alle Aayraptotenchorden 
im  Anfangspunkte  schneiden,  wenn  die  Bahn  des  Poles  ein  Ke- 
gelschnitt von  der  Gleichung  y^-i-^ictay+ßx^ — c=0  ist.  Nun  ist 
tber  dieset  dem  gegebenen  K^elschnittet  der  Directrix,  ähnlich 
Qod  fihnlicfa  liegend,  schneidet  ihn  in  denselben  beiden  Punkten, 
wie  die  Chordale  des  Anfangspunktes,  da 

31* + 2a«y  + /Jj:«-.« =(^+ 2«xy + /Jjf« + %  +  2dar+ «)---2(yy + da:  +  e> 

oder 

=ß-2(yy  +  d:r+€)  =  0 

ist,  und  hat  ferner  den  Anfangspunkt  seihst  zum  Mittelpunkte. 

Hieraus  ergibt  sich  also  unmittelbar  der  Lehrsatz : 

^Schneiden  sich  zwei  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Kegel- 
schnitte in  den  beiden  Punkten,  wo  die  vom  Centrum  des  ersten 
Dach  dem  zweiten  gezogenen  Tangenten  diesen  berflhren,  so 
schneiden  sich  auch  die  Halbirungslioien  aller  Tangentenpaare, 
die  man  von  beliebigen  Punkten  des  ersten  aus  nach  dem  zwei- 
ten zieht,  in  dessen  Centmm'^  und»  auf  Kreise  angewandt,  den  in- 
teressanten Satz  (Cfr.  Plücker,  anaiyt.  EntwickeiungenB.  I.  S.96., 
N.  127): 

»»Schneiden  sich  zwei  Kreise  orthogonal,  so  treffen  sich  die 
Halbirungslinien  der  Tangentenpaare,  die  man  von  beliebigen  Punk- 
ten eines  der  beiden  Kreise  nach  dem  andern  zieht,  im  Centrum 
des  ersteren  " 

welcher  Satz,  wenn  mehrere  Kreise,  statt  des  einen  Paares, 
combinirt  werden,  noch  weiterer  Ausdehnung  fiihig  ist." 

G. 


• 


IM 


Weue  efBiMslie  uiid  leieMe  Hcrteituf 
der    Oninilforiiielii    der  sphSrischeB 

Triff^noiiietrie. 

Von 

dem   Herausgeber. 


— ♦■ 


Die  (Snmdformel»  der  sphfirisebeD  TtIgDoemetrie  ksoA  nai 
belcMMrtlioh  auf  verseliiedeiie  Arten  abfeiten.  E«  läast  aieh  dUM 
ehi  ret»  analytischer  Weg  einsehlagen,  eder  maa  Icann  sieh  eiaer 
geonietriachen,  aich  an  eine  Figur  anachliesaenden  BeCraeftrting 
aedienen.  So  ach^n  die  eratere  Methode  M,  ao  dffrfte  dbch  füfr 
Anftnffer  die  letztere  allein ,  oder  wenigstens  vorzngsweiae  geeig- 
net sein,  und  sie  ist  es  daher  auch»  welche  ich  für  jetzt  im  Fol- 
genden' allein  im  Aoge  habe.  Diese  geometrische  Methode  hat 
mir  aber  immer  noch  nicht  diejenige  ^nfacfahelt  tu  besitzen  ge- 
aehlenen,  wefche  der  Eiementamnterrlcht  fordert,  und  ich  häe 
mich  daher»  so  oft  sich  mir  dazu  nur  irgend  Gelegenheit  Atrbot, 
immer  elfirig  nach  einer  einfacheren  Darstellung  an  die  gewöhn- 
liche umgesehen.  Meistens  beweiset  man  deii  Satz»  dass  cndi  die 
Sinus  der  Seiten  wie  die  Sinus  der  GegenwiniLel'  verhalten,  und 
auch  die  Relation  zwischen  den  djrei  Seiten  und  einem  Winkel 
durch  Betrachtung  einer  Figur»  und  leitet  dann  aus  der  letsteren 
Relation  die  Relation  zwischen  den  drei  Winkeln  und  einer  Seite 
mittelst  des  Supplementardreiecks  ab.  Aber  gerade  diese  so 
eben  erwähnte  Anleitung  hat»  so  schön  und  einfach  sie  auch  an 
sich  ist»  insofern  sie  die  auf  geometrischem  Wege  zn  bewirkende 
Vergleichung  4^s  sphärischen  Dreiecks  mit  seinem  Supplementär* 
dreiecke  voraussetzt»    (ur  den  Anfönger  immer  einige  oehwierig- 
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keit,  ond  die  BetrachtaDg  des  Supplementardreieckes  selbst  stbebit 
mehr  der  Stereometrie  als  der  sohärischen  TrieoDometrie  anza- 
gehoren,  weshalb  sie  aoeli  oft  in  aer  letzteren  als  schon  ans  der 
ersteren  bekannt  voraosgesetzt  wird.  Selbst  auch  schon  die  ee 
wShnlichen  geometrischen  Beweise  der  Relation  zwischen  ora 
drei  Seiten  und  einem  Winkel  nehmen  manche  goniometrischen 
Transformationen  in  Anspruch,  die  man  im  Interesse  der  Anf&n- 

fM  wenigstens  theilweise  wohl  noch  vermieden  sehen  mOchte. 
or  Kurzem  bin  ich»  nach  früherem  öfteren  vergeblichen  Suchen, 
zufällig  auf  eine  Ableitung  der  in  Rede  stehenden  Grundformehi 
gekommen,  welche  ich  in  der  That  fQr  so  einfach  halte,  dass  ich 
glaube,   dass  sie  wohl  veidienf,    auf  den  folgenden  Blättern  mit- 

Setheilt  zu  werden«  i|ch  werde  dabei,  ohne  weitere  Erläuterung, 
ie  bekannten    in  der  Trigonometrie  durchgängig  gebräuchlichen 
Bezeichnungen  beibehalten. 


%.  2. 


Wir  wollen  zuerst  das  rechtwlnkl^e  sphärische  Dreieck  ABC 
(Taf.  UL  Flg.  3.),  wo  A  der  rechte  Winkel  sein  soll,  betrachten. 

Fällen  wir  von  C  auf  OA  und  OB  die  Perpendikel  CA'  und 
Cfi',  und  neben  dann  A'R,  so  steht  CA'  auf  der  Ebene  AOB, 
also  auch  wiA'B'  senkrecht,  und  A'B  steht  auf  OB  senkrecht 
Daher  ist  der  Winkel  AB'C  dem  Winkel  B  des  rechtwinUigen 
•phliiscbeii  Dreiecks  ABC  gleich« 


Run  ist 


also 


d.  i. 


Ci<'=0C.sin6, 

CA'ist  CB\BinB=  OCsitiaaäB; 

OCsinfts  OCsinnsinB, 


Uiin6=:siniisinA,  und  eben  «o 
rsinc = sinosinC. 


Feiner  Ist 


also 


A'B'^  B'Gco%B=^  OariaMdßB, 
A'B'sz  OA'.aine=  OCcosAsiqp ; 

OCjAnacü§Bss  0£f.cos6sine, 


\ 

4 


C, 


OÄ*      OJt. 


oc oc^—      oc 


•-3L 


M  HB  ifffC  (Tal  OL  P».  4L)  eä 
DffdadL  lo  lÜMf  aMnttktm  Dteiecfce  tUfe  mb  ^w  ^4  a^ 
BCdM  Perpoitfkel  JD,  — J  hngjrfcat  dfeWalai  BAD,  CAD 
dorcfc^,  y;  dfe  Bogcs  iM»,  CD  ihreh  m^  w;  ' 
AD  dotdb  V. 


Daoii  M  Mcfc  L   in   dco   iccUiriakBgw  apIübvAeB  Dl» 


abo 

aiii6aiDC=  amcainA , 
md  daher  tdberibaopt: 

ima^nB:=imbmnA9 
ätneBioA^maamC. 
Ftrocr  Ut  nach  L 

aiiMc  aia« 


f 
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und  nach  IL       ... 


n  I 


co8d?= cosüsinll  f    cosy  =  cososin  C; 

aber  nach  I. 

,  «^  sinto    .  ^  01010 
81DC  0ino 

aUo  nach  dem  Vorbergehenden : 


coatifiinto  C08081D10 

COSd;  = ; *       C08V=  r-r — • 

•inc  '  8in6 


FolgBch  \s\ 


cosKcoaosioio^  aiDtcsioo 

and  weil  oon 

cosC^dby)  =s  couwoay  T  siorain^ 
Ut,  00  ist 

.    .    .      costfcolie8inio*70iau0iiio 

«»■<*±y)  = ibfeiH3 


oder 


,    .   .      costicoeeTeintceioo— C08UC089G0810* 


8in68ioc 

* 

CO8(ttJ:0)— C08ttC08eC08tC* 
SlD68tDC 


Folglich  iet 


.        COSa  —  C080C08ie.C08tfC08IO 

CO0il=s  s    1'    ' 


'-» 


d.  I.  nach  nL 


.      €000— eoaicesc    .  .     . 

V  n        CO84^-CO0CCO8a 

II*.    {o»B=: ^tncifam      ' 

/>_  co»c — coeacoeft 
~"        eiDosioö 

Endlich  ist  nach  l\ 


Firfgücb  kt 


tomA^^m 


siBAbC 


wo  das  obere  ZeicfceB  dem  et«(e»,  da»  «BtevoZeicbeB 
teo  der  beideo  m  Tau  UL  Pig.  4.  daigartdUea  Fdle 
Noo   iat  aber   mit   deiaelbea   Bcatimaunig   wegea   d«r 
nacb  IL 


oos^=  atiLareoflw , 
alao  nach  dem  Vorbeigebeiideo 


lU' 


C06a=: 


C086  = 


co0e= 


IM 

cobA  +  co0BcobC 
biuBsibC 

coaJ&  -f  cosCcobA 
BinCsiuA 

GMC-|-  COBil€08j? 


«  and  ganz  eben  «o 


sind  jetzt  die  bekftmilet»  (Srandformeln  der  spbfirischen 
Trigonometrie,  und  ich  soilte  meinen,  dads  sich  diese  Ableitung 
ror  der  gewöhnlichen  an  Figaren  und  das  Supplementardreieck 
geknüpften  Ableitung  in  menr  ais  einer  Beziehung  empfehlen« 
and  daher  bei  dem  Unterrichte  wohl  besondere  Berücksichtigung 
verdienen  mOchte.  Ja  Mi  ghuibe»  dass  die  obige  Darstellung  als 
ein  neuer  Beweis  gelten  kann,  dass  man  iii  vielen  .Tbeilen  der 
Mathematik»  namentlich  auch  in  den  sogenannten  elementaren 
Theifen,  odcl».  lange  ukU  iimneB  die  eioGiehsten  DarsteUengen 
gefunden  hat,  eine  Bemerkung,  deren  Richtigkeit  besondei»  ia 
neuerer  Zeit  in  mehreren  Fällen  auf  sehr  in  die  Augen  fallende 
Weise  dargethan  worden  ist. 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  bemerken ,  dass  auch  die' Relation 
swiscJma  ieu  drei  Seiten  und  einen  Winkel  ei*ee  ebene»  fhei* 
ecks  auf  ähnliche  Weise  wie  oben  die  Relation  zwiaebei  den  d^lri 
Seiten  und  einem  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  abgeleitet 
weidin  ka^nn»  w^m  id»  auch  diese  Ahlehungp  der  gewChnilchen 

Äsein    McMDlen  AUoilun^  der  m  R^de  otehesdeo  Relation 
gesacic  vefaiiaiebeB  geneigl  asin  w€fde. 

Wenn  in  TaL  lU.  Fig.  5.  die  Liole  AD  hvt  BC  aenkreebl 
fMit,  wo  ist»  wenn  man  sieb  des  aus  der  Fif^  seihst  efsiebtli* 
eben  BeMicbonitgen  bedient:! 

cos;r  =  -t     coBy=p 


siaa:=->     siny=g-; 


also 


Fo^lich  ist 


odei 


coBxeoBjf  ="  TT  9     smj;sin^  =  g^  . 


fO*  -p  UV 

cosxcosy  T  sin^tsiny  i=  — r — 


cos(;r±y)  =  -g^=      J6c 


Nun  ist  aber  • 

also 


cos(ardby)  = — nx— ^ 


d.  i. 


1S^ 

~"  26c 


co«(a;i:3f)  = ^Si 


und  folglich,    mit  Rficksicht  auf  die  beiden  ie  dw  Figur  li^ 
stellteo  Fälle:  | 

cosJ  = ^^-. 

welches  die   bekannte    Relation   zwischen    den   drei  Seila^ 
einem  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  ist 

Ich  mdchte  mir  schliesslich  noch  einmal  crlaabea,  duM 
den  Herren  Lehrern  AA  MaÜiematik  recht  dringend  ^^% 
Beachtnne  bei  dem  Unterrichte  in  der  spbärisäea  Tri^"*^ 
zu  empfenlen»  den  ich  f&r  so  wichtig  erachte,  dassi^s 
einen  wahren  Rflckscfaritt  halte,  dass  er,  wenigste»« .anf^^ 
sischen  Gymnasien,  nicht  mehr  ertheilt  wird,  wie  ess|r| 
her  der  Fall  war,  als  ich  selbst  noch  meine  geringea  W. 

E rosser    Freudigkeit   dem  Gymnaslalanterrichte  an  TendP^ 
diranstalten  widmete.  . 


4 
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Heber  das  Dreieck,  worin  üle  Trans- 
Tersalen  gieleh.  sind,  welelie  zwei  IVinp 
kel  desselben  nacb  (gleichem  Verliftit- 

niss  theilen. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  R.  Baitzer, 

Oberlehrer   hd   der  Kreaxichale  zu  Drecden. 


Die  Avfforderung  im  Archiv  ThI.  XIII.  S.  341.  erinnert  mich  an 
zwei  Beweis«  des  fraglichen  Lehr^aties»  welche,  ich  glaube  im 
Jahre  1844,  in  einem  Kränzchen  hiesiger  mathematischer  Freunde 
initgetheilt  wurden,  den  einen  von  dem  leider  früh  .verstorbenen 
Professor  A.  Seebeck,  dessen  Manuscript  noch  vorbanden  und 
weiter  unten  abgedruckt  ist,  den  andern  von  mir.  Der  in  R^de 
stehende  Satz  scheint  der  Sphäre  der  Elementareeometrie  anzu- 
gehören, wo  es  sich  um  die  Beziehungen  zwiscnen  Seiten  und 
geeenüberliegeDden  Winkein  der  Dreiecke  handelt ,  und  wird  des- 
oalb  wie  folgt  durch  Umkebrung  gewonnen. 

Lemma.'  Haben  zwei  Dreiecke  die  Winkel  einzeln 
gleich  und  ist  eine  Seite  des  einen  Dreiecks  kleiner 
als  die  gleichliegende  des  andern,  so  sind  die  übriejen 
Seiten  ^les  einen  ebenfalls  kleiner  als  die  gleichfie- 
genden  des  andern. 

Beweis  durch  Zusammenlegen  der  gleichen  Winkel,  denen 
aie  kleinere  Seite  anliegt 

„,  Lehrsatz    1.    Ist   im   Dreieck  JßC  (Taf.  III.  Flg.  6.) 
^inkeil  A<,ß,  und  theilt  man  diese  Winkel  durch  AD 

uDd  BE  so,  dass  &ADt:=:6hE,  so  Ist  AD>BR 
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Be w  eis.  Die  Dreiecke  ACD  und  BCE  heben  eioiela  giriehe 

WiDlceL  Nun  ist  AC^BC,  weil  A^OBAC  nach  Voraus- 
setznog»  folglidi  AD'^BE  gegenfilier  den  gleicheo  V^nkelo  C 
W.  a.  i».  w. 

Lehrtati  2.  Ist  im  Dreieck  iliBC  (Taf.  IIL  Fie.  7.) 
Winkel  A<^B  und  theilt  msB  diese  Winkel  durch  AD 

unABE  so,  dass  BAD<,AkE  und  (fAD^CBE,  so  ist 
AD>BE.  ^  »  * 

Beweis.  Ziebt  man  JBO  so,  dass  OB)E=CAiy,  «o  ist 
Aiy>BE  nach  Lebrsatz  1.  Nnn  Ist  ^D'  ein  Tbeil  ^00  AD, 
folglich  um  so  mehr  /!/>>  BE,    W.  z.  6.  w. 

Lehrsatz  3.  Sind  die  Geraden  il/>  und  BE,  weiche 
die  Winkel  A   aod  B  des  Dreiecks   AiTC  so  theilen, 

A  A  A  A 

dass  BADiDACzsABEiEBC,  einander  gteleb,  so  Ist 
ii=3JB  und  das  Dreieck  gleichschenklig. 

€ 

Beweis.    Wftre  A  ungleich  B,  also  BAD  ebenso  unglttch 

ABE,  und  DAC  ebenso  ungleich  EBC,  so  wäre  BE  ebenso  nn^ 
gleich  AD  (Lebr8.2.)  Dies  ist  gegen  die  Voraussetzung  AD==^BE. 
Uso  kann  A  nicht  ungleich  B  srai.     W«  a.  b.  w« 


Das  Folgeode  ist  von  dem  leider  xu  früh  Tersterbenen  Prsfessir 

A.  Seebeck   zu  Dresden. 

Der  S^ts: 

„Wenn  die  Balblrongslinlen  zweier  Dreieckswlo- 
kel,  gerechnet  bis  zur  gegenfiberstehenden  Seite, 
gleich  sind,  so  ist  das  A  gleichschenklig** 

kann  auf  folgenden  allgemeineren  zurfickgefiihrt  werden: 

(A)  ,,Wenn  ein  Dreieckswinkel  balbirt  ist  «od  die 
durch  eioen  Punkt  derUalbIrnngsllnien  ausden  beiden 
anderen  Winkelspitzen  gezogenen  TransTersaies 
gleich  sind,  so  ist  das  A  gleichschenklig.** 

Dieser  Satz  aber  ergiebt  sich  aus  folgendem: 

•  Wenn  durch  einen  Punkt  der  Halbirungslinie  eines 
Winkels  Transversalen  zwischen  den  Sch'enkeln  gezo- 
gen werden,  so  ist  die  auf  der  Halbirungslinie  recht- 
winklig stehende  Transversale  die  kflrseste,    nnd  die 
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ilbrigeo  sind  um  so  grosser,  je  mehr  sie  von  derselben 
abweichen. 

In  Taf.  111.  Fig.  8.  s^i  BM  die  Ualbimngsßnie  and  JC  so 
gezogen  9  dass  AB^BCi  es  soll  gezeigt  werden,  dass  DE^AB.  * 
—  Da  DM^AM,  so  ist  der  bevreis  nur  zu  fdhren,  wenn 
ME^MC,  d.  h.  ^MEC  stumpf  ist.  Mache  MF^zMA  und 
MG:=ME,  so  ist  ^AMFco^EMG,  und  da  MA>MC>MG,  so 
ist  auch  1)  AF>  EG;  ferner  ^DAM>  ^CEM,  daher 
%)^DAF'>  Z.CEG\  endlich  3)  ^AFD^Z^EGC.  Aus  diesen 
drei  Bestimmungen  ergiebt  sich  leicht  />F>  GC»  und  daher,  in- 
dem man  FE^AG  hinzuaddirt,  Dl^ACy  w.  z.  b.  w. 

■ 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  der  erstgenannte  (A)  dadurch» 
dass  sich  eine  Transversale  von  gegebener  Xiänge  nur  in  zwei 
Lagen  eintragen  Ifisst,  welche  symmetrisch  sein  müssen.  (Man 
mgl.  (Tat  in.  Fig.  9.). 

Dieser  Beweis  kann  auch  auf  das  sphärische  A  angewendet 
werden.  In  Taf. III.  Fig.  10.  sei  ZAMB<V9KP\  BM<W^\  es 
sei  wieder  AB>  ßC,  so  ist  AM>  MC  und  DM>AM,  weil 
MC(—MC),  JUA  und  MD  auf  einer  Seite  des  auf  AB  geföliten 
Lothes  ML  liegen.  Da  AG<i90^,  so  erhfiit  man  AF>£G;  fer- 
ner, wenn  man  ^AMD  unendlich  klein  annimmt,  ^AFIh=sj^EGC 
imd  ^DAF"^  ^GECt  woraus  DF^GC,  und  das  Uebrige  ganz 
wie  beim  ebenen  Ä  MgL 

Ist  der  ^ ABO  180''  so  ändert  sich  nur  das,  dass  die 
Trangversaleo  um  so  kleiner  werden,  je  mehr  sie  gegen  die 
Halbinmgslinien  geneigt  sind. 


Meseimif  einer  an  keMen  Endpunkten 

nnznsänfrlictaen .  Entfenrnntr  naidi 

einer  besonderen  Metliode. 

Von 

dem  HeraaBgeber.  . 


Ich  glaabe,  dass  das  Wrakelkreaz  oder  die  Krenzscbeibe  eis 
Air  die  eTemeDtare  Feldmessl^anst  in  vielen  Fällen  sehr  brancbfc«! 
res  Instmment  ist,  und  «neb  bei  dem  geometrischen  Oemeotv- 
unterrichte«  mit  dem  nach  meiner  Meinung  immer,  ao  TieJ  ab 
thnnlich,  Uebuneen  in  der  Feldmesskunst  zu  verbinden  wSrea. 
mehr  als  dies  bisner  geschehen  zu  sein  scheint,  angewandt  werden 
sollte,  namentlich  auch  der  ^ossern  Wohlfeilhelt  dieses  Instru- 
ments wegen.  Gewöhnlich  richtet  man  das  Winkelkreux  so  en, 
dass  die  neiden  Visirliuien  auf  einander  senkrecht  stehen»  und 
dies  ist  auch  in  der  That  die  Einrichtung,  welche  die  einochste 
und  häufigste  Anwendung  dieses  Instruments  in  der  praktischen, 
namentlich  in  der  auf  die  Landwirtbschafl  angewandten,  Feld- 
messkunst gestattet.  Aber  auch  schon  zwei  nur  einen  conslanten, 
sonst  belieoigen,  Winkel  mit  einander  einschliessende  Visirünien, 
—  la  fausse  Equerre  d'Arpenteur,  wie  die  Franzosen 
sagen,  —  bieten  viele  sehr  einfache  und  elegante  Anwendungeo 
dar,    wobei    es  jedoch  gut  ist,    die  Lage  der  beiden  Visiriinieo 

Segen  einander  verändern,  und  dem  constanten  Winkel  eine  fiir 
ie  vorhabende  Anwendung  zweckmässige  Grösse  geben  zu  kon* 
nen,  wodurch  natilrlich  zugleich  bedingt  wird,  dass  an  dem  In- 
strumente die  nuthigen  Schrauben  angebracht  sind,  um  die  bei- 
den Visirlinien,  nachdem  man  ihrem  Neigungswinkel  gegen  ein- 
ander die  fiir  die  vorhabende  Anwendung  zweckmässige  Grosse 
gegeben  hat,  in  unveränderlicher  Lage  gegen  einander  befestigen 
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ZU  koiipeo.  Ich  lasse  .mir  jetzt  ein  solches  WmkeUcreuz  mit  zvvel 
beweglifcheo  Visirliiiien  anfertigen «  bei  welchem  die  Visirlinien 
durch  die  optischen  Axeo  zireier  kleinen  astronomischen  Fern- 
rahre  dargestellt  werden ,  und  werde  späterhin  einige  mit  diesem 
Instraniente  gemachte  Anwendungen,  die,  um  die  erreichte  Ge- 
oauiffkeit  beurtheilen  zu  können«  eine  Vergleichung  verschiedener 
für  dieselbe  Grosse  erhaltener  Resnltafe  gestatten,  in  dem  Ar- 
chive minheileo.  Die  Kosten  eines  solchen  mit  zwei  klemmen  astro- 
nomischen Fernrohren  versehenen  Winkelkreuzes  sind  gar  nicht 
bedeutend,  wenigstens  keineswegs  so  bedeutend,  als  Mancher 
wohl  glauben  mochte,  da  man  ja  jetzt  kleine  astronomische  Fern- 
rohre 11^ vorzuglicher  Gute  um  sehr  geringe  Preise  erhalten  kann. 
Mao  braucht  sie,  wenn  man  nic|it  will,  för  den  vorliegenden 
Zweck  oicht  einmal  achromatisch  machen  zu  lassen. 

■ 

Ich  werde  jetzt  im  Folgenden  eine  Auflosung  ier  Aufgabe: 
„die  Länge  einer  an  ihren  beiden  Endpunkten  unzugänglichen 
geraden  Linie  zu  messen '*  mit  Hülfe  des  Winkelkreozes  geben, 
die  ich  fSr  sehr  elegant  halte.  Ich  entlehne  dieselbe  der  folgen- 
den in  vielen  Beziehungen  interessanten  Schrift:  Solutions  peu 
connues  de   diff^rens    probl^mes   de  G^om<^trie   pratl- 

3ae;  pour  servir  de  supplöment  aux  Traitäs  connus 
e  cette  Science;  recueillies  par  F.  J.  Servois. 
A  Metz.  An  XII.  p.  75.,  bemerke  aber,  dass  Servois  selbst 
sagtj  dass  diese  Auflösung  schon  von  Mas  eher  oni  in  der  Schrift: 
Problem!  per  gli  Aerimensori  ^on  varie  Soluzioni. 
Pavia.  17^3.  Probl.  111.  Soluz.  13.  gegeben  worden  sei.  Der 
Beweis,  den  ich  im  Folgenden  für  diese  Auflösung  geben  werde, 
rührt  von  mir  selbst  her,  da  der  von  Servois  a.  a.  O.  gege- 
beoe  Beweis  auf  der  Trigonometrie  beruhet,  die  ich  hier  absieht- 
lieb  vermeiden,  und  mich  bloss  der  Sätze  der  ebenen  Geometrie 
bedienen  wollte« 

Wenn  MW  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  die  zu  messende  Linie  ist,  so 
suche  man  auf  dem  Terrain  drei  Punkte  A,B,  C  von  solche» 
Lage  auf,  dass  die  Winkel  MAN,  MBN,  MVN,  unter  denen  in 
diesen  drei  Punkten  die  zu  messende  Linie  AfiVerscbeint,  dem  Win- 
kel des  Winkelkreuzes,  und  daher  natürlich  auch  unter  einander 
gleich  sind.  Dann  messe  man  die  Linien  Aß,  AC,  und  suche 
mit  dem  Winkelkrenze  in  der  Linie  BC  den  Punkt  D  auf,  wel- 
cher in  der  Linie  BC  eine  solche  Lage  hat,  dass  der  Winkel 
ADC  gleichfalls  deöa  Winkel  des  Winkelkreozes,  also  auch  den 
drei  Winkeln  MAN,  MBN,  MCN  gleich  ist.  Misst  man  hierauf 
Doch  die  Linie  AD,  so  ist 

MN=d^^, 

und  die  Länge  der  zu  messenden  Linie  MN  kann  folglich  mit- 
telst dieser  einfachen  Formel  aus  den  gemessenen  Stücken  leicht 
berechnet  werden  . 

Bevor  wir  zu 'dem  Beweise  der  vorhergebenden  Formel  über-- 
gehen,  schicken  wir  die  folgende,  übrigens  zu  einem  anderweitig 
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scholl   allgemeio  bekannten  Satie  fiAitnie  BctaAtB^ 
woiV  ms  nm  der  Wunsdi  i^ranlasst,    Äcsco  GegenstaB* 
ohne  Hülfe  der  Trigonometrie  ztf  jf^bMAmm' 

In  Taf.IV.Fig-  2.  sei  O  der  Mittelpunkt  desumdM] 
ABC,   dessen  Soften    ßC,  CA,  AB  wir  wie  gewokfidi 
«,  6.  c  bezeichnen;  beschriebenen  Kreises,     »«nken  wf  «s 
von  O  auf  .4Ä  das  Perpendikel  OC,  Ton^»  auf  ^CteP<^ 
dikel  ÄÄ"  gefällt,    so  sind  die  beiden  rechtwiiikli|W  ür» 
AOC,  oder  BOC,    nnd  BGB'  offenbar  «ngad«  Sbhffc 
der  Winkel  AOB  doppelt  so  gross  als  der  Winkel  Äir. 
lieh  ^AOC'=;^BCB*'  Ist    Also  ist  t 

und  folglich ,  wenn  wir  den  Halbmesser  des  um  das  Dreietki 
beschriebenen  Kreises   durch  r  bezeichnen: 


ÄB":«=:jc:r, 


also 


I 


m 

Ist  nun  A  det  Flacheniohalt  des  Dreiecks  ABC,  so  ist 
/^=^AaBB^,     fiÄ"=:^=^, 

und   folglich,    wenn  man   dies   In   den  obigen  AuwInidiJ 
einfiiiirt: 

abc 

©enken  wir  uns  jetzt  in  Taf.  IV.  Fig.  3.  über  KS^^^ 
einen  den  Winkel  des  Winkelkrenzes  fassenden  Km' 
beschrieben ,  so  geht  der  diesen  Kreisabschnitt  begtta» 
bogen  nach  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Gonstmetiao 
drei  Punkte  A,  B,  C  hindurch,  und  der  Kreis,  wdcto 
Kreisbogen  angehürt,  dessen  Halbmesser  wir  dorch  riejö 
wollen,  ist  folglich  um  das  Dreieck  24ÄC=A.  dessen  Seit«  ßV 
AB  wie  gewöhnlich  durch  a,6,  c  bezeichnet  werden  solJeD,b«»irH 
Fällt  man  nun  von  A  auf  J?Cdas  Perpendikel  JJB=A,  vond«) 
punkte  Ödes  um  das  Dreieck  iliSC  beschriebenen  Kreises  a^" 
das  Perpendikel  OL,  so  sind  dieiieidenreehtwinkligelkDreiet^ 
und  J^iOL  offenbar  einander  ähnlich,  weil  nach  der  Cob2^ 
nothwendig  der  Winkel  MON  doppelt  so  gross  als  ^ 
des  Winkelkreuzes ,  also  auch  doppelt  so  gross  ab  der 
A  DE ,  folglich  ^  MOL = ^  ADE  ist.    AUo  ist 
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AÜ'.AE^OMiML, 

d.i.,  we^D  wir  noch  ^f^vtd  solzeA: 

woran« 

2r* 


^^d 


folgt    Kui  ist 


*JP  «^ 


A=2^'  ajio  *=~  J 
felgikb  nach  den   VorhBrgdbeodea 

Nach  der  oben  voraosgesehickleii  B^trachtaig  ist  aber 

^  abc 


-iL 


%  also  4r^=a6c. 


Führt  man  dies- in  den  vorliergehenden  Ausdmck  vop  »  ein,    so 
er^bt  sieh 

bc 

uad  wenn  man  f^r   b,  c^  d,  x  «vedor  die  dieseii  Sypaiiolep  ent- 
sprechenden Linie#  setzt: 

welches  die  zu  beweisieude  Foiyael  war. 

RfidLsiditKeh  der  AaswäbHiBe  der  Punlcte  A,  B,  C  woliee 
wir  nor  in  der  Kürze  bemeAen,  dass  es  der  Genaaigiceit  des  z« 
enüelenden  ResoHals  gewies  förderliGh  sein  wird,  wenn  dieselben 
mSgiichst  weit  ans  einander  liegen,  in  Verhttitniss  zu  der  zumes- 
wndea  Linie  MN. 


!♦• 
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Velder  das  Bftckwftviiseiiischiieideii 

dem  Blesstfsclie. 

Ton 

dem  Herausgeber. 


Weon  ich  noch  einmal  aaf  diese  — «  auch  von  mir 
schon  vielfach  behandelte  Aufgabe  zurückkomme,  so  m 
eewiss  in  der  grossen  praktischen  Wichtigkeit  derseüs^ 
Kechtfertigung  nnden.  Auch  lassen  in  der  That  allei 
bekannt  gemachten  Methoden  immer  noch  Eti^as  zu  «Ü 
übrig.  Am  Häufigsten  wird  wohl  in  der  Praxis  die  Lehaa^ 
Methode  der  sogesannten  fehlerzeigenden  Dreiecke  aei^ 
.Aber  auch  diese  Methode  hat  mich  —  ich  gestehe  e$  *< 
niemals  ganz  befriedist;  insbesondere  finden  Anfaogff 
einige  Schwierigkeit  beigder  Beurtheilong  der  Lage  des  s« 
PuDKtes  gegen  das  fehlerzeigende  Dreieck,  ob  oerselbed 
innerhalb  oder  ausserhalb»  und»  im  letzteren  Falle,  auf* 
Seite  dieses  Dreiecks  derselbe  liegt»  was  auch  wahrsdi«^' 
Prof.  Hartner  in  Gratz  zu  der  neuen  umfassendeD  ivj 
liehen  Arbeit  über  diesen  Gegenstand  in  den  Sitzunp^" 
ten  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  ^^i^'^.,! 
gang  1849.  November-  und  December-  HeftS'-^*^^ 
8.  auch  Liter.  Ber.  Nr.  LV.  S.  768.)  veranlasst  hfU^ 
ich  bei  dieser  Gelegenheit  von  Neuem  zu  erinnern  m^ 
mochte.  Mich  selbst  haben  die  Wünsche»  die  mir  h&i^^ 
Wendung  der  fehlerzeigenden  Dreiecke  stets  noch  ubn^  < 
veranlasst»  eine  andere  Näherun^smethode»  die  der  [eU^ 
den  Dreiecke  sich  wenigstens  nicht  unmittelbar  ^^^l: 
suchen.  Diese  Methode  hat  eine  gewisse  AebnlicU^^f 
einer  schon  früher  von  dem    verdienten  *Bbhnenber^erfi 
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Zeitachrift  für  AstroQoniie  and  terivandte  Wissen- 
schaften. 'Band  VL  S,  121.  bekannt  gemachten  Methode. 
Ich  sage  aber  absichtlich  eine  gewisse  Aehnlicfakeit.  Denn 
Bohnen  berger  bedient  sich  in  der  That  auch  fehlefcelgender 
Dreiecke,  die  ich,  wenigstens  unmittelbar,  gar  nicht  in  Anwen- 
dung bringe,  und  die  nach  meiner  Ansicht  interessante 
theoretische  Grundlage,  von  der  ich  bei  meiner  Auflösung  aus- 
gehe, kennt  Bohnenberge r  gar  nicht,  so  dass  also,  wie  ich 
slaobe,  von  einer  Uebereinstimmung  beider  Methoden  nicht  die 
Kede  sein  kann ,  wenn  auch  allerdings  meine  Auflösung  sehr  leicht 
zu  der  Bohnenberger^schen  Näherangsmethode  fährt,  wie  ich  wei- 
ter unten  noch  besonders  bemerken  werde. 


n. 

wir  wollen  uns  zwei  sich  schneidende  Kreise  (Taf.  I V.  Flg.  4.) 
denken.  '  Der  eine  der  beiden  Durchschnittspunkte  sei  ii,  der 
andere  sei  D.  Von  dem  Durchschnittspunkte  A  aus  ziehe  man 
eine  gerade  Linie,  welche  den  einen  der  beiden  Kreise  in  6,  den 
anderen  in  c  schneidet.  Auf  diese  gerade  Linie  wird  sieb  unsere 
folgende  Betrachtung  hauptsächlich  richten. 

Die  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreide  gehende  gerade 
Linie  nehmen  wir  als  A^e  der  x  eines  rechtwinkligen  Cbordina- 
tensystems  der  xy  an,  dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  des  einen 
Kreises  ist.  Der  Halbmesser  des  Kreises,  dessen  Mittelpunkt 
als  Anfang  der  Coordinaten  angenommen  worden  ist,  sei  q\  der 
Halbmesser-des  anderen  Kreises  seif.  Die  erste  Coordinateoder  söge* 
nannte  Abscisse  des  Mittelpunkts  dieses  letzteren  Kreises  sei  o,  und  es 
wird  der  Einfachheit  wegen,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden, 
verstattet  sein,  das  Coordioatendystem  so  anzunehmen,  dass  o 
positiv  ist  Alles  dieses  vorausgesetzt,  sind  nun  die  , Gleichungen 
der  beiden  Kreise: 

0:«  +  ««=^*,  (o:— o)«  +  y«  =  r«; 


und  wenn  man  aus  diesen  Gleicliungen  or,  y  als  unbekannte  Grös- 
sen bestimmt,  so  erhält  man  die  Coordinaten  der  zwei  Durch- 
schnittspunkte der  beiden  Kreise.  .  Aus  der  zweiten  Gleichung 
ergieht  sich  zuvorderst: 


x*  +  .v*— 2aar=r* — a* 
also  wegen  der*  ersten  Gteiefaung: 

^•— 2a:r=r*— fl*, 

woraus 

^  3ä 


n» 

1 


j*=i^-^=«»- 


4,  L 


(•4»-frr)(*-l»-*)(r4^-»)(rK-«) 
r—  4^ 


au  «.  «,  r  ak 
OKicclDi  4«k  A  >  ••  kt 


A*=  g(M^4TM«'t^-t»(rf-»)<>i»'    ■>» 


■■d  wir  habea  Jifcar  zor  BesiniBa^  der 
OwchKhoid^uIcte  der  bödoi  KreiM  die  Cglgeadce  Fotacb 


Wir  woOen  jetzt  anehiMn.  dass  die  Cw»vdiBateB  Bit  im 
«beten  2>etcfcea  den  Ptankte  A,  die  CoordBaatea  mit  4em  ■■tcm 
Zcidi«*  deai  Ptmkte  1>  eatspieehea,  ••  daw  also,  wcaa  «v 
jeee  Coor^batea  dareii  ^>  9k »  £cm  dvch  «^,  j^  beaeickBca: 

^    ^= — 55      •»= — 5" 

Die  Glddmi«  der  dnrdi  im  PmM  A  «far  («^  9^)  gew^ge- 
neo  belidiigeB  geraden  Linie*  sei  jctit 

so  ist,  weil  diese  Lisis  dodi  dm  Ptaakt  (j^  ffi)  geht. 


2U 

und  folglich 

die  Glelcbaa^  dieser  Linie. 


BeseichneD  wir  oud  die  Coordioateo  der  DurchechnItUpuokte 
dieser  Lioie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  Halbmesser  q  be- 
schrieben ist,  durch  X,  y;  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung 
die  beiden  Gleichungen: 

Eliminirt  man  aue  diesen  GleichoDgen  y»  so  erhält  ma»  zur  Be- 
stimmung Ton  X  die  Gleichung: 

d.  I. 


1+^    ••~~      i+i<« 

und  iSst  man  diese  qaaikatiMhe  Gteichoag  auf  gewfihnliche 
Weise  auf,  «o  ergiebt  elcli  mittelst  leichter  Reclinung : 

*= — ^ rrs^    

Weil  aber  der  Punkt  (xi  y^)  in  dem  mit  dem  Halbmesser  ^  be- 
schriebenen Kreise  liegt,  so  ist 

t 

also 

woraus  sich  nach  leichter  R#cli9n||g 

(l+ii^^*-(yi-i<«i)»=(*i+%i)*, 

folgUch  nach  dem  Obigen 

*= 1+15 

ergiebt  Dasi  obere  Zeichen  UeiRBcl  :v=x^,  uqd  entspricht  folgMch 
dem  Punkte  (xi  Vi)>  Will  man  also  die  erste  Coordinate  oder 
Abscisse  des  andren  Durchschnitteunkles  unserer  geraden  Liue 
mit  dem  Krdse,  welcher  mit  dem  Halbmesser  g  beschrieben  is^ 
haben,  so  mus»  man  das  unlere  Seiebett  neiraien,  wodurch  man 
fiir  dieisen  Dnrchschnittspunkt 


Also  tat  mgao  dar  ersten  GMchmig: 

d.    i. 

woraus  man  mittelst  einer  allgemein  bekannten  Zerlcgsag  ti 

^  ■"  4a« 

erhält.    Bezeichnet  man  den  Fl&cheoinhall  des  ans  a,fj 
Seiten  gebildeten  Dreiecke  durch  i\ ,  so  ist  bekanDtüch 


also 


und  wir  haben  daher  zur  Bestimmung  der  CoordiniteB  kj 
Durchschnittspunkte  der  beiden  l^eise  die  folgend«o  Fm 


Wir  wollen  jetzt  annehmen»  dass  die  Coordinateo  ä\ 
oberen  Zeichen  dem  Punkte  A,  die  Coordinateo  mit  des  v 
Zeicheo  dem  Punkte  Z>  entsprechen,  so  dass  also,  "«* 
jene  Coordinaten  durch  Xi,  yi ;  diese  durch  x%9  jf%  boeidiia 

ist 

Die  Gleichung  der  durch  den  Ptaikl  A  oder  (d^  fi) 
nen  beliebigen  geraden  Linie  sei  jetzt 

so  ist,  weil  diese  Linie  durch  den  Punkt  (xi  ffi)  gdi^ 


und  ftrfgllcb 


die  Glelcbni^,  dieser  LiwM, 

Boeichnen  w'a  hm  At  ( 
dieser  Linie  mit  des  Kniw. 
schrieben  ist,  dnrdi  x,  gi  » 
die  beiden  GUicbancoi: 

ElimiDirt  bbb  ««•  Aeaek  Cm 

sÜaumiDg  Ton  x  die  Gkäefa^ 


und    (3st  man   dteae    ^■■o' 
WViM  mT,  so  «rgi«bt  «ci  ^ 


Väl  ab«  det  Pi^  u  > 
■cklelMDeii  Krdae  fa^. « 


»oreu  sich  amtk  t 


WgUi 


lahi 


-».)•. 
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^  = » — "  --  — 


oder 

erhält;  ood  weil  nun  nach  dem  Obigen 

Ut,  80  hat  man  zur  Bestimmung  von  x,  y  die  Auadrücke: 

Bezeichnen  wir  femer  die  Coordinaten  der  üurdhachaftts- 
punkte  tftiserer  geraden  Linie  mit  dem  Kreise ,  welcher  mit  den 
Halbmesser  r  beschrieben  worden  ist,  wieder  durch  x,  y  selbst; 
so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  beiden  Gleichungeo: 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  y^  so  erhält  man  stur  Be- 
stimmung von  X  die  Gleichung 

d.  i. 

xH  2 Y^ x^       9  ,_^^ , 

qnd  löst  man  diese  quadratische  Gleichung  auf  gewöhnliche  Art 
auf,  so  ergiebt  sich  mittelst  leichter  Rechunog: 

Weil  aber  der  Punkt  (:ri  y{)  In  dem  mit  dem  Halbmesser  r  be- 
schriebenen Kreise  Hegt,  so  bt 

also 

woraus  sich  nach  leichter  Rechnung 

folglich  nach  dem  Obigen 


2id 

Tf^P  

ereiebt  Dair  obere  Zeichen  liefert  sr^^Xit  und  entspricht  fole- 
üch  dem  Quäkte  (asi  yi).  WUI  muk  also  die  erote  Coordinato 
oder  Abacisse  des  anderen  Darchschnittspankts  unserer  geraden 
Linie  mit  dem  Kreise ,  welcher  mit  dem  Halbmesser  r  beschrie- 
ben worden  ist»  haben,  so  muss  man  das  untere Zeicheo  nehmen, 
wodurch  man  ffir  diesen  Dorc^schnittspunkt 

X fy^ä 

oder 

erbilt;  and  weil  oun  nacb  dem  Obigen 

« 

y—yi—A{x—xx) 

ist,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  x^  y  die  Ausdrflcke : 

^""^^= — nras—'  »-^»= — i+li«       • 

kt  jetzt  jetzt  b  in  Taf.  IV.  Fi^.  4.  der  Durchschnittspunkt 
unserer  geraden  Linie  mit  dem  Kreise j,  welcher  mit  dem  Halb- 
messer Q  beschrieben  worden  ist,  dagegen  c  in  derselben  Figur 
der  Durchschnittspunkt  dieser  geraden  Linie  mit  dem  Kreise, 
welcher  mit  dem  Ualbme^ef^r  r  beschrieben  worden  ist,  und  be- 
zeichnen wir  die  Coordinaten  dieser  beiden  Punkte  respective 
durch  Xhf  yb  und  x^»  yel  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden:    . 

Xh-'Xi  —  —     j^^a-  *  »*—yi  =-^      ITA* 
und 

Also  ist 

» 

2a  2Aa 

Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  b  und  c 
oder  {xb  yh)  und  (xe  ye)  von  einander,  d.  i.  die  Linie  bc  in  Taf. 
IV.  Mg.  4.,  durch  E,  so  ist 
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d.  i.  nach  dem  Obi^ao 

~      4a« 


«  positiv  It^: 

2a 


htea  Vor^vsaetemgen  ^ekamtHch 


«•• 


SB» 


E 


VoD  dem  PanlEte  />  odor  (^  j^  woHen  wir  ims  jetit  auf 
die  durch  den  Punkt  A  oder  (xi  y^)  gelegte  gerade  Lliiie  do 
Perpendiicel  gefUH  denken,  und  die  Lfingo  dieaes  PcrjiondikelB 
durch  P,  die  Coordinaten  seines  Fusspunstos  in  der  in  Rede 
stehenden  Linie  aber  durch  x,  f  bezeichnen.  Die  Glachung 
dieses  Perpendikels  ist  micb  den  Principien  der  analytischsD 
Geometrie 

und  zur  Bestimmung    der  Coordinaten  Xt  f   hat  man  daher  die 
beiden  Gleichungen: 

oder 


oder  auch 

Weil  aber  nach  dem  Obigen 

ist;  so  werden  diese  Gleichungen: 


und 


f-yi+^=-;jÖf-xi); 


f-s%-^r=^öf-^. 


AUo  ist 


folglich 


Ab*  l«t 
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o(f-yi) 


Bezeichnen '  wir   nun    die  Entferoung  des   Fassponktes  dee 
Perpendikels  P  von  dem  Punkte  A  oder  {x^  yi)  durch  Q;  so  ist 

also  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet. 


wonuu 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt»  jenachdem  die 
Grosse  Ä  positiv  oder  negativ  ist. 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

2a 


9it  so  ist 
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und  daher  dieses  VerhUtniss  ein  von  der  Lage  der  dnrdi  i 
Ponict  A  oder  (xi  yi)  gezoeenen  geraden  Linie  nnattis» 
insofern  also  constantes  Verhältniss,  wm  anmittelbar  n  i 
folgenden  geometrischen  Satze  führt: 


Lehrsatz. 

Wenn  zwei  Kreise  sich  schneiden,  und  man  von << 
einen  ihrer  beiden  Durchscbnittspunkte  aas  eioej 
den    der  beiden  Kreise  ein    zweites  Mal  schoeide« 

Serade  Linie  zieht,  so  ist  das  Verh&ltniss  twisck 
er  Entiernung  der  zwei  Durcbschnittspunkte  dieti 
Seraden  Linie  niitden  beiden  Kreisen  von  einaoden 
em  von  dem  anderen  Durchschnittspankte  der  b«ii 
Kreise  auf  die  in  Rede  steh  ende  gerade  Linie  g(^ 
ten  Perpendikel  von  der  Lage  der  geraden  LiDi!|| 
abhängig,  und  insofern  also  ein  constantes  Verbaltr^ 

Dies  ist  der  Sat^,  von  dem  wir  im  Folgenden  eioeAi 
dung[  auf  das  Rückwärtseinschneiden  mit  dem  Messtisdie 
werden.    Vorher  wollen  wir  jedoch  die  folgenden  geomet 
Bemerkungen  dem  Vorhergehenden  noch  beifügen. 

Wenn  mau  aus  den  ^beiden  Gleichungen 
die  Grosse  A^  eiiminirt,  so  erhält  man  die  Relation 

und  da  nun  nach  dem  Obigen 

/»-  4A* 

ist,  so  ist 

woraus  sich  die  bemerkenswerthe  Relation 

4o"P»=£«(J»+  Ö«) 


217 

od«r 

ergiebt. 

Bezeichnen  wir  die  gemeioscbaftlidie  Sehne  der  beiden  Kreide 
durch  S,  so  ist  ' 

S«=(«,-«i)»+(jr,-^«.     ■ 

also  nach  ißim  Obigen 


tödlich 


a 


Daher  ist 


aa""2a'  2A""  «' 


also  nach  dem  Obigen 


oder 

£:P=2a:5, 

welche  Proportion  ein  Jeder  sogleich  wird  in  Worten  ansspreohen 
können. 

Auch  ist 

jf^ 4a^ 

also  nach  dem  Obigen 
worans  sich 


21» 


ES 


erglebt. 

Vergteicht  man  dias  mit  dem  Obigen ,  so  erhSlt  man 

oder 

PS = V  #»+«••  V^^^, 

worao«  sicli  leiclit  die  nacii  dem  pythagorSisehen  LebraatM  sieh 
TOD  selbst  verstehende  Gleichang 

S«=J»+Ö* 

ergiebt 

Ea  wOrden  sich  leicht  aus  dem  Obigen  noch  manche  andere 
Relationen  ableiten  lassen»  da  es  ja  bekannt  genup;  ist»  da^s  sich  bei 
Untersuchungen  wie  die  vorhergehende  immer  eme  grosse  Menee 
mehr  oder  weniger  merkwürdiger  Relationen  ergeben,  deren  m- 
leitong  oft  nur  ein  geringes  Verdienst  ist»  aber  dessenungeachtet 
als  ein  treffliches  Uebun^smittel  fiir  Anftnger  lederzeit  eineD  gra- 
sen Werth  hat  Ich  will  mich  aber  bei  solchen  geometriada 
Uebungen»  die  nur  den  grossen»  ja  unermesslichen  Reichtfasn 
der  Geometrie  zu  zeigen  geeignet  sind»  jetzt  nicht  länger  anflial* 
ten»  sondern  nun  sogleich  zu  dem  wichtigen  praktischen  Gegen- 
stände fiber^hen»  welchem  das  Obige  zur  Vorberdtnng  ned 
Grundlage  dienen  sollte.  Eine  elementar*geometrische  Darslellaog 
des  obi|;en  (gegenständes»  bei  dessen  £ntwickelung  ich  mich  hier 
ahsichtiioh  der  analytischen  Geemetrie  bedient  habe»  von  heften- 
deter  Hand,  mit  noch  manchen  anderen  Bemerkungen»  werde  ich 
den  Lesern  des  Archivs  vielleicht  bald  mitzutheilen  im  Stande  seis. 

IIL 

In  Ta£  IV.  Fig.  5.  seien  jetzt  A,  B,  C  die  drei  auf  dem 
Messtische  gegebenen»  den  1^  unkten  2»  J5»  <E  auf  dem  Felde  ent- 
sprechenden Punkte»  und  D  sei  der  auf  dem  Messttsche  zu  fin- 
dende vierte»  dem  Punkte  Z)  auf  dem  Felde»  in  welchem  der 
Messtisch  aufgestellt  worden  ist,  entsprechende  Punkt  Die  ge- 
genseitige Laee  der  drei  Punkte  2,  S5»  tC  auf  dem  Felde  sei  eine 
solche»  dass  dem  in  D  stehenden«  ndt  dem  Gesicht  nach  21  ge- 
kehrten Beobachter»  der  Punkt  2f  zwischen  den  Punkten  ID  und 
C  liegend   erscheint.     Zugleich    denke  man  nch  auf  dem  M 
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Übsthe  die  Mden  bebmntMi,  dinrcb  A^  B,  D  und  dmch  Ä,  C,  D 

Shenden  Kreise  beschriebeD»  wm  Alles  so  aDgemein  bekaimt  Irt» 
88  es  bler  noch  weiter  zu  erlänteni  cmna  uBzweckmfissig  snA 
«iBSthig  sein  würde.  Eine  beliebige  oardi  Ä  gezogene  gerade 
Linie  schneide  den  Kreis,  in  welchem  B  üegt,  in  6«  den  Kreis«  in 
wetebem  C  liegt,  in  c.  Praktisch  erhält  man  swei  Punkte  wie  6 
nnd  e  sehr  leicht,  wenn  nan  bei  ganz  beliebiger  Lage  des  Tisch- 
blattes  die  Kippregel  an  Ä  lest  und  nach  9  Tisirt,  dann  die 
Kipprecel  an  B  le^  und  nach  35  visirt,  und  den  Durchschnitts^ 
ponkt  der  beiden  auf  diese  Weise  erhaltenen  Vinriinien  bestimm!^ 
was  einen  Punkt  b  giebt$  dann  legt  man,  natürlich  bei  ganz  un- 
▼errückter  Legendes  Tisches,  die  Kippregel  auch  an  C,  visirt  nach 
C»  und  bestimmt  den  Durcliscbnittspunkt  dieser  Visirlinie  mit  der 
sdion  vorher  erhaltenen  durch  Ä  genenden  Visirlinie,  so  giebt  dies 
einen  Punkt  c.  Der  Gmnd  dieses  einfachen  Verfahrens  erhellet 
auf  der  Stelle,  wenn  man  nur  überlegt,  dass  die  Winkel  AbB  und 
üieCauf  dem  Tische  respecti?e  den  Winkeln  212)9  und  TOb^  auf 
dem  ITelde,  denen  bekanntlich  auch  die  Winkel  ABB  vnd  ADC 
aof  dem  Tische  gleich  sind,  mit  einer  hier  vGlIig  ausreichenden 
CSenanigkeit  gleich  sind,  wenigstens  bei  Entfemunffen  der  Punkte 
%  25,  C  von  dem  in  Jb  aufgestellten  Tische,  welche  gegen  die 
Dimensionen  des  Tisches  als  rerschwindend  betrachte  werden 
können.  Auf  diese  Weise  kann  man  sich  also  immer  leicht  und 
mit  der  grussten  Sauberkeit  zwei  Punkte  wie  6  und  c  verschaffen. 
Die  Visirlinien,  welche  diese  Punkte  geben,  wird  man  nie  vullie 
aaszieben,  da  es  zunächst  nur  auf  oie  Bestimmung  zweier  sol- 
cber  Ponkte  wie  b  und  /c  selbst  ankommt 

Grosserer  Einfachheit  wegen  wollen  wir  im  Folgenden,  was 
In  der  Praxis  gewiss  immer  verstattet  sein  wird,  annehmen,  dass 
bei  der  Bestimmung  der  Punkte  b  und  e  nach  dem  vorhergehenr 
den  Verfahren  der  Messtisch  schon  so  weit  orieotirt  sei,  ^iss 
diese  Punkte  beide  auf  einer  Seite  des  Punktes  A  liegen,  dieser 
letztere  Punkt  also  nicht  zwischen  jenen  beiden  Punkten  liegt, 
wenn  auch,  theoretisch  genommen,  die  Betrachtung  des  Falls,  wo 
A  zwischen  6  und  c  lie(^,  keiner  besonderen  Schwierigkeit  noter- 
liegen würde,  was  wir  aber  faßlich  dem  Leser  überlassen  kitnnen. 
Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  im  Folgenden,  weni^  zwei  Paare 
von  Punkten  wie -6,  €,  die  wir  durch  6,  c  und  b\  c'  bezeichnen 
wollen,  auf  dem  Uesstische  gegeben  sind,  diese  beiden  Paare  bc 
und  6V  symmetrisch  oder  unsymmetrisch  gegen  ^  liegend 
nennen,  jenachdem  mit  Beziehung  der  oberen  und  ooteren^Zeldien 
auf  einander 

Ab'^Ac,  AV  ^Ac' 

oder 


Ab  ^  Ac,  Ab'  ^  Ad 


ist,  was  sich  bei  praktischen  Operationen  immer  auf  der  Stelle 
wird  erkennen  lassen.  4 
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Wenn  man  die  oben  beechriebene  Openftioo.  bei  swei  Ter- 
«ohiedeoen  Lagen  des  Tiechblattes  Fornimmt,  soncann  man  ei^ 
leicht  zwei  solche  Paare  von  Punkt«!  wie  bc  ond  b'cf  vetsdiaf- 
feiiy  und  dass  dies  geschehen  sei,  weilen  wir  von  nun  an  voraus- 
setzen. Dies  aber  vorausgesetzt»  erhellet  ans  einer  blossen  Be- 
trachtung von  Taf.  IV.  Fig.  5.  auf  der  Stelle»  dass,  ienacbdem 
die  beiden  Paare  6c  und  ö'&  gegen  A  sjrmmetrisch  odTer  unsym- 
metriscb  liegen»  der  gesuchte  Punat  D  nicht  zwischen  den  beideo» 
naturlich  stet8  gehörig  verlängert  gedachten  Unien  be  und  6V» 
eder  zwischen  diesen  beiden  stets  geliorie  verlängert  gedachten 
Linien  liegt.  Hat  sich  aber  aus  einer  nacli  den  vorhergehenden 
Regeln  äusserst  leicht  anzustellenden  Beurtheilung  ergeimi»  dass 
der  gesuchte  Punkt  D  nicht  zwischen  den  beiden  immer  gehörig 
verlängert  gedachten  Linien  bc  und  b'c'  lie^t»  und  daher  au 
einer  und  derselben  Seite  dieser  beiden  Linien  gesucht  werden 
mnss»  so  erhellet  sowohl  aus  einer  blossen  Betcachtnng  von  Tat 
IV.  Fig.  5.»  als  auch  aus  dem  in  U.  bewiesenen  geometrisciieo 
Lehrsatze,  nach  welchem  die  von  dem  Punkte  D  auf  die  LioieB 
bc  und  b'c'  geßiliten  Perpendikel  zu  diesen  Linien  selbst  eis 
und  dasselbe  constante  Vernältniss  haben»  d^ss  der  Punkt  D  im- 
mer auf  der  Seite  der  kleineren  der  beiden  Linien  bc  und  b'c' 
fesncfat  werden  muss»  auf  welcher  die  grossere  dieser  beiden 
linien  nicht  liegt 

Denken  wir  uns  jetzt  durch  die  beiden  Punkte  A  ntid  D  «nc 
gerade  Linie  gezogen»  so  erhellet  durch  eine  ganz  ein&che  geo- 
metrische Betrachtung  auf  der  Stelle,  dass  die  beiden  von  einem  jeden 


die  gehörig  verlängert  gedachten  Linien  ab  und  a'b^  gefüllten  Per- 

^enoikel.  Also  werden  nach  dem  in  II.  bewiesenen^eometriscbct 
lehrsatze  die  beiden  von  einem  ganz  beliebigen  Punkte  in  der 
durch  A  und  />  gehenden  geraden  Linie  auf  die  beiden  gehoik 
verlängert  gedachten  Linien  ab  und  a'b'  geföllten  PerpendiU 
sich  jederzeit  eben  so  zu  einander  verhalten »  wie  beziehonnweise 
die  beiden  Linien  ab  und  a*b'  sich  selbst  zu  einander  verhalten; 
und  bestimmt  man  also»  nachdem  man  nach  dem  Vorbergebendea 
die  La^e  des  Punktes  D,  und  demnach  auch  (Iberhaupt  die  Lage 
der  Linie  AD,  gegen  die  beiden  ^gehörig  verlängert  gedachten  Li- 
nien  ab  und  a*b'  bereits  ermittelt  hat,  entweder  nach  dem  Angen- 
roaasse  oder  durch  genaue  geometrische  Construction  einen  Punkt 
auf  dem  Messtische  so »  dass  dessen  Entfernungen  von  den  ge- 
hurig verlängert  gedachten  Linien  ab  und  a'b'  sich  eben  so  zn 
einander  verbalten»  wie  beziehungsweise  die  Linien  ab  und  a^b* 
sich  selbst  zu  einander  verhalten»  so  wird  der  auf  diese  Wei8e 
erhaltene  Punkt  ein  Punkt  in  der  durch  A  und  D  gebenden  ge- 
raden Linie  sein.  Legt  man  also  dann  die  Kippregel  an  diesen 
Punkt  und  an  den  Punkt  A  an,  und  orientirt  hierauf  das  Tisch- 
blatt  nach  2(,  so  wird  dasselbe  richtig  orientirt  sein,  und  dann 
also  auch  ferner  der  Punkt  D  selbst  leicht  erhalten  werden  kön- 
nen» wenn  man  nur  die  Kippregel  an  B  oder  C  legt»  und  respec- 
tive  nach  S  oder  <C  visirt,  was  aligemein  genug  bekannt  ist»  als 
dass  es  hier  noch  einer  weiteren  Ausfuhrung  bedürfte. 


^1  • 

■ 

Bian  kana,  wvnn  es  der  Raum  auf  dem  Tischblatte  zulässt 
and  es  überhaupt  als  zireekroässig  erscheint,  worüber  sich  im 
Allgemeinen  nichts  festsetzen  lässt,  den  Hi  Rede  stehenden  Punkt 
aui  dem  Tische  auch  mo  bestimmen,  dass  seine  Entfernungen  von 
den  ffehurig  -verlängert  gedachten  Linien  ab  und  a'b'  diesen  bei- 
den Linien  ab  und  a'b'  beziehungsweise  gleich  sind. 

Ein  hinreicfiend  geübtes  Augen maass  wird,  glaube  ich,  bei  der 
Bestimmung  des  in  Rede  stehenden  Punktes  meistens  ausreichen; 
aber  auch  wenn  man  sich  darauf  nicht  verlassen  .wollte  oder  könnte, 
wGrde  dieser  Punkt  stets  durch  eine  genaue  geometrische  Con^ 
struction  erhalten  werden  können,  die  in  der  Ausführung  so  leicht 
und  einfach  i«t,  dass  man  wohl  noch  wagen  darf«  sie  den  bei 
Me«stischoperationen  auf  deni  Felde  beschäftigten  praktischen 
Geometern  aufzubürden.  Man  braucht  ja  bloss  auf  den  gehörigen 
Seiten  der  Linien  ab  und  a'b'  in  Entfernungen^  von  denselben, 
die  entweder  diesen  Linien  selbst,  oder  gewissen,  mittelst  des 
Zirkels  zu  bestimmenden,  gleichvielten  aliquoten  Theilen,  oder 
endlich  auch  gewissen  Gleichvielfacben  Jersa^en  gleich  sind«  mit 
Hülfe  von  Lineal  und  Dreieck  mit  den  Linien  ab  und  a^b'  zwei 
Parallellinien  zu  ziehen  und  deren  Durchschuitlspunkt  zu  bestim- 
men,  welcher  der  gesuchte,  zur  richtigen  Orientirung  des  Tisches 
erforderliche  Punkt  sein  wird.  Jedoch  wird,  wie  gesagt,  gewiss 
in  den  meisten  Fällen  ein  geübtes  Augenmaass  ausreichen,  weuo 
man  namentlich  die  vorhergehende  Methode  als  eine  successive 
Annäberungsmethode  betrachtet,  die  nur  erst  nach  einigen  Wjeder- 
holnngen  zu  einer  vollständig  richtigen  Orientirung  des  Tisches  * 
führt  Auch  i^erden  noch  manche  Vortheile  jedem  in  der  An* 
Wendung  des  Rfickwärtseinschneidens  schon  geübten  Praktikersich 
gewiss  gaüz  von  selbst  ergeben. 

Wenn  die  Linien  bc  und  b'c'  sich  beide  auf  einen  Punkt 
zusammenziehen ,  so  wird  dies  jederzeit  ein  sicheres  Zeichen 
sein,  dass  die  vier  Punkte  A.  B,  C,  D  auf  einer  und  derselben 
Kreisperipherie  liegen,  und  daher  die  Aufgabe  eiue  unbestimmte 
Isit*).  Zöge  sich  dagegen  nur  die  eine  der  beiden  Linien  bc  und 
b'&  auf  einen  Punkt  zusammen,  so  würde  eben  dieser  Punkt  der 
gebuchte  Punkt  D,  und  eine  weitere  Fortsetzung  der  Operation 
daher  nicht  nöthig  sein. 

Wenn  man  die  Linien  bc  und  b' &  näherungsweise  afs  ein- 
ander parallel  anzusehen  «ch  berechtigt  halten  darf,  und  diesel- 
ben synimetrisch  gegen  den  Punkt  A  liegen,  so  erhellet  mittelst 
einer  einfachen  geometrischen  Betrachtung  aus  dem  Obigen  so- 
gleich, dass  der  Durchschnittspunkt  der  gehörig  verlängerten  Li- 
nien bb*  und  c&  näherungsweise  der  oben  angegebenen  Bedingung 


*)  Da  nämlich  bC  ond  b'C'  jetzt  PankCe  sind ,  die  wir  durch  {ÖC) 
asd  (p'C*^  bexeichoeD  wollen,  so  ^eht  der  dnrch  A<,  B,  D  beschriebeiie 
Kreis  durch  die  PuskCe  A^  B,  Z>,  {bc\  {b*C%  der  durch  i,  C,  D  beichrie- 
liene  Krei«  dareh  die  Punkte  A.  C,  D,  ific)^  (Ö'C^.  Also  gehen  beide 
Kreise  dnrch  dieeelbei^  vier  Poukte  .4,  D  (^r),  (b'C*),  and  fallen  daher 
mit  ciaan^er  zataniinen. 

Theil  XVI.  15 
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rOcksichtlich  seiner  EDtfernungeo  von  deo  hnittJk  md  ^e* 
nügen  wird«  und  daher  zur  nänerungsweisen  OrfawHng  des] 
tiscbes    in  der  oben   arigegebeuen  Weise   benutzt  werdea 
Können  dasegen  die  Linien  6c  und   b'&  nftherungsweise  als 
ander  paraTlel  betrachtet  werden,  und  liegen  nns3rm]netrBch  se 
den  Punkt  A,  so  erhellet  eben  so  leicht  wie  vorher,  diss  i' 
der  Durchschnittspunkt  der  beiden  Linien  bb'  und  et!  w 
rungsweisen  Orientirung    des  Messtisches   benntst  werden 
Wie  es  nach   dem  Obigen  bekanntlich  erforderlich  ist,  Beet 
Durchschuittspunkl  der  tieiden  Linien  bb'  und  c&  m  m^H 
nicht  zwischen  den  beiden  Linien  bc  und  b'tf,  im  zmiteB  H 
dagegen  zwischen  diesen  beiden  Linien.    IMes  ist  eigratlidi 
Wesentlichen    die    oben  erwähnte,    Ton   Bohnenbergcr  u 
gebene  Näberungsmetbode ,  die,  wie  es  uns  scheint,  in  d« 
uns  oben  entwickelten  genauen  Methode  ihren  wabreo  GrasAI 

üeber  die  obige  Methode  uns  noch  weiter  zu  veri>ra^| 
dieselbe»  wie  vielleicht  mancher  Praktiker  wfinschta  ml' 
den  praktischen  Gebrauch  hier  nochmals  im  ZusammeBl 
zustellen,  ha)ten  wir  für  unnothig.  Auch  wird  der  wabrej 
tisch  gehurtg  gebildete  Praktiker  gewiss  selbst  leicht « 
manche  erweiterte  Anwendungen  unserer  Methode  kommj 
erwähne  daher  nur  noch  zum  Schluss,  dass  ich  die  iolf 
benen  Entwickelungen  hier  absichtlich  auf  demselben  ^Vef|j 
ben  habe,  welcher  mich  zu  denselben  geföhrt  hat,  nii' 
^  Gewände  der  analytischen  Geometrie.  Vielleicht  ist  elfte 
elementare  Darstellung  durch  die  synthetische  Geometrie  i 
der  ich,  wenn  man  sie  mir  mitzutheilen  die  Güte  haben 

fern   einen  Platz  im   Archive   einräumen  würde,   und  dikil 
leser  dieser  Zeitschrift  zu  einer  desfallsigen  Untersndir" 
zufordern  mir  erlauben  mochte,  weil  ich  allerdings  der! 
bin ,  dass  die  aus  den  in  II.  angestellten  theoretischen  fietrackt 
III.  hergeleitete  praktische  Methode  des  Ruck'w&rtscinsd 
mit  dem  Messtiscne  ihrer  Einfachheit  wegen  wohl  ▼erdiot 
sie  durch  eine    hinreichend   elementare  und  leichte  tbr^ 
Betrachtung  auch   in  ihren  Gründen  einer  m5glicbst 
zahl  von  Praktikern  zugänglich  gemadit  werde. 

*)  Dait  dam   HoiFanng  vorhanden  iit,  habe  ieh  obea  fdioK 
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Heber  eine  neue  Art  ^  die  Gesetze  der 
Fortpflanzung:  und  Polarisation  des 
Lichtes  In  optisch  zwelaxli^en  Medien 

darzastellen. 

Von 

Herrn  Dr.  Beer, 

PriTatdorenten  an  der  UniTerait&t  ra  Bonn. 


Daa  Bedfirfniss  von  Modellen  bei  dem  Studium  der  Doppel- 
pechung  hat  sich  unter  Anderem  durch  die  Erfindung  verschieaeoer 
üarsteUüDgS' Arten  der  Weilenfläche  optisch  zweiaxiger  Krystalle 
j'ekundet.  Unter  diesen  siud  als  die  Tollkommensten  diejenigen 
Modelle  zu  betracliten,  welche  sich  nach  den  wichtigsten  Schnitten 
jeoer  Fläche  aus  einander  schlagen  lassen ,  und  deren  Masse  den 
zvvischen  den  beiden  Schalen  der  Fläche  befindlichen  Raum  auf- 
W,  80  das8  sie  in  ihrer  Convexität  und  Concavitftt  eine  voilsfta- 
die  Vorstellung  der  Wellenform  vermitteln.  Eine  apdere  Art  be- 
stellt  aus  zwei  Theilen,  von  denen  der  eine  durch  die  innere 
ocbale  oder  durch  einen  Theii  derselben^  z.  B.  einen  Octanteo, , 
und  durch  die  Hauptschnitte,  der  andere  durch  die  äussere  Sdbale 
gegrenzt  wird.  Noch  einfacher  ist  die  Darstellung  mittelst  Plat- 
ten yon  Pappe  ^  auf  denen  Schnitte  der  Fläche  gezeichnet  sind, 
•der  mittelst  Drähten,  die  den  Umfang  solcher  Schnitte  angeben. 
fieser  AnCsatz  ist  der  Angabe  einer  neuen  Art,  die  Gesetze  der 
rortpflanzung  und  Polarisation  des  Lichtes  In  doppelbrechenden 
^tteln  sowohl  mittelst  eines  leicht  herzustellenden  Modelles»  als 
^Qch  mittelst  der  Zeichnung  darzustellen,  gewidmet.  Wir  sehiekeii 
^«r  Beschreibung  einige  begründende  mathematische  Betracbtiop« 
8«ö  Toraiis. 

15  • 
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1.  Die  GeschwiDdigkeiten  r|  nnd  r«»  mÜ^vfirfehea  sieb  zwei 
parallele  ebene  Wellen  io  einem  optisch  zw^Kaidgen  Mittel  nach 
der  Riebtang  ihrer  geraeinsatnen  Normale  fortpflanzen,  werden  be- 
kanntlich ans  folgeiraen  Gleichungen  gefunden: 

1)    vi2=i-)-<cos(ti^4-tCa),        2)    r,^3=i-flcos(si— M,). 

Legen  wir  in  Taf.  V.  Fig.  1.  durch  einen  Punkt  O  als  Mittelpunkt  zwei 
Gerade  A^Ax  nn^A^Ainw^  den  Richtungen  der  beiden  optischeo 
Axen  für  ebene  Wellen  (der  wahren  optischen  Axen),  so  bedeoten  Vi 
lind  u^  die  Winkel,  welche  eine  durch  O  mit  der  gemeinsamen 
Normale  der  beiden  Fronten  parallel  gellte  gerade  Linie  OH  bezfir 
lieh  mit  OAx  und«  OA^  bildet;  der  liVertb  vom  ist  immer  positiv; 
während  <,  absolut  genommen  kleiner  als  «,  positiv  wird,  weoo 
die  Halbirungs- Linie  des  Winkels  A^OA^  mit  der  Axe  der  Uqb- 
sten  Elasticität,  und  negativ  wird,  wenn  sie  mit  der  Axe  der  ^üss- 
ten  Elasticität  zusammenfällt  Die  Schwingungen  der  Weites- 
Front,  deren  Geschwindigkeit  Oi  ist,  stehen  auf  Ol^  senkreckt 
und  liegen  in  einer  Ebene,  welche  durch  Oü  gehend,  den  Winkel 
^  S  des   körperlichen   Dreiecks   A^liA^    haibirt     Die    SdtwioguB 

gen  der  zweiten  Weile  stehen  auf  denen  der  ersten  senkrecbi 
und  liegen  wie  jene  in  der  Wellen -Ebene.  Bezeichnen  wir  den 
Winkel,  welcher  von  der  Normale  OiV  und  der  Linie  OA^  eio- 
geschlossen  wird,  durch  tui^  so  wird  tCs-hua'  =  t80^J,  and  an  ^ 
Stelle  der  Gleichung  2)  können  wir  die  folgende  treten  iassco: 

S')  ra*=*-fcos(«i+u»')- 

Der  Ort  der  Normalen  nun,  für  welche  v^  denselben  Werth  \t 
sitzt,  d.  i.  der  Normalen,  deren  erste  Wellen  -  Ebenen  sieb  ät 
gleicher  Geschwindigkeit  in  dem  krystallinischen  Mittel  fortpln 
zen,  ist  offenbar  eiu  Kegel  des  zweiten  Grades,  dessen  Spitzt tt 
O  liegt,  dessen  Axe  mit  der  Halbirungs-  Linie  des  Winkels  A\  Ois 
coiDcidirt,  und  dessen  Hrenn-Linien  die  optischen  Axen^i  A^  attaJt^i 
sind.  Ebenso  bildet  andererseits  die  stetige  Aufeinanderfolge  der  Nor- 
malen,  deren  zweite  W^ellen-Fronten  sich  mit  derselben  Gescbwio« 
digkeit  r^^  fortbewegen,  ^inen  elliptischen   Kegel,    dessen  Mittel* 

5 unkt  O  ist,  dessen  Haupt- Axe  den  Winke-  A^OA^  halbift,  osd 
essen  Focal-Linien  die  Geraden  A^Ax  und  A^A^'  sind.  Die  bei- 
den erwähnten  Kegel  sind  hiernach  confocal  und  stehen  mit  ih/eo 
Hauptaxen  auf  einander  senkrecht.  Einem  jeden  anderen  Wertbe 
von  Vi  und  r2  entspricht  ein  anderer  Kegel  der  ersten  and  iti 
'  zweiten  Art;  wir  erhalten  also  zwei  Gruppen  confocaler  Keeel- 
flfichen,  diewir  Geschwindigkeits-Kegel  nennen  wollen.  Die- 
Entwicklung  der  Gleichungen  dieser  Kegel  ist  leicht;  es  bändle 
®  sich  z.  B.  um   die   HersteTlung  der  Gleichung  für  die  Kegel  äff 

^  ersten    Gruppe.     Wir    lassen    die     {-Axe    eines    rechtwinkligen 

Coordinaten  -  Systemes  mit  der  Halbirungs -Linie  des  Wra^eb 
AiOAi,  die  .2;- Axe  mit  der  Halbirungs-Linie  des  Winkels  AgOJ^ 
zusammenfallen;  es  kommt  alsdann  die  ^-Axe  auf  diel^beDe  «r 
optischen  Axen  senkrecht  zu  stehen.  Q|a  nun  Rür  sämmtndM 
Sieiten  eines  Kegels  der  ersten  Gruppe  alsNorroale ebener  Welleß 
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r.*  iknaelbeo  W«(k  behalten  soll,  6o  hat  man,  unter  /eine  die 
Rolle  lies  Param^M  spielende  Constante  verstanden »  die  kleiner 
als  eosAiOA^  ist,  '  ^ 

cos(tt,  +  «2)  =  /, 
woraus  sich  ergibt: 

C0Stl|*  •{']COhU^  —  2/.C0Stf|  COStt2=  1  — /*. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  eines  Punktes  des  K^gsbi  vom 
Anfangs -Punkte  O  durch  r,  seine  Coordinaten  durch  r^TMond  %, 
sowie  den  Winkel  Ai  OA^  durch  2it,  so  ist,  wie  leicht  einsnkehen, 

sc      ,  z  «r  X 

cos  11.  =  —  .  sin  R  4*  ~  -cos«,  cos  tfa=—  — .  sin  n  +  — . cos». 

Hieraus  und  aus  der  so  eben  gefundenen  Relation  zwischen  costii 
und  cosfis  ergibt  sich  für  die  Gleichung  des  Kegels  vom  Parame- 
ter /  die  folgende: 

if,  =  — ;r«  (1  +0  (cos2ii— /)-^«(l-P)+ 2«(1—/)  (cos2n-0=0 . 

Auf  ganz  demselben  Wege  findet  man  die  folgende  Gleichung  der 
zweiten  Gruppe  der  Geschwiodigkeits- Kegel: 

K^=  j:«(l— /)  (cos2n+/)  +y«  (l—P)— 2«(l-|-0  (co82n + /) = 0. 

Es  ist  hier  /  immer  negativ  und  kleiner  als  —  cos2n  zu  nehmen; 
aber  weder  ffir  die  Kegel  Ki ,  noch  für  K^  darf  der  Grosse  /  als 
einem  ^^osinus  ein  Werth  beigelegt  werden,  der,  absolut  genom- 
men, die  Einheit  übersteigt 

Die  Hauptaxe  der  Kegel  J^i  föllt  ersichtlich  mit  der  z-Axe 
zasammen ,  naibirt  also  den  Winkel  Ai  OA^  $  während  die  der 
Kegel  AT«  den  Winkel  A^OA^  in  zwei  gleiche  Theile  theilt.  Dass 
sänirotlicbe  Kegel  die  optischen  Axen  als  Focal- Linien  besitzen, 
geht  aus  dem  Unistande  hervor,  dass  die  Summe  der  Winkel»  den 
eine  Seite  der  Kegel  mit  jenen  Geraden  einscbliesst,  für  densel- 
ben Kegel  eine  constante  Grösse  behält  Für  die  erste  Grupp# 
besteht  ein  Grenz -Kegel,  derjenige  nämlich,  dessen  Parameter 
/  den  Werth  cos2n  hat,  in  den  Stücken  AipA%  und  A^OA^  der 
Ebene  xz\  die  andere  Grenze  ist  die  Ebene  xy\  dieser  entspricht 
als  Parameter  /=  — 1.  Die  Grenzen  der  Ke^el  K%  sind  die^ 
Stücke  AxOA^  und  AMA^  der  Ebene  der  optischen  Axen,  für^ 
/= — cos2li,  und  der  Bauptschnitt  ^i,  für  /=  —  1. 

2.  Wir  wollen  annehmen,  es  sei  die  Ualbirungs- Linie  des 
Winkels  AfOA^  die  Axe  der  kleinsten  optischen  Elasticität,  als- 
dann ergibt  sich  für  die  erste  Grenze  der  Kegel  Ki  das  Qua- 
drat der  Fojrtpflanzungs  -  Geschwindigkeit  vi^=s  +  t  cos2n.  Dasselbe 
oimrat  an  Grosse  für  die  folgenden  Kegel  immer  mehr  ab  und 
erreicht  an  der  zweiten  Grenze  den  Minimums -Werth  i  —  t  Die 
dem  ersten  Grenz  -  Kegel  der  zweiten  Gruppe  entsprechende  Ge- 
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scbwindigkeit  wird  bestimmt  durch  die  Gleichui|^^^ifci-}-too82a;  «e 
wachst,  während  sich  die  GeschwiDdigkeits-KeflKvHeitern«  und  ihr 
Quadrat  nähert  sich  dem  Maximum  s-i-t,  welches  an  der  zireitea 
Grenze  erreicht  wird.  Altes  dies  gilt,  abgesehen  davon,  ob  der 
Kinkel  Ai^A^  spitz  oder  stumpf  oder  ein  Rechter  ist,  al«o  für 
positive  und  negative  Krystalle  und  für  den,  Uebergangsfall,  In 
welchem  die  beiden  optischen Axen  aufeinander  senkrecht  stehen. 

Aus  den  in  L  gemachten  Bemerkungen  fiber  die  Osciliatioiu- 
Ebene  der  Wellen  folgt,  dass  die  Schwingungen,  welche  einem 
Geschwinojgkeits  -  Kegel  entsprechen ,  nach  den  Richtnngoi  sa- 
uer Normalen  vor  sich  gehen. 

3.  Fallen  die  beiden  optischen  Axen  AtAi  und  A^A^ 'm 
die  ^ :  -  Axe ,  diese  immer  als  Axe  der  kleinsten  ^lasticität  gedacht, 
8%  ist  das  Mittel  opVisch  einaxtg  und  positiv.  Es  kann  alsdann 
von  der  zweiten  Gruppe  der  Geschwindigkeits- Kegel  nicht  mehr 
die  Rede  sein;  t^^  behKit  den  constanten  Werth  s+t  und  ent- 
spricht den  ordentlichen  Wellen »  deren  Schwingungsrichtangeo 
auf  der  einzigen  optischen  Axe  senkrecht  stehen.  Die  Gleichung 
der  Kegel  Kg  gestaltet  sich  nun  in: 

(:r*+y^)(l+/)-.zM-/)=0. 

Die  Kegel  Ki  gehen  in  Rotations- Ke^ei  über,  deren  Axen  mit 
der  optischen  Axe  zusammenfallen.  Für  den  einen  Greoziiegeli 
welcher  hier  die  optische  Axe  ist,  erlangt  auch  r^^  den  Woih 
!-(-/.  Indem  sich  die  Kegel  offnen,  wird  es  kleiner  und  erreicht 
an  der  zweiten  Grenze,  in  dem  auf  der  Axe  senkrechten  Haopt* 
schnitte,  das  Minimum  s  — f.  ' 


Wir  überheben  uns  der  Betrachtung  des  Falles,    wo 
Axen  AiAf'  und  A^A^'  in  die  ^r-Axe   fallen,   da  dann  das  Mittel 
in  ein  optisch  einaxiges  negatives  übergebt, 

4.  Die  in  den  vorhergehenden  Nummern  mitgetheilteo  Be- 
trachtungen Ober  die  Fortpflanzungs-Geschwindigkeiten  und  Oscil- 
latipns-Ebenen  der  Wellen  -  Fronten  übertragen  sich  ohne  Weite- 
res auf  dieselben  Attribute  der  Licht-Strahlen,  wenn  wb  an  die 
Stelle  der  wahren  optischen  Axen  die  scheinbaren ,  an  die  Stelle 
der  Normale  einer  Lichtwelle  die  Richtung  des  Strahles  treten 
lassen.  Wir  erhalten,  dein  Früheren  analog,  Geschwindigkeitti- 
Keffei  des  zweiten  Grades,  deren  Brennlinien  die  scheinbaren 
4»ptischen  Axen  (die  optischen  Axen  ffir  Strahlern)  sind,  nnd  die 
den  einzelnen  Seiten  eines  solchen  Kegeis  entsprechende  Oscil- 
lations-Ebene  ist  eine  Normal-Ebene  dieser  FlScne. 

5.  Um  O  als  Mittelpunkt  werde  me  Kugel  S  von  dem  Ra- 
dius ]  gelegt.  Diese  Kugel  wbd  von  den  Gescbwindigkdts- 
Kegeln  Ki  für  ebene  Wellen  In  zwei  Gruppen  confocaler  sphäri- 
scher Ellipsen  £|  geschnitten,  deren  gemeinsame  doppelte  Ex- 
centricitäten  bezflglich  die  Bogen  ^i^l^  ^^^  J|'^'gr5sstef  Kreise 
sind.  Zwei  andere  Gruppen  solcher  sphärischer  Linien  Em  erbal- 
ten wir    als  Durchschnitte  der  Kugel  S  und  der  Kegel  b%\   die 
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geaetosameii  Qitimpaokfe  derselben  sind  einerseits  Ai  und  A^\ 
andererseits  il«  •und  Ai.    Zur  Abkürsung  werde  gesetst: 

e 


i^^^+$-~.=o. 


80  ist: 

Mß  ü*  X* 

wo  man  dann  hat: 

Dte  Projectioneti  der  Curyen  Ei  nnd  E^  auf  die  drei  HaupttcbDittt 
werden  nun  durch  folgende  Gleicbnogeo  dargestellt: 


X* 


r''(i+?)+»'(^-^)=-?' 

Wir  ersehen  hieraus:  » 

Erstens,  dass  die  Projectionen  der  Gescbwindigkeits. 
Carven  (so  nämlich  wollen  wir  die  sphärischen  Ellipsen  nennen) 
auf  die  Ebene '  der  optischen  Axen  (die  Ebene  xx)  in  zwei  Rei- 
hen von  Ellipsen  bestehen,  deren  Axen  mit  den  Coordioaten- 
Axen  zusammenGülen ,  und  die  den  Schnitt  xz  der  Kugel  im  All- 
gemeinen schneiden.  Die  eine  Grenz-Curve  der  ersten  Reihe, 
welche  den  Curven  E^  entspricht,  ist  die  Axe  der  x,  die  andere 
Grenz-Curve  der  Schnitt  xt  der  Kugel.  Säromtliche  Durchschnitts- 
Pankte  dieser  Curven  und  des  Schnittes  xz  der  Kugel  sind  auf 
den  fiLreis-Bogen  A^A^'  und  'A%Ai  befindlich.  Die  erste  Grenze 
der  zweiten  Reibe,  die  zu  den  Curven  Em  gehurt,  ist  die  x-Axe, 
die  zweite  wiederum  der  Schnitt  d^xder  AlUmI;  die  Dorchschnitte 
dieser  Ellipsen  and  der  Kugel  liegen  auf  oen  Krei»Bogen  AiA^ 
und  AxA%. 
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Zweitens.  Die  Projectionen  der  Geschfrttligkeits-Giirreo 
auf  die  Ebene  xv  beätehen  erstiich  aas  einem  Sh^tem  von  £11^* 
0en#  die,  einander  umschliesseud ,  ^zu  Grenzen  haben  einerseits 
den  Kreis, ^n  welcbem  die  Kugel  von  der  Proieetions  Ebene  ge- 
schnitten wird,  andererseits  die  Verbindaneslinie  der  Projectio- 
nen «1  «und  02  der,  Brennpunkte  der  sphärischen  Ellipsen  (der 
Durcbschnittspunkte  der  optischen  Axen  und  der  Kusel  5).  Diese 
Ellipsen  entsprechen  den  Curven  Ei ;  ihre  Axen  fallen  mit  deo 
Coordinaten-Axen  zusammen.  Der  Gruppe  E^  entspricht  ein  Sy 
stem  von  Hyperbeln,  deren  reelle  Axe  in  die  a:-Axe  fällt,  und 
deren  eine  Grenze  die  y-Axe,  deren  andere  die  über  0|  and  c^ 
hinaus  gelegenen  Theite  der  a:-Axe  sind. 

Dritte nö.  Die  Curven  Ei  stellen  sich  in  ihren  Projectiooen 
auf  die  Ebene  yz  als  Hyperbeln  dar,  deren  reelle  Axen  mit  der 
z-Axe  zusammenfallen.  Die  Grenzen  derselben  sind  die  über  ^ 
und  /3.2,  den  Projectionen  der  Brennpunkte  der  sphärischen  Ellip- 
sen, hinausgelegeneii  Theile  der  2-Axe  und  die  ^-Axe«  Die  Cur- 
ven E^  endüch  projiciren  sich  als  Ellipsen  mit  gleich  gerichteten 
Axen,  deren  Grenzen  der  Schnitt  yz  der  Kugel  und  das  Stuck 
ßiß^  der  z-Axe  sind. 

6.  Die  gewonnenen  Resultate  liefern  uns  nun  foljgende  nene 
Darstellungsart  der  Gesetze,    nach   welchen  die  Licht-Bewegnng 


sphäri- 
schen Ellipsen  Ei  und  E^»  deren  Brennpunkte . in  A^  und  i^^,  so- 
wie in  Ai  und  Ai^  liegen.  Die  Operation  bei  der  Zeichnung  die- 
ser Curven  ist  durchaus  gleichlaufend  mit  derjenigen,  welche  maA 
bei  dem  Zeichnen  ebener  Ellipsen  vorzunehmen  hat«  naemaii 
nun  einzelne  Punkte  der  Linien  constrniren,  oder  diese  raitWlA 
zweier  Stifte  und  eines  Fadens  ohne  Ende  verzeichnen.  ZnrlV  . 
terscheidung  weisen  wir  einer  jeden  der  beiden  Gruppen  £|  und 
£2  ih^^  eigene  Tinte  an ,  und  wir  wählen  die  gegenseitigen  Ent- 
fernungen der  Curven  so,  dass  sie  die  Oberfläche  der  Kugel  mü^- 
lichst  glelchfurmig  und  in  Bezug  auf  die  drei  Hauptschnitte  S3rp' 
metrisch  in  viereckige  Felder  tbeilen.  Die  so  erhaltenen  Geschwin- 
digkeits-Curven  geben  uns  die  Richtungen  gleicher  Fortpflanznngs- 
Geschwindigkeiten  ebener  Wellen  und  gewähren  uns  ein  Bild  Ton 
den  Gesetzen  der  Polarisation  in  einem  zweiaxigen  f^ystalle. 
Nach  den  Richtungen  aller  Rkdien  nämlich,  welche  in  den  Punk- 
ten einer  der  Curven  auslaufen,  pflanzen  sich  diejenigen  Wellen- 
Fronten  mit  gleicher  Geschwindigkeit  fort,  deren  Schwingungs- 
Richtungen  auf  jenen  Radien  und  gleichzeitig  auf  der  Curve  senk- 
recht stehen.  Um  aber  eine  Anschauung  von  der  Art  und  Weise 
zu  erlangen,  wie  jene  Geschwindigkeit  von  einer  Curve  zur  anderen 
wächst  oder  abnimmt,  können  wir  eines  der  beiden  Verfahren 
anwenden,  deren  Beschreibung  wir  folgen  lassen.  Wir  können 
erstlich  zu  beiden  Seiten  des  Durchschnittes  P  zweier  Curven  £1 
und  E2  der  beiden  Systeme  nach  der  Richtung  der  Tangente  an 
die  eine  Curve  Stöclte  auftragen",  die  der  Geschwindigkeit  d^^ 
anderen  Curve  propkirtional  sind,  und  diese  Operation  In  allen 
Knotenpunkten  der  Systeme   wiederholen.    Der  Deberblick  wird 
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• 
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erleichtert»  utA  es  wird  dem  Gescbmacke  dadurch  Rechnung  ge- 
tragen,  dass  man  über  den  auf  die  Abgegebene  Art  erhaltenen 
kleinen  Geraden  als  Azen  Ellipsen  construirt.  Die  Azen  einer 
solchen  kleinen  Ellipse  sind  alsdann  den  Azen  der  Dnrchscbhitts- 
Curve  parallel  und  proportional,  in  welchen  die  mn  der  Kugel 
concentrisch  gedachte  Elasticitäts- Fläche  von  einer  Diamentral- 
Ebene  geschnitten  wird,  die  mit  der  Ebene  parallel  ist,  welche 
die  l^ugel  in  dem  Mittelpunkte  P  der  Ellipse  berührt;  die£;e  ist 
aber  die  zu  OP  als  Normalen  gehurige  Wellen  -  Front.  Ein  zweites 
Verfahren,  die  Grossen  der  Fortpflanzungs-Geschwiiidigkeit  dar- 
zustellen, besteht  darin,  dass  man  die  Dicke  der  einzelnen  Ge- 
schwindigkeits-Curven  der  ihnen  zugehörigen  Geschwindigkeit  pro- 
portional macht.  Dies  letztere  Verfahren  ist  för  die  Zeichnung  das 
einzige  mit  Vortheil  anwendbare.  Um  aber  eine  descriptive  Darstellung 
der  Gesetze  der  Lichtbewegung  in  optisch  zweiazigen  Krystallen  zu 
erhalten,  projiciren  wir  die  beschriebener  Weise  gezeicnnetenlSe- 
schwindigKeits  Curven  auf  die  Hauptschnilte  des  döppeltbreehen- 
den  Mittels,  wobei  die  Bemerkungen  der  funlten  Nummer  ihre 
Anwendung  finden.  Die  beigegebeneg  Figuren  Taf.  V.  Flg.  2.,  3.  und 4. 
sind  solche  descriptive  Darstellungen  der  Bewegung  und  Polarisation 
ebener  Lichtwellen  in  einem  positiven  zweiazigen  Krystalle,  des- 
sen optische  Azen  einen  Winicel  von  c.  60^   einschliess^n. 

Wir  halten  es  (ur  überflüssig,  der  leicht  zu  findenden  Modi- 
ficationen.zu  en^'ähnen,  welche  an  dem  oben  beschriebenen  Ver- 
f^^hren  in  dem  Falle  einaziger  Medien  anzubringen  sind.  Schliess- 
lich bemerken  wir  noch,  dass  man  zur  Demonstration  der  Gesetze, 
vrelche  die  Fortpflanzung  der  Strahlen,  sowie  deren  Oscillations- 
Ebenen  befolgen,  keines  neuen  Modelies  bedarf.  Unter  den  Punk- 
ten Ai  etc.  braucht  man  nur  sich  die  Durchgänge  der  schein- 
baren optischen  Azen  zu  denken;  die  kleinen  Ellipsen  sind  als- 
dann den  mit  ihren  parallelen  Durchschnitten  des  Ellipsoides, 
welches.  Fresnel  bei  seiner  Construction  der  Wellenflache  za 
Grunde  legt&>  ähnlich  und  ähnlich  liegend.  Die  Schwingiings- 
Riehtnngen  der  Strahlen  kann  man  nur  mit  Hülfe  der  Wellenfläche 
bequem  darstellen;  sie  liegen  in  dic'ser  Fläche  und  stehen  auf 
deren  Durchschnitten  mit  den  Geschwindigkeits-Kegeln  für  Strah- 
len senkrecht 


•       »' 
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Klementare  Albleitaiis  der  Bellte  für 
die  Bereelmuiiir  ^es  Bofrens  aiflBi  sei- 
ner Tamrente. 

Von  dem 

Heim  Professor  Dr.  O.  Schlomilch 

zu  Dresden. 


in  Taf.  V.  Fig.  5.  sei,  fttr  den  Halbnesser  AC=i, 

Are AQ=a,    ArcAP^b; 


ilF=tanc=a,     Aü:=:tanb=ß; 


mithin 


n'obei  d  zur  Abkfirzuiig  dient;   es  ist  dann 

MM     X     /       XX  **>*« — *ÄnÄ  a — ß 

oder,  wenn  statt  a  gesetzt  wird  ß  +  i: 


1) 


MPs= 


i  +  (ß  +  S)ß 


Ferner  hat  man  nach  einw  bekannten  trigonometrischen  Fornwi 


«.      . 


Nif  =  sm(a-b)  = 
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tana— 'tanft 


V^(T+teÄi)  (l  +  tan«6) 


<  • 


oder  wegeo  a=/}-{-d: 

2)  Jvq—    ,  °  - 

Der  Bogen  lieg;t  aber  immer  zwischen  seiner  Taogeate  und  seinem 
Sinus;  es  ist  desshalb 

ifP>Arc/»Q>A'0, 

also  nach  dem  Vorigen: 


>  ArcPQ> 


Diese  Ungleichung  lässt  sich  leicht  stärker  machen  und  zugleich 
vereinfachen;  schreiben  wir  nämlich  linker  Hand  ß  statt  ß-t-d,  so 
wird  der  Nenner  kleiner  und  mithin  der  ohnehin  schon  zu  grosse 
Quotient  noch  grösser ;  setzen  wir  rechter  Hand  (ß  -\-  S)^  uir  ß^, 
so  nimmt  der  Nenner  zu  und  dei  zu  kleine  Quotient  wird  noch 
kleiner.    So   haben  wir 

3)  1+^^  ArcPÖ>  j^^^jja • 

Wenn  jetzt  TOn  einem  Bogen  AB  (Taf.  V.  Fi^.  6.)  die  Tangente 
AD=^T  gegeben  ist»  so  theile  man  dieselbe  in  eine  Anzahiglei- 
eher  TheOe  und  setze  einen  solchen  Theii 

Ziel^  man  von  jedem  Theilpunkte  eine  Gerade  nach  dem  Mittel- 
punkte Cs  60  zerfällt  der  Bogen  AB  in  n  kleine  BOgen«  die  wir 
der  Reihe  nach  «i,  s^,  s^ in  nennen  wollen.  Für  jeden  sol- 
chen Bogen  benutzen  wir  die  Ungleichung  3)    [ß=zO,  c,  28, 

...(«— 1)3]  und  erhalten  so 
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4 


> 


•    / 


Ferner  durch  Addition  dieser  Ungleichongen : 

d       d        ,  d         ,  d 


1  "^I+T«!«^  l  +  2?da  "^•••^l+(«-l)«d» 

>  Are  ilB> 

1  +  Pd5+  1+226»+  1  +3«da  +  -+1  +  11^  • 

Bezeichnen  wir  für  den  Augenblick  die  erste  Summe  nin  Z|  nad 
die  zweite  mit  £^t  also 

80  ist 

^      ^       .  d        _^  d 

7^    ^^     ys       1 


und  hieraus  geht  hervor ,  dass  die  Differenz  £1  —  S^  gegen  die 
Null  convergirt,  wenn  n  unendlich  wächst»  dass  also  ^  und  2% 
sich  einer  und  derselben  Gränze  nähern  müssen.  Für  uDendli<£ 
wachsende  n  geht  daher  die  vorige  Ungleichung  in  die  Gieichoog 

Lim2?i  =  Arc^Ä=  LimJS:,  * 

über,  wofär  wir   nun  schreiben  können: 

.        J       d  d  ^      J  * 

5)  Arci<Ä=Lim  ji:flä35+  i^^^  ^''^Tff^\  * 

Will  man  statt  dieser  allgemeinen  Formel  eine  speziellere ,  welche 
zwar  nicht  auf  jeden  Bogen  passt,  aber  daftir  vom  Zeichen  Lim 
befreit  ist»  so  benutze  man  die  Formel 

«=1  — 9*+^-9»  +  ...., 


welche  jedoch  nur  für  acht  gebrochene  9  gilt»  und  Hß  also  nur 
anwendbar  ist»  wenn  die  Grössen  d,  2d,  3o»...nd  säromtlich  kla« 
ner  als  die  Einheit  sind.    Diese    Eigenschaft  findet   statt»    wenn 
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die  gro88te  van  Ihnen«  nSmlich  ndzizT,^  weniger  als  Eins  beträgt, 
und  es  findet  sich  nun  für  7^<1: 

l+Ä«(l*+2*+3*+....  +  n*) 


Seist  man  statt  d  seinen  Werth  —  und  beräcksichtigt  den  Satz, 
dafis  für  unendlich  wachsende  n  und  ein  positives  ganzes  k 

Lim ^^, j^^ 

ist,. wovon  ich  jüngst  einen  völlig  elementaren  Beweis  gegeben  habe 
(Archiv  pd.  XIV.  Nr.  XXIX.  S.  452.)  so  gelangt  man  zu  der 
Formel 


oder  fflr 


6) 


T<1 


AtcAB=u,  also  r^tanii: 
Im  =  y-tantt— «•  tan'tt+ g- tan*tt  — .... 


n 


0<«<4 


D«  die  vorstehende  Gleiphung  für  jedes  tt<j  gilt  und  für  tf<  -j 
beide  Seiten  derselben  für  sich  betrachtet,  endlich  bleiben,  so 
muss,    nach  einer  bekannten  Schluss weise,  auch  för  tf=jnoch 

Gleichheit  bestehen;  dagegen  bort  dieselbe  fflr  ti>  j  auf,  weil 
dann  die  Reihe  divergirt.    Im  letzteren  Falle  kann  man  sich  aber 

leicht  dadurch  helfen,  dass  man  das  Complement  0=^— u     ein- 

7t 
ffihrt,  welches  nun  in  der  That  <j  ist;  man  hat  jetzt 


p=:y-tau»—  q-  tan  »+ytan*o— 


0<r<f , 


« 


oder 


d.  i. 


7) 
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Ä  1         ,  I  .  1  ' 


:=2 —  J  7-ootu— s-coftt +g-cot*M  —"\ 
n  n 


TS 


Für    «=j    vereinigen    sich    beide    Formeln   zur  LeibD|tz*schea 
Reibe. 


n 


Will  man  die  Euler'scbe  Doppelreihe  für  j      ableiten,      so 
braucht  man  nur  zu  beachten,  dass  ffir  tan j: =0*^0^  tan^=^ 

tan(a:+y)= j— j-=l, 

n 
und  mithin  ar-f^  =  j  wird. 

Die  hier  mitgetheilte  Ableitung  der  Formel  6)  bietet  dm 
nicht  unerheblichen  Vortheil,  eben  sovrohl  Ton  der  unsicheren 
Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten ,  als  von  der  Einmischung 
imaginärer  Grössen  frei  zu  sein,  und  sie  dfirfte  sich  desshalb  als 
ein  uir  etwas  gereiftere  Scbfiler  gewiss  interessanter  Anhang  Uff 
Trigonometrie  empfehlen.  Dass  aas  ganze  Verfahren  nichts  wei« 
ter  als  eine  maskirte  Integration  ist,  wird  man  hoffentlich  nfdit 
tadeln,  sind  doch  die  elementaren  Quadraturen  des  Kreises  der 
Parabel  etc.  auch  nichts  Anderes;  ganz  abgesehen  aber  von  der 
wissenschaftlichen  Berechtigung  oder  Nichtberechtiguns  solcher. 
Herleitungen«  bleibt  ihnen  doch  noch  ein  didaktischer  Werth  ver- 
möge ihrer  Anschaulichkeit  und  geometrischen  Durchsichtigkeit, 
die  sie  selbst  demjenigen  empfiehlt,  der  die  ezpeditiveren  Me- 
thoden der  höheren  Analysis  kennt. 


Ilemerkaii9  zu  dem  Aufsätze  TU. 

In  TbeU  JLT. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlömilch 

in   Drecden« 


Auf  Seite  332.  des  ffenaniiten  Aiifsatsee  gelangt  Herr  Pro- 
fesaoT  Franke  zu  der  Behaoptong«  daee  aus  der  Gontinuitit 
einer  Funiction  F{x)  die  Continuität  ilirer  Abgeleiteten  F'(ar)  folge, 
wenn  in  beiden  Funktionen  x  auf  dasselbe  Intervall  beschränkt 
wird.  iDieses  Ergebniss  ist  aber,  wenigstens  in  seiner  Allgemein- 
heit,  yolliff  unrichtig,  und  es  lassen  sich  nicht  weniger  als  unend- 
lich«ele  Funktionen  finden,  die  selbst  stetiff  sind,  deren  Diffe- 
renzialquotienten  dagegen  Unterbrechungen  der  Gontinuit&t  erlei- 
den; so  z.  B. 


P(x) = (X'-l)r-i=-r-^ ; 

V(x—l) 

die  erste  Fnnktion  bleibt  hier  stets  continoirlich ,  die  zweite  aber 
wird  diricontiDnirlicb  an  der  Stelle  d;=:l;  denn  bezeichnen  wir  mit 
i  nod  c  ein  paar  unendlich  abnehmende  Grossen,  so  ist 


F-a-d^rriv 


V(-d») 


=— y=  — 00, 
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die  Dermrte  F'ix)  springt  demnach  an  der  Stelle  jr=l  aiA  ^ae 
nach  -f  OD  aber.  Diese  analytischen  Bemerkungen  rechtfertigen 
sich  anch  geometrisch ,  wenn  man  berücksichtigt,  dass,  wenn 
g=,F(a)  die  Gleichung  einer  Cnnre  ist, 

F(jr)  =  tonx 

sein  moss,  wo  t  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  berührende 
Gerade  im  Punkte  jrjy  mit  dem  positiven  Theile  der  Abscissenachse 
einscfaliesst    Nun  charakterisirt  aber  die  Gleichung 

bekanntlich   eine  NeiFsche  Parabel,    welche  in   Taf.  V.  Fig. 7.  ge- 

3  *>      « 

seichnet  ist    (0^4  =  1,  ^OB=ä)»  und  mithin  ist 

taUT  =  y 


V(J?— l) 


Die  Curve  bildet  einen  ununterbrochenen  Zug  mit  den 
Rflckkehrpnnkte  A  und  Terläuft  demnach  durchaus  stetig.  Was 
aber  tanr  anbelangt,  so  ist  der  Werth  davon  negativ  für  :r<J« 
also  T  stumpf,  nämlich 

für  :r>l  wird  tanr  positiv,   also  r  spitz,  nimlach 

t 

nun  giebt  aber  schon  die  Figur  zu  erkennen,  dass  t  abnimmt  wenn 
man  x  von  Null  aus  wachsen  lässt;  der  Winkel  r  geht  also  ans 
dem  zweiten  Quadranten  in  den  ersten  über.  Indem  er  bei 

1 
den  Werth  srn  erhalt;    bekanntlich   wird   aber  die  Tangente  dis- 
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kontinuylich*)  an  der  Stelle  ^n,  und  so  zeigt  sieh  auch  hier  auf 
ganz  elemeBtarem  Wege  die  DiseoDtiouität  von 

tan  T  =  1^(5:). 

^  Die  Behauptung  des  Herrn  Professor  Franke  ist  übrigens  die 
unrichtige  DmKehrung  des  richtigen  Satzes ,  dass  aus  der  Conti' 
nuitSt  von  F\a:)  die  Continuität  der  ursprünglichen  Funktion  F(a) 
folgt,  und  es  liegt  in  dieser  Bemerkung  zugleich  die  AufklSrung 
des  eingeschlichenen  Irrthumes. 

Was  endlich  das  Cauchy'sche  Criterium  für  die  Gültigkeit  des 
Mac  Lanrin*schen  Theoremes  hetrifft,  so  ist  dasselbe  unrichtig, 
weil  es  die  Gültigkeit  djeses  Theoremes  nur  an  die  Continuität 
Ton  Fh[)  und  Fja)  (f&r  reelle  und  eompleze  Variabeln)  knüpft; 
durch  die  Weglassung  der  Continuität  von  F\a:),  welche  sich  Herr 
Professor  Franke  erlauben  zu  kunnen  slaubt,  wird  aber  das 
Cauchv'sche  Criterium  noch  unrichtiger;  aie  richtige  FormullruBg 
desselben  erfordert  die  ContinuitSt  der  Funktion  F(x)  und  aller 
ihrer  Abgeleiteten  P(a:),  P^x)  in  Inf.»  wie  ich  in  dem  ersten 
Aufsatze  meiner  Mathematischen  Abhandlungen  (Dessau 
1850)  gezeigt  habe. 


*)    M.  ■•  mein  Handbnch  der   algebraicchen  Analyaia.    J.  T. 


Theii  XVI.  1« 
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Hinisc  geometrische  Aufgaben. 

Von 

Herrn  Ligowski, 

Oberfeverwerker  im  7.  AMIlerie-Re^ment,  commaodirl  bei  der  Artilk- 

rie-Prfifangt-CominitMOD  ni  Berti«. 


Aufgabe  I.  Eine  Linie  von  der  Länge  a  bewegt 
sich  zwischen  den  Schenlceln  eines  rechten  Winkeli 
so,  dass  die  Endpunkte  derselben  immer  auf  des 
Schenkein  bleiben;  man  soll  die  Curve  finden,  welche 
durch  die  auf  einander  folgenden  Dnrchsehnitts- 
punkte  der  geraden  Linie  entsteht 

LSsung.  AB  (Taf.  V.  Fig.  8.)  sei  irgend  eine  Lage  der 
Linie  o.    Winkel  ABC=a. 

AC=u,  BC=v; 

u  =  asina»  e  =  acoscr. 

Bekannilich  ist  die  Gleichung  der  Linie  a: 

tt  +  e-*' 

oder  für  u  und  f>  ihre  Wertfae  gesetzt: 

^  ^  smtt  '   cosa 

Um  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  zu  erhalten,  hat  man 
die  Gleichung  (1)  nach  a  zu  differeuziiren  und  dann  aus  (1)  und 
der  durch  Differenziiren  erhalteoen  Gleichung  «  zu  eliminiren. 
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Differenziirt  man  die  Gleichung  (1)  nach  a,  00  erhält  man 

^^^  8in«»+  cosa«"""' 

oder  auch 

(3)  yco8a'=jpsina'., 

Damit    sich  die  Elimination  leicht  ausfähren  lasse,  verfahre 
man  auf  folgende  Weise. 

In  (3)  setze  man   1 — sina*  statt  coso^,  so  ergiebt.  sich : 

^cosa= (ycosa  +  xsina)  sina^ ; 

dividirt  man  diese  Gleichung  durch  sinacosa,  so  entsteht;. 

smn      Vsina       cosa/  ' 

oder,  da  nach  Gleichung  (1)  'der  eine  Factor  rechts  =a  ist: 


-—— =:a6ma* 
sma 


und 


(4)  ^=8in«». 


Wird  in  (3.)  nun  1— cosa*  statt  sincc*  gesetzt  und  eben  so  nie 
oben  verfahren,  so  erhält  man 


(5)  —  =:C0Stt'. 


Um  nun  a  zu  eliminiren,  potenzire  man  (4)  und  (5)  mit  %  und 
addtre  dann  beide  Gleichungen,  wodurch 

entsteht,  welches  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist. 


Au fgabß  II.  Eine-Ltnie  von  der  Länge  a  +  b  be- 
wegt sich  zwischen  den  Schenkeln  eines  rechten  Win- 
kels so,  dass  die  Endpunkte  derselben  i'tamer  auf  den 
Schenkeln  bleiben;  man  soll  die  Gleichung  der  Curve 
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finden,  welche  einPunkt  derLinie  beschreibt,  der  um 
dieLänge  a  von  demEndpunlcte  derselben  entfc)%nt  Ist 

Losung.    AB  (Taf.  V.  Fi[^.  9.)   sei   irgend    eine  Lage»  der 
Linie,  M  der  die  Curve  beschreibende  Punkt. 

ÄM—a,    MB=b,    CP=x,    und  Püf =y;  . 

Winkel    ABC=a. 


Man  hat 


und 


(l)  —  =:cos« 

a 


(2)  J=«iii«. 


Quadrirt   man  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  und    addirt  sie  daan, 
so  entsteht 

welches  bekanntlich  die  Gleichung  der  Ellipse  ist« 

Anmerkung.  Ist  wie  in  Taf.  V.  Fig.  10.  M  der  be- 
schreibende Punkt  in  der  Verlängerung  von  AB  gegeben,  so  ent- 
steht ebenfalls  eine  Ellipse. 

Es  Ist  wie  eben: 


X 


It-. 


—  =  coso  und  f-^sina, 
a  'O 

also  auch  wieder 

^  +  3^-1 


A» 


Diese  Aufgabe  II.  ist  ein  specieHer  Fall  des  Lehrsatzes, 
den  Herr  Professor  Pross  in  Hr.  XXXI V.  des  6.  Bandes  dieses 
Archivs  gegeben  hat. 
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Uebmigrsaiifflraben  fQr  Schfiler. 

Mao  soll  diejenige  Curve  bestimmen,  welche  die  Krummungs- 
mittelpnnkte  einer  gegebenen  Curve  bilden,  sobald  die  letztere 
anf  dier  Abscissenacnse  oder  einer  Parallelen  dazu  foilgewälzt 
wird«  —  Ans  der  Ketteniinie  z.  B.  entsteht  auf  diese  Weise  eine 
Parabel  mit  demselben  Parameter»  ans  der  Cycloide  ein  Kreis» 
dessen  Halbmess^  das  Vierfache  von  dem  Halbmesser  des  erzeu* 
gendeo  Kreises  ist« 


iscellen* 


9ioch     eioc!     Anfldcnug     de«     Problema     de«     Räclrwirts- 
einschDeident  niitteltt  de«  Metttitchec.     Von   dem    Heraat- 

geber. 

Es  wird  Fig.  11.  auf  Taf.  V.  leicht  ohne  weitere  Erläuterung 
fiir  sich  verständlich  sein. 

Die  an  dem  Stationspunkte  D  liegenden  Winkel  ADC  und 
BDC  wollen  wir  der  KCrze  wegen  respective  durch  o  und  ß  be- 
zeichnen. Sind  nun  E  und  F  die  Durcnschnittsponkte  der  Linien 
BD  und  AD  mit  den  um  die  Dreiecke  ACD  und  BCD  beschrie- 
benen Kreisen,  so  Ist,  wenn  man  AE,  CE  und  BF,  CF  zieht, 
offenbar 


2a 


F«ner  ist 


^  CAE=  Z.  CDE=ZBDC=ß 

und,  weil 

ist,  so  ist 

^CBF:=:z^ADC=a. 

Ueberleet  man  nnn  noch,  dass  D  der  Dorchschnittspnnkt  der 
beiden  Linien  ÄF  nnd  BE  ist,  so  ergiebt  sich  aas  dem  Vorfaer- 
gehenden  unmittelbar  die  folgeode  BestimmuDgsweise  des  Punk- 
tes D  mittelst  des  Messtisches ,  wobei  die  oen  Punkten  A,  JS, 
(Tauf  dem  Tische  entsprechenden  Punkte  auf  dem  Felde  durch 
A',  B',  C  bezeichnet  werden  sollen. 

I.  Man  lege  die  Kippregel  an  ACj  orientire  den  Tisch  nach 
Cj  drehe  sodann  die  Kippregel  um  A^  vlsire  nach  B\  und  ziehe 
an  der  Kippregel  die  Linie  AE,  Hierauf  lege  man  die  Kipp- 
regel an  I^Ay  orieotire  den  Tisch  nach  A'^  lege  die  Kippr^el  as 
Cj  ylsire  nach  C  und  ziehe  an  der  Kippregel  die  Linie  CS,  Der 
Durchschnittspunkt  der  beiden  auf  dem  Tische  gezogenen  Linien 
AE  und  CE  ist  der  Punkt  E  auf  dem  Tische. 


IL  Man  lege  die  Kippregel  an  BCt  orientire  den  Tisch  nad 
C»  drehe  sodann  die  Kippregel  um  B^  visire  nach  Af^  und  zwlie 
an  der  Kippregel  die  Linie  BF,  Hierauf  lege  man  die  Kippr^rd 
an  FB^  orientire  den  Tisch  nach  B%  lese  die  Kippregel  ao  C 
visirenach  O  und  ziehe  an  der  Kippregel  oie  Linie  Cr.  DerDurcb- 
schnittspunkt  der  beiden  auf  dem  Tische  gezogenen  Linien  B¥ 
und  Cr  ist  der  Punkt  F  auf  dem  Tische. 

IIL  Zieht  man  nun  die  Linien  BE  und  AF^  so  Ist  dereo 
Durchschoittspunkt  der  gesuchte  Punkt  D  auf  dem  Messtische. 

Ich  habe  die  erste  Idee  zu  dieser  Auflösung  des  Problems 
des  RQckwärtseinschneidens  aus  dem  Trait^  de  navigation 
par  V.  Calllet.  Tome  L  ßrest.  1848.  8.  p.  261.  entlehnt, 
glaube  aber  durch  meine  obige  Darstellung  derselben,  wodurch 
sie,  wie  es  mir  scheint,  fOr  die  Anwendung  In  der  Praxis  wohl 
geeignet  werden  dürfte,  die  sich  a.  a.  O.  nicht  findet,  auch  ein 
Kleines  Eigenthumsrecht  an  ihr  beanspruchen  zu  dfirfen. 
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lieber  die    Gleichang    (IrchiT.  Theil  XII.  S.  293.),    welcher 

angeblich   keioe  complese  Zahl  genüg L  Von  dem  Herrn  Doctor 

R.  Baltier,  Oberlehrer  an  der  KreuMchule  zu  Dreeden. 
t 

Das  Staunen  fiber  eine  unerwartete  Erscheinung,  welche  aus 
guter  Quelle  berichtet  wird,  pflegt  die  Geister  sofort  zur  Frage 
Dach  dem  Zusammenhang  derselben  anzutreiben,  ohne  dem  Zweifel 
▼iel  Raum  zu  lassen,  ob  auch  der' Thatbestand  frei  von  Täu- 
schungen ermittelt  sei.  Glüsklicherweise  hat  ein  gewandter  Rech- 
ner es  sich  nicht  verdriessen  lassen,  in  Beziehung  auf  die  Glei- 
chung des  Herrn  Prof.  Schi5milch,  welcher  angeblich  keine  com- 
plexe  Zahl  genügt,  die  Thatfrage  zu  erheben,  und  hat  durch 
Anwendung  der  gewuhnlichen  Methoden  complexe  Zahlen  gefun- 
den, welche  der  gegebenen  Gleichung  wirklich  genfigen.  Herr 
Dr.  Claussen,  dem  wir  diese  Arbeit  verdanken  (Archiv.  XMI. 
S.  334.),  vermuthet  deshalb  einen  Irrthum  in  dem  merkwürdigen 
Aufsatze  des  Herrn  Prof.  Schl5milch. 

In  der  That  hält  der  übrigens  schön  angelegte  Beweis  in 
einem  Punkte  nicht  Stich,  dass  nämlich 

b  b  b 

aUgemein  weniger  als  -qppmd  mehr  »>«  ä«^^""(J+l)»+^ 
sei,  und  folglich  nur  ßr  6=0  oder  a=Qo  verschwinde.  Die  letzte 
Folgerung  ist  nur  richtig,  wenn  a  positiv.  Ist  dagegen  a  negativ 
(wie  in  den  von  C lausen  berechneten  Werthen),  so  kann  der 
zweite  Nenner  kleiner  als  der  erste  sein,  mithin  der  zweite  Bruch 
den  ersten  überwiegen  und  die  untere  Grenze  neeativ  werden,  wor- 
vis  die   Möglichkeit  des  Verschwindens   der  Ueihe  einleuchtet. 


' 


Drackfehler  im  ISten  Theile. 

S.  147.  2L  12«  TOB  nuten  statt  „neae^'  «etie  nun  ^ur". 

8.  166.    -  14.    „    oben      „    »fihr"         „     „     ^»ihm'^ 

S.  160.    •    6.    ,,    unten   „    »»Erefgobee**  setze  men  »,Ergeb 

niese*', 

S.  172.    -    8.    „       „    fror   „ant**  Btizß  man  „bis^. 

S,  182.    -    2.    „        „    statt,, Zu''      „       „    „In*'. 

S.  106.    '  18.    ,,       ,,      ,,      »Richtung''  setseman  Jäeihong' 
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Oeoinetrische  Anfj^alben« 

VOD 

Herrn  S.  E.  Baltrusch 

zu  Dans  ig. 


Vier  Gerade  gehen  durch  eineo  Punkt  und  begren- 
z  en  drei  gegebene  Winkel  in  einer  Ebene;  man  8oii 
eine  Gerade  ziehe n^  die  jene  vier  Geraden  so  scJi neide, 
das8  die  beiden  äusseren  Abschnitte  derselben  gege- 
benen Grussen  gleich    seien.    (Taf.  VI.  Fig.  1.). 

Annahme:  Die  gegebenen  Winkel  seien  AOB ^ a ,  BOC^ß^ 
und  C01}=y;  die  gegebenen  Abschnitte  AB=af  CDz^c. 

Konstruktion.  Beschreibe  über  c  einen  Bogen,  welcher 
den  gegebenen  Winkel  /  fasst;  mache  Winkel  CDGr^ß,  GDH 
=  a.  .Ziehe  durch  G  zur  CD  eine  Parallele  GR^  mache  GK=a, 
verlängere  KG,  vvelche  den  Kreis  in  J  treffe,  und  beschreibe 
durch  die  drei  Punkte  K,  J,  K  einen  Kreis,  welcher  die  CD  in 
A  und  E  schneide;  ziehe  AH,  HE,  welche  den  ersten  Kreis  in 
O  und  Cy  treffen;  endlich  ziehe  GO,  G0\  welche  der  CD  in 
ß^  F  begegnen;  so  begrenzen  AO ^  BO,  CO.  DO  die  drei  ge- 
gebenen Wmkel  a,  ß,  y,  und  die  Abschnitte  AB=a,  CD=c  der 
AD  sind  gegeben. 

Aehnliches  gilt  von  dem  Punkte  O';  denn  es  ist  auch 

FO'E=u,    E&D^S,    DO'C^zy; 

auch  ist  der  Abschnitt  FE  der  FC  der  gegebenen  a  gleich. 
Theil  \V1.  17 


•  • 
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Beweis. 

also  AK  parallel  BG\  daher 

AB=KG=a,    BOC=CO'G=ß,    und    COD=y', 

also  leistet  der  Pankt  O  das  Verlangte. 

Aber  auch  der  Punkt  O*  erfüllt  die  geforderten  Bedingoni^D. 
Denn  HEK=HO'G=a;  also  EK  parallel  FG,  und  JK  parallel 
AF;  daher  EF=GK=a,  und  hieraus  folgt  DE=ßC.  Die  letzte 
Behauptung  wird  in  folgendem  Satze  erwiesen. 

Satz. 

Der  Kreis  M  schneide  den  Kreis  m  in  P,  P*;  ziehe 
die  Sekante  AB  beliebig,  welche  den  ersten  Kreis  in 
A,  A',  den  anderen  in  C,  C  treffe;  die  Sehnen  AP,  PA' 
durchschneiden  den  Kreis  m  in  O,  0\   (TalT.  VI.  Fig.  2.). 

a)  Macht  man  nun  BC^A'C^  zieht  J50,  welche  den 
Kreis  m  in  Z)  schneide,  und  die  DO*,  welche  die  ÄA\^ 
B  treffe:  so  ist  AB^AB'. 

Denn  ftir  die  Transversale  AP  ist  in  Bezug  auf  die  Seiten 
des  Dreiecks  BAE  folgende  Gleichung 

1)     BO.EP.A'A=zBA.APJEO; 

fflr   die  Transversale  B'D  in  Bezug  auf  dasselbe  Dreieck  BA'E 
ist  die  Gleichung 

2)     BD.E(y.A'B'=B».A'0',ED . ' 

Ferner  ist 

3)    PE.EO'=OE.ED, 

und 

4)    OB.BD  =(CB.BC=  CA'.A'C)  =  (yA'.A'P . 

Wenn  man  das  Produkt  der  Gleichungen  1)  und  2)  durch  das  Pro- 
dukt der  Gleichungen  3)  und  4)  divicurt«  so  erhält  man 

AA'.AB'szAB.BB'; 

m 

also 

ABxA'B':=zAA'iBB:=^AB^BA':BA'^A'B'^BAiBA!; 

daher 

ABoozA'B*. 
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6)    Es    ist  FDP'  parallel  24fi,    und  ^F  parallel  £/l. 
Denn 

AOB=DP'P=FP'P=FAP; 

also  AF  parallel  BO.    Ferner  ist 

APP'=P'Dü'z=iP'FA' ; 

also  A'F  parallel  DB*;  und  da  AA*=^BB\  so  ist 

^FAA'^^DBB'-, 

also  AF^BD\  daher  ist  ABDF  ein  Parallelogramm.  Folglicli 
ist  die  ßebauptung  erwiesen. 

c)    Macht  man  ABz=iAB\  so  ist  BC=OA\    Denn 

1)      BO.EP.A*A=BA.A'P.EO; 

2)    BDEO.A'B'  =BB'ji'(y.ED; 

3)    PE.EO'=OE.ED; 

4)    /l'JB'=ilB. 

Das  Produkt  der  Gleichungen  1)  und  2),  durch  das  Produkt  der 
Gleichungen  3)  und  4)  dividirt,  giebt 

'    BO,BD.AA'=A'0'.A'P.BB'. 

Es  ist  aber  AA'=BB';  daher  ist 

BO.BD^A'(y.A'P. 

Nan  ist 

DB.BO:=iCB.BC, 

und 

(yA'.A'Pr=^  CA'.A'C,    CB.BC— CA\A'C . 

Daraus  folg# 

BC:A'C:=:iA*C:BC. 

Wftre  nun  BC  nicht  =zA'C,  so  mOsste  ißC  entweder  > 
^cr  <il'Csein;  wenn  BC^A'O  wftre»  so  musste  auch 
^'OBC,  oder  il'C+CO  ÄC+CC,  oder  il'O  Ur  sein, 
^as  unmöglich  ist;  daher  kann  BC  nicht  >  ^'C  sein;  und  ans 
demselben  Grunde  kann  BC  auch  nicht  <  A'C  sein ;  folglich 
muss  BC  nothwendig  ^A'C  sein. 


IT' 
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II. 

a)  In  welche  Vierecke  lassen  Aich  andere  Vier- 
e'cke  so  beschreiben,  dass  die  Seitendes  eingeschrie- 
benen mit  denen  des  gesehenen  an  jeder  Ecke  des 
eingeschriebenen  Vierecks  gleiche  Winkel  bilden? 
(Taf.  VI.  Fig.  3.). 

Die  Winkel  des  gegebenen  Vierecks  seien  A,  B ,  C,  l>;  des 
eingeschriebenen  A\  B',  O9  /^K;  etc.  so  ist 

J'+2a+ J5'  +  2/3  + C +2y+/>'+2d=8Ä; 
aber 


also 


folglich 


Nun  ist 


folglich 


2a+2/J  +  2y  f2a=4Ä; 


i4+a+d+C+/3  +  y=4Ä; 


i<+C=2Ä. 


Das  gesuchte  Viereck  «ist  also  ein  solches»  um  welches  sich  ein 
Kreis  beschreiben  lässt. 

6)  Ein  Viereck,  in  welchem  die  Summe  der  gegen- 
überliegenden Winkel  2/2  beträgt,  ist  gegeben,  und 
man  soll  in  dasselbe  ein  Viereck  so  beschreiben,  dass 
die  Seiten  dieses  mit  denen  des  gegebenen  an  den 
Ecken  des  eingeschriebenen  gleiche  Winkel  bilden. 
(Taf.  VI.  Fig.  4.). 

Das  gegebene  Viereck  sei  AB  CD;  also 

A  +  C-B  +  D=2R. 

Die  Diagonalen  desselben  schneiden  sich  in  O;  ans  O  ziehe  man 
Senkrechte  Oa,  Ob,  Oc,  Od  auf  die  Gegenseiten  des  Vierecl»: 
so  ist  abcd  ein  solches  Viereck,  dessen  Seiten  mit  denen  de« 
Vierecks  ABCD  an  a,  6»  c,  d  gleiche  Winkel  bilden. 

Denn  Viereck  AaOd  ist  ein  Kretsviereck ,  also  ist  Aad 
=AOd=zBOb,  weil  ^AOdoj^ßOb;  ferner  ist  JB06=Ac6, 
weil  BaOb  ein  Kreisviereck  ist;  daher  Aad:=zBab, 
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Eben  so  wird  die  Gleichheit  der  Winkel   an  den  Ecken  ö,  c, 
d  en^ lesen.  ' 


e 
a 


c)  Wenn  man  aus  einem  beliebigen  Punkte  der 
inen  Diagonale  eines  Kreisvierecks  zwei  Senkrechte 
auf  zwei  Seiten  des  Vierecks  zieht,  and  durch  die 
Durchschnitte  dieser  Senkrechten  mitder  anderenDia- 
^ona-4e  zwei  neue  Senkrechte  auf  die  beiden  andern 
Seiten  führt:  so  treffen  sich  die  beiden  letzten  Senk- 
rechten in  einem  Punkte  der  ersteh  Diagonale;  die 
Fusspunkte  dieser  vier  Senkrechten  bilden  dieEcken 
eines  Vierecks,  dessen  Seiten  mit  den  Seiten  des  ge- 
gebenen Vierecks  gleiche  Winkel  an  jeder  des  einge- 
schriebenen Vierecks  begrenzen.  Die  Seiten  dieses 
eingeschriebenen  Vierecks  sind  den  Seiten  des  unter 
6)  eingeschriebenen  Vierecks  parallel.  (Taf.  VI.  Fig.5.). 

Es  mögen  ßc,  ßd  senkrecht  auf  CD,  DA  sein^  und  die  Dia- 
gonale ^C  in  a,  V  schneiden;  ferner  seien  ab,  ya  senkrecht  auf 
CH,  BAi  so  treffen  ab,  ya  in  einem  Punkte  d  der  Diagonale  BD 
zusammen. 

Träfen  sich  ab,  ya  nicht  in  der  Diagonale  BD,  so  mögen 
sie    sich  in  ö*  begegnen,    und  6'  liege  also  ausserhalb  der  BD, 

Es  sind  ABCD,  Aayd,  abCc,  also  auch  aßyö'  Vierecke,  um 
welche'  sich  Kreise  beschreiben  lassen.     Folglicn   ist 

aßö*  =  ay6' = Aya  . 

I\un  ist  auch 

BAC=^BDC    und    Aay=Dcß=R; 

also 

^Aayco^Dcß, 

daher  Aya=Dßc,  folglich  aß6'=Dßc.  Daher  f&ilt  6*ß  mit  Da 
zusammen;  also  treffen  sich  ab,  ya  in  d,  einem  Punkte  der  BD. 
Viereck  abcd  ist  ein  solches,  dessen  Seiten  mit  den  Seiten  des 
Vierecks  ABCD  gleiche  Winkel  bilden. 

Denn 

Aad  =zAyd=^  ßya = ßda  z=:baB, 

weil  Aayd,  yßad,  tbBa  Vierecke  sind,  um  welche  man  Kreise 
beschreiben  kann. 

Ans  gleichen  Grönden  ist  abB=cbC;  etc. 

Sei  nun  Oa',  Ob',  0&,  Od' senkrecht  auf  AB,  BC,  CD, 
DA,  80  folgt  daraus 
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daher  Ist  ad  parallel  a'd*.    Aus  denseibefi  GrOnden  ist  «6  ps 
lel  a'V\  etc.  I 

iQ  Die  Umfange  zweier  Vierecke»  welche  astf 
oder  c)  id  ein  Kreisviereck  eiogeschrieben  siad,  b 
sen  eioander  gleich  sein.    (Tah  VIL  Fig.  !.)• 

Mao  verlängere  he  um  ein  Stück  ce  =  cd,  ab  um  ein  $! 
bf=be,  da  um  ein  Stuck  ag'=zaf;  so  ist  dg  eleichdeal 
fange  des  Vierecks  abcd.  Ebenso  verfahi^e  man  mit  deiaraii 
des  Vierecks  a'b'c'd\  so  erhält  man 

d'g'  =d'a'  +  o'6'  +  6  V  +  ed\ 

Nun  ist  zu  zeigen,  dass  dg^=d'g'  ist. 

Es  ist  Viereck  dc&d'  ^  Viereck  ee&ef\    denn 

dc=:ce,    cc' = c&,    d'c* = c V , 

und 

dcc'  =  ecc',    c&d'  ^cc'efi 

drei  auf  einander  folgende  Seiten  und  die  beiden  dazwiKki! 
genden   Winkel    des  einen  Vierecks  sind  also  einzeln  ^^ 

gleich    den    gleichnamigen  Stücken  des   ahderen    Vierecb.  '. 
enselben    Gründen   ist   Viereck   e'b'be  ^  Viereck    fVkf, 
Viereck  faa'f'^gaa^g.    Daher  ist 

dd'zi^e&^ff'^gg'. 

Ferner  ist  Winkel 

odA  =  cdd'  =  ceef=zb/f  =  agg' ; 

also  dd'  gleich  und  parallel  gg";    daher  ist  dd'g'g  ein  ?sx\ 
gramm»  aäo  dg^d'g*. 


III. 


Wenn  zwei  Vielecke  einander  ähnlich  sind :  so  lah^ 
stets  einen  Aehnlichkeitspunkt  Die  gleichnamigen  Seitn  N 
Vielecke  sind  entweder  parallel  oder  nicht  parallel.  Jed'» 
ser  beiden  Fälle  hat  man  in  zwei  neue  Fälle  zn  zertheüeo.  ^^ 
die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen  Vielecke  parati^-l  ^ 
so  sind  die  parallelen  Seiten  entweder  einstimmig»  d.  Ii  * 
derselben  Seite  hin  parallel,  oder  nicht  einstimmig»    d.  h.  cm 

f engesetzt  parallel.      Zwei  ähnliche  Vielecke»  deren  gleidw 
»eiten  einstimmig  parallel  •sind,  haben  nur  einen  äussereo  Aeti 
keitspnnkt. 
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Zwei   ähfilicbe  Vielecke,    deren    (gleichnamige  Seiten  entge- 

fenffesetzt    parallel  sind,    haben  nur  einen  Innern  Aehnlichkeits- 
unkt. 

Diese  beiden  Sätze  sind  allgemein  bekannt  und  auch  leicht 
crweisbar;  vielleicbt  weniger  bekannt,  oder  doch  nicht  so  behau* 
delt,  wie  hier,  sind  die  beiden  folgenden  Sätze: 

Wenn  die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen 
Vielecire  flicht  parallel  sind,  so  folgen  sie  entweder 
10  derselben  oder  in  entgegengesetzter  Richtung  auf 
einander.  Im  ersten  Falle  haben  beide  Vielecke  einen 
äussern,  im  andern  einen  inaern  Aehnlichkeitspunkt 
(Taf.  VII  Fig.  2.). 

Zwei  ähnliche  Vielecke  lassen  sich  in  Jedem  Falle  durch 
Diagonalen  in  ähnliche  Dreiecke  zerlegen ;  und  da  der  Aehnlich- 
keitspunkt zweier  ähnlichen  Dreiecke  zugleich  der  Aehnlichkeits- 
punkt d^  beiden  ähnlichen  Vielecke  Ist,  so  darf  man  nur  den 
AehnlichBeitspunkt  von  zwei  ähnlichen  Dreiecken  suchen. 

a)    Ks  sei 

und  die  gleichnamigen  Seiten  beider  Dreiecke  folgen  in  derselben 
Richtung  auf  einander. 

Die  gleichnamigen  Seiten  beider  Dreiecke  beeren- 
sen  gleiche  Winkel,  und  bilden  dadurch  drei  Vier- 
ecke, um  welche  sich  Kreise  beschreiben  lassen; 
diese  drei  Kreise  durchschneiden  sich  in  eihem 
Punkte,  welcher'der  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden 
ähnlichen  Dreiecke  ist.      (Taf  VII.  Fig.  2.). 

Das  erste  Kreisviereck  ist  ADA'E,  das  zweite  BFB'D,  und 
das  dritte  CFCE.    Die  Grfinde  dafür  sind  leicht  angebbar. 

Die  beiden  Kreise  ADAE  mit  BFB'D  durchschneiden  sich 
in  D  und  P\    so   ist  P  der  gesuchte  Aehnlichkeitspunkt.     Denn 

'  ^P AB  CO  ^P ABU 

weil  PAE=PA'E,  da  beide  auf  demselben  Bogen  PE  des  Krei- 
ses PA  ADE  stehen;  PBD=PB'D,  da  beide  auf  demselben 
Bogen  PD  des  Kreises  PBD  stehen;  also 

AB:AB'z=iPA:PA:s:PB:PB'. 

Auch  ist 

^PACco\PAC; 
denn 

PÄD- PÄD, 
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weil  beide  aof  deouelbea  Bogen  PD  im  Kreise  PÄD  ctaheo.  ood 

PA:PA'=AC'.A'C; 
•Im  iat  auch 

PCiPC^ACiA'C. 

Die  VerhältoUse  zweier  Abstände  des  Punktes  P  toh  zwei 
gleichnamigeo  Fekpnnkteii  beider  ähnlicbeo  Dreiecke  sind  ontet 
einander  gleich;  daher  ist  P  der  Aeholichkeitspankt  tieider  Drei- 
ecke. Der  dritte  Kreis  CFOE  moss  auch  dorch  den  Paokt  P 
gehen.     Denn 

APC=:zA'PC, 

weil  ^APCo^XAPC', 

APB=A'PB\ 
aas  demselben  Grunde,  also 

APB^APC=:A'PB'-A'PC  oder  CPB^CPB', 
und  dazu  Gleiches 

BPC=BPC 

gesetzt,  gieht 

CPC=BPB'=BDB*^CEC . 

Daher  liefen  die  ffiof  Punkte  C,  F,    C,  K,  P  auf  dem  Dmfange 
eines  Kreises. 

6)  Die  Mittelpunkte  der  drei  oben  genannten 
Kreise  bilden  die  Ecken  eines  Dreiecks,  das  jedem 
von  den  beiden  ähnlichen  Dreiecken  ähnlich  ist.  (Tal. 
VII.  Fig.  3.). 

Es  sei  a  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  durch  ADPy 
ß  der  Mittelminkt  des  Kreises,  welcher  durch  BB'P,  und  /  der 
Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  durch  CCP  geht. 

Die  Centrale  aß  halbirt  die  Bogen  DmP,  DnP  in  m,  n;  die 
Centrale  ay  halbirt  die  Bogen  EpP,EqP  in  pl,  q,  und  die  Cen- 
trale ßy  halbirt  die  Bogen  FrP,  FmP  in  r,  s. 

Es  ist  nun  zu  zeigen,  dass  DAE^smctp,  also 
q  Bogen  DE  z=:  Bogen  mp. 

Bogen  DE  ^  Bogen  DEP  —  Bogen  EmPi 
also 
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2  Bogen  DE  =  ^   Bogen    DEP  —  ^    Bogeo  EmP 
=  Bogen  mpP  —  Bogen  pP  =  Bogen  mp . 
Daher 

Eben  so  zeigt  man,  dass  rßn=^  FBD;  denn 

1  11 

^  Bogen  FD  =  jj  Bogen  Frf  —  ^  ^®8®"  ^'^ 

=  Bogen  rnP  —  Bogen  nP  =  Bogen  rn. 

Daher 

ABC—aßy. 
Folglich 

r)  Wenn  zwei  Dreiecke  ähnlich  sind,  ihre  gleich- 
namigen 8eiten  nicht  parallel  sind,  sie  aber  in  der- 
selben Richtung  aufeinander  folgen,  und  man  die  Ge- 
raden, weiche  die  gleichnamigen  Ecken  beider  Drei- 
ecke verbinden,  nach  dem  Verhältnisse  zweier  gleich- 
namigen Seiten  theilt:  so  bilden  die  Theilungspunkte 
die  Ecken  eines  Dreiecks,  das  einem  von  den  gegebe- 
nen ähnlich  ist  (Taf.  VII.  Fig.  4.). 

Die  gegebenen  ähnlichen  Dreiecke  seien  ABC  und  A'B*C, 
Ziehe  A'by  B^c,  Ca  parallel  AB,  BC,  CA,  und  mache 

6^'  =  ^'Ä',    B'c=B'a,    Ca=CA\ 

Verlängere  die  drei  Geraden  bA',  B^c,  Ca,  welche  sich  in  a\b', 
c'  treffen;  so  ist 

\a'b'&(>^^ABC, 

weil  die  gleichnamigen  Seiten  unter  einander  parallel  sind.  Da 
die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen  Dreiecke  gleiche  Win- 
kel begrenzen,  so  ist 

ß'^'A'  =  C'Ä'c'  =  A'  Ca' , 
also 

bA'B'^&RC^a'OA'; 

und  da  die  drei  Dreiecke  b'A'B\  c'B'C,  a'OA  gleichschenklig 
sind,  so  sind  sie  auch  unter  einander  ähnlich;  folglich  ist 
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Nach  der  KoostniktioD  ist  aber 

Aa\aA'z=zAB\AB',    BßißB'=:BC:B'C% 

Cy\yOz=iAC\A'C\      . 

daher 

aßibB*r:=Pyxc(y—yu\aA=AB'AB'{-A'B'. 
Folglich  ist 

a)  Wenn  zwei  Dreiecke  ahnlich,  ihre  gleichnami- 
gen  Seiten  nicht  parallel  sind,  und  in  entgegengesetr 
ter  Ricbtnng  auf  einander  folgen:  so  soll  man  den 
Aehnlichkeitspnnkt  beider  Dreiecke  bestimmen.  (Tat 
VIIL  Fig.  L). 

Sei 

^ABCco  ^A'C  B' , 

Theile  AA*  j  BB*  nach  dem  Verhältnisse  zweier  gleichnamigen 
Seiten;  also 

AD.DA^AB\AB*^BEiEB\ 

und  suche  zu  den  drei  Punkten  A^  D,  A*  den  vierten  bannooi- 
sehen  i{,  d.  b.  es  muss  sein 

AD\Ad^DA'\AA\ 

daraus  folgt 

AD-{^Ad\  Ad''AD=  DA  +  Ad :  Ad  -  DA ; 

sei  o  die  Mitte  von  Dd;  so  wird  vorstehende  Propor^on  folgende: 

2Aa:2Da=:'2Da:2Aa 
oder 

Aa:Da=:DataA\ 

Nun  beschreibe  man  uip  a  mit  aD  einen  Kreis,  welcher  die  DE 
in  J  schneide ;  so  ist  j  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden 
Dreiecke  ABC  und  AB'C. 

Denn  man  bestiknme  (Taf.  VIII.  Fig.  2.)  auch  zu  den  drei 
Punkten  B,  E,  B*  den  vierten  härmonischeD  Punkt  e,  halbire 
Ee  in  ß,  und  beschreibe  uro  ß  mit  ßE  einen  Kreis,  welcher 
den  vorigen  Kreis  in  J*  und  K  schneide ;  so  kann  man  zeigen,  wie 
vorher,  dass 


ist    Es  Ut  Dan 
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BßißE^EßißB' 


^A'aJ'co\aJ'A\ 


weil 


A'a:aJ'=iJ'a:aA, 
ttod  AixJ'  beiden  Dreteckeo  gemein.    Daher 

aJ'A'z=:aAJ'; 
leroer  Ut 

uJ'D=aDJ'  =  DJ'A  +  DAJ'\ 

also 

A'J'D:=zDJ'A; 

folglich 

AJ'\J'A^AÜxDA  =  A'B\AB, 

Eben  so  zeigt  man,  dass  B*J*E'=iEJ*B\  daher 

BJ' :  J*B=B'E'.  EB:=A'B' :  AB) 

uod  daraus  folgt 

:^A'J*B*co^AJ'B\ 

aUo  A'J'B'=AJ'B\  daher 

ÖJ'^'  +  AJ'B'  +  «,/'£;  =  />J'2<  +  AJB  +  ÄJ'JE  =2Ä ; 

also  DJ'E  eine  Gerade;    folglich   ist  J  und  «/'  ein  uod  derselbe 
Punkt. 

Aus  Vorstehendem  lässt  sich  nun  leicht  zeigen»  dass 

CS^A'JCooi^AJC,    und    ^B'JOco^BJC. 

Daher  Ist  J  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  der   beiden  Shnlichen 
Dreiecke  ABC  und  A'B'C. 


man 


Bemerkung.  Sind  die  drei  Punkte  2I ,  D,  A  gegeben^  jso  kann 

unmittelbar  den  Mittelpunkt   des   gesuchten  Kreises  finden» 

ohne  vorher  den  vierten  harmonischen  Punkt  d  gesucht  zu  haben. 
Daher  folgende  Aufgabe. 

Die  Strecke  AA*  nach  dem  Verhältnisse  0:0  zu  thei- 
len.    (Taf  VIII.  Fig.3.). 
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Ziehe  AF  io  beliebiger  Riefatane.  jTG  parald  AF;  m^Ae 
AF=zp,  AG=q,  ziehe  FG,  fr  eiche  die  ÄÄ'  tu  D  sdm^e-i 
führe  DiL  parallel  ^F,  mache  OKz^a^  und  ziehe  FK^  weldie 
die  AA'  in  o  treffe :  so  ist  a  der  Mittelpunkt  nnd  uD  der  R^iPgtf 
des  gesuchten  Kreises. 

Denn 

AF.A'G—piii—ADiDA\ 

und 

AF:DK  —  piq=AuiaD\ 

daher  ist  auch 

ADiAu^AD=DA'iaD^DA' 

oder 

AD,Da^DA\Äa% 

folglich 

ADxDA=iDoL\uA'=AaiuD. 

Macht  man  die  Verlängernog  von  GA*:=qz=iA'H ,  und  sieht 
FHs  welche  der  AA'  in  cl  oegegnet,  so  siod  AD,  A',  d  vier  har- 
monische Punkte,  und  a  ist  die  Mitte  von  Ddl^  ^ 

Dieses  kann  man  durch  Proportionen,  aber  auch  auf  folgende 
Art  erweisen.  Ziehe  HK^  welche  die  FD  in  L  erreiche:  so  ist 
DK  parallel  GH,  und  DM  zugleich  Vs  ^o»  GH,  daher  HK=KL, 
also  auch  dcc=aD^  weil  HK  parallel  Dd  ist 


punkt  in  einerGeraden  hat,  welche  zwei  gleichnamige 
Ecken  beider  Dreiecke  verbindet,  und  die  zweiPunkte, 
n  welchen  jeder  Kreis  seine  Centrale  schneidet,  bil- 
den mit  den  beiden  Eckpunkten'  der  Dreiecke,  durch 
welche  die  Centrale  geht,  vier  harmonische  Punkte, 
und  zwar  sind  die  Schnittpunkte  des  Kreises,  sowie 
die  glelchnamicceo  Eckpunkte,  zugeordnete  harmoni- 
sche Punkte  (taf.  VIll.  Fig.  4.). 

Sei 

^AßCoiJ^AB'O. 

Man  theile  AA  in  D,  BB  in  iE;,  CC  in  F  so«  das« 
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ÄDxDA'^BEiEB^CFtFV^AB'.A'B' 

sei.  Suche  nun  zu  A^  D,  A'  \  B,  E,  B*;  C,  F,  V  den  vierten 
harmonischen  Punkt  d;  e;  f;  halbire  Dd,  Ee ^  Ff  in  a,  ß,  y;  so 
sind  diese  Punkte  die  Mittelpunkte  der  gesuchten  Kreise.  Die 
Kreise  um  a  mit  a/>,  um  ß  mit  ßE  beschrieben,  mögen  sich  in 
J^  schneiden:  so  ist  J  der  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  Drei- 
ecke ABC  und  A'B'C,  wie  oben  bewiesen.  Man  lege  durch 
J    und  F  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  /  in  CO  liege.    Da* 

CJB^CJB\    BJE=B'JE, 
Bo  ist 


oben  erwiesen  I, 


also 


daher 


VJE=CJF., 


y'FJ=zFJy', 


y'JC  =  y'CV; 


A/CJc>oA/^C; 


aJso 


oder 

oder 

Cf'iCF=f'C:CF, 

wenn  der  dritte  Kreis  die  CO  in  f  schneidet;  daher  sind  C,  F, 
O,  t  vier  harmonische  Punkte;  folglich  ist  /'  und  f  ein  und  der- 
selbe Punkt;  daher  ist  auch  y*  und  y  ein  und  derselbe  Punkt. 

y)  Die  drei  gleichartigen  Durchschnittspunkte  der 
drei  Kreise  mit  den  dreiGeraden,  welchedurch  gleich- 
namige Eckpunkte  der  ähnlichen  Dreiecke  gehen,  lie- 
gen mit  dem  Aehnlichkeitspunkte  in  einer  Geraden. 
Es  bilden  also  eine  Gerade  U,  J,  F  und  E,  so  wie  dJef. 
(Taf.  VIII.  Fig.  4.). 

Dass  DJE  eine  Gerade  bildet»  ist  schon  oben  gezeigt;  es 
bleibt  aber  zu  beweisen,  dass  die  Gerade  DJE  die  Gerade  CO 
in  F  nach  dem  Verhältnisse  zweier  gleichnamigen  Seiten  theilet. 


AIm  mtmemmmmem,  der  P^akt  J 
wm  m  wad  p  hetOammA,    dfe  Gendt  DJE  scnsM.    vddM  £e 
CC  '»  F  «cfaiade;  m  wt 

Ä-Ji:  =  BJE. 


OJ»=  CJB, 


wcü 


dalMT  ut 


^CJB'co^CJB; 


CJE=CJE, 


CF:FC=zCJ:  CJ=A'»:Aß, 


Mgfidi  i«t 


■od  daraon  ergiebt  flieh,  dass  die  vier  Punkte  D,  J,  F^  E  \m 
einer  Geraden  liegen. 

Es  liegen  aber  anch  die  vier  Punkte  d,  J,  f,  e  in  einer  Ge> 
raden;  denn 

DJd=R  =  EJe—FJf; 

weil  Dd,  Ee,  jFjf  Darebmesaer  der  Kreise  sind. 
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Elementäri^eometrischer  Beweis  eines 
in  diesem  Arcliiv  viel  besprochenen 

Satzes. 

Von  dem 

Herrn  Gymnasialdirector  August 

in   Berlin. 


Der  geometrische  Satz,  um  den  es  sich  hier  handelt,  ist  im 
13.  Tbeile  S.  341.  and  im  15.  Theile  S.35L  untersucht,  auch  ist 
fiir  einen  sehr  speciellen  Fall  desselben  ein  geometrischer  Beweis 
im  15.  Theile  S.  o58.  gegeben.  Er  lässt  sich ,  so  weit  er  die  Win- 
kel des  Dreiecke  betrifft,  buchst  einfach  durch  indirecte  Ssblusse 
aus  dem  folgenden  ableiten,  der  eine  sehr  elementare  Beweis- 
führung zulässt' 

Lehrsatz.  Wenn  zwei  ungleiche  Winkel  eines 
Dreiecks  durch  Transversalen  proportional  getfaeilt 
werden;  'so  ist  die  Theilunj^stransversale  des  grosse- 
ren Winkels  kleiner,  als  die  des  kleineren. 

Bieweis.  In  Dreieck  ABC  (Taf.  VIII.  Fig.  5.)  sei  Winkel 
ABC^ACß  und  der  kleinere  WinkeMCfi durch  die  Transversale  CD 
IQ  beliebigem  Verhältniss  getheilt;  so  dass  ACD:DCB==:m:n. 
Es  ist  zu  zeigen,  dass  eine  aus  B  gezogene  Transversale,  die 
den  grosseren  Winkel  ABC  in  demselben  Verhältnisse  mm  theilt, 
kleiner  ist  als  DC. 

Man  lege  zunächst  die  Transversale  BE  so,  dass  Winkel 
ABE=^DCA  wird;  dann  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
ABE  und  ACD  die  Proportion  ABiAC^BEiDC;  weil  aber 
AB  <  AC,  so  ist  auch  BE  <  DC. 

Ferner  lege  man  die  Transversale  BF  so,  dass  Winkel 
FBC=zDCB   wird;    dann  haben  die  Dreiecke  FBC  und  DCB 
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eise  gieidie  Seite  BC  md  eive«  «MdMo  Jifcgepde*  Wnkel 

FBC^='DCB\  99  BÖ««  dakcr  in  demiefiiec«  Dreieck 

der  z «feite  aa  dieser  Seite  aiüieeen#e  Winkel  grigeer  ist, 

die  Gttenseite  dieses  Winkels  srosser  sein  als  die 

Seite  &s  anderen  DreiedLs;  MJich  ist  anck  BF^DC 

SM   nim   der  erussere   Winkel  ABC  propottiinal  wt    d^ 

—  '  '  ACB  «r    -*         *  — 


kleineren  Winkel  ^Ci?  c^^beilt  werden:  nn  werden  seine  Theile 
^us«er  als  die  Tbetle  des  anderen.  Es  nnss  also  der  an  ^A 
anlieeende  Winkeltheil  grosser  sein  als  Winkel  ACD,  d.  L  grws- 
Her  als  ^tf£.  Die  TbeUongsfinie  fallt  daker  zwisckcn  BMTund 
BC,  Eben  so  nnss  der  an  BC  anliegende  Winkeitbeil  gr€#sscT 
sein  als  Winkel  DCB,  d.  L  grSsser  als  FBC  Die  Tb«la»c<S' 
linie  fallt  daher  anch  zwiivcben  BF  und  BA.  Ist  denwadi  iffO* 
diejenige  Theilonsstransrersale  •  dnrrh  X^elche  Se  Proportion 
ABG:GBC=ACDiDCB=m:m  nnter  den  WinkeltheUeo  eat- 
üteht;  so  liegt  sie  anch  nothweodig  zwischen  BE  nnd  BF 

Wenn  aher  von  einem  Punkte  B  ansserhalh  mer  ureradcn 
Linie  AC  drei  gerade  Linien  BE,  BG,  BF  an  dieseihe  gezoeen 
sind,  so  ist  die  mittlere  BG  dieser  drei  Linien  kleiner  abc  die 
grossere  der  heiden  äusseren,  oder  wenn  diese  änander  gleidi 
sind,  kleiner  als  jede  von  beiden.  Da  nnn  sowohl  BE  als  anch 
BF  kleiner  als  ÖC  tat;  so  mnss  anch  BG  kleiner  als  CD  sein. 
Dies  sollte  bewiesen  werden. 

Zutaiz*),  Wenn  zwei  Winkel  eines  Dreiecks  darch 
gleiche  Transversalen  proportional  getheilt  sind,  so 
sind  die  Winkel  gleich. 

Beweis.  Wären  die  Winkel  ungleich;  so  wären  an^  die 
Transversalen  ungleich.  Da  diese  a^r  gleich  sind,  so  koiuien 
die  Winkel  nicht  ungleich  sein,  sind  also  gleich. 

Anmerkang.  Die  Beweisführung  gilt  für  jede  zwei  innere 
Winkel  eines  Dreiecks.  Constraction  und  Beweis  lassen  sieh 
auch  noch  für  den  Fall  anwenden,  wo  die  Linien  BD  nnd  CF 
parallel  sind.  In  diesem  Falle  wird  'BE^^DC  Für  den  Fall, 
dass  BD  und  CF  divergiren ,  die  Winkel  also  eigentlich  Ansäen- 
Winkel  eines  Dreiecks  sind,  läs«t  sich  aus  dieser  Constraction 
nichts  folgern,  weil  der  Beweis  ££>Z>C  ergiebt,  weshalb  eme 
Vergleichnng  zwischen  BG  nnd  DC  auf  diesem  Wege  nicht  mög- 
lich wird. 


*)  Dieser  Zu«atx  i«t  der,  nar  im  Aaidrock  etwaa  ▼erondcrte,  ThI.  I5w 
S.  3&5.  im  zweiten  Absatz   enthaltene  Lehrtats. 


261 


^ 


Od 


o 

KP 


OD 

o 


t9 


8 


00 


IS 


CO 
03 


■^ 

ä 


^ 


CD 


•^ 

S 


TheU  \VI. 


Ol 


CO 


1^ 


8 


09 


^ 


Od 


i 


fc9 


1 


SS 


CO 


CO 


09 


« 


!^ 


Cd 


c;i 


^ 


^ 

S 


hD 


09 


09 


bO 


Cll 


Od 


00 


CO 


i  ® 

Pf 


8   i^ 


=^ 


B 


e» 

^ 


BiMM 

SS 


§ 


0  9* 
09(19 

8§ 

SB 

BB 

ff 

»1» 


18 


^ 


SS 


s 


l>9 


* 


5 


^ 


C7l 


09 


Ol 


lO 


Cd 


I- 


00 


§ 


ä 


C9 


CO 


;o 


CO 


CO 


CO 


Ol 


OS 


0( 


SS 


CO 


t 

M 


kO 


^ 


OD 


Od 


JB. 


CO 


K? 


1^ 


00. 


sg 


CO 


OK 


1)0 


ftd 


c» 


CO 


MS 


* 


*& 


^' 


«4 


S 


S 


^ 
s 


SS 


A 


bS 


s 


09 


Ol 


CO 


fcO 


i 


Od 


I 


Ig 


Ol 


09 


09 


c« 


s 


!So 


Od 


lo 


S 


09 


S 


Sg 


^ 


OD 


S 


Od 


Ol 


g 

NJ 


Ol 


09 


£S 


5 


I: 


^ 


6 


S 


»9 


•» 


^ 


k9 


i 


00 


e 


g 

K) 


6« 


SS 

I 
SS 


oa 


s 


s 


OD 


• 

' 

tmd 

Cd 

Co 

^9 

55 

J2 

s 

g 

CO 

09 

|bb 

v* 

■9 

^ 

^ 

^ 

■ 

<e 

0> 


^ 

s 


CK 


5 

s 

i 

^ 

g 

^ 

1 

^ 

^ 

»- 

m 

02 

OD 


;»2 


S 


^ 


^ 


l>9 


4MK 

5' 


■Mi 


mtm 


09 


ö> 


09 


S 


k9 


3 


5 


ca 


s 


o« 


8 


Ol 


Ol 


Od 


09 


ä 


03 


b9 


i 

CO 


C9 


|9 


OD 


1^ 
1^ 


S 


lO 
18 


Oi 


CO 


OK 


u 


O) 


s 


OD 


ä 


J" 


jr 


^ 


« 


^  ^ 


n 


u 


OD 


kO 


fü 


se 


tt 


2 


i 


(U 


»0 


s 


CO 


SS 


s 


feO 


^ 


Od 


g 


bO 


00 


<:a 


W7 


^ 


^ 


s 


^ 


Ol 


sg 


A8 


St 


Ol 


OD 

CO 


^ 


CO 


i 


s 


g 


SS 


Od 


OL 


»9 


IS 


K» 


g 


i 

CO 


s 


09 


CD 


3 

o< 


;o 


(0 


^ 


Ol 

CO 


»o 


2 

1)9 

3 


208 


t 


IF« 


T 


OD 


s 


» 


^ 


s 


ti 


%0 


t 


t& 


ko 


09 


^ 


S 


So 


i 


CO 


b9 


CO 


<9) 


H> 


^ 


c;i 


p 


09 


OD 


<D 


09 


Sd 


269 


i 


31 


Ot 


Si 


g 


fe 


OD 


8 


«P 


o> 


ÜO 


s 


Ife 


s 


i 


Od 


5  t  2 

55      •-* 


1^ 


OD 


s 


Ig 


IS 

09 


da 

i 


^ 


ts 


g« 


ft9 


Od 


s 


ttO 


Gl 


Od 


Od 


CO 


00 


lo 


l>9 


18» 


270 


o> 


Ol 


%0 


s 


!^ 


OS 


hO 


Od 


!S5 


GD 


Od 


^ 


09 


10 


,^ 

09 

■^ 

NT 

»■* 

Od 

lO 

. 

^ 

§ 

§ 

sg 

Ol 

to 

09 

<i^ 

•^ 

^ 

CX) 

^ 

Ol 


o» 


8 

09 


fe9 


SS 


»8 


Ol 


kO 


09 


Od 


s 


5 

S 


00 


09 


% 


8S 

CO 


g 


09 


Od 

i 


g 

s 
^ 


s 


CO 


271 


A 


«jd 


1^ 


S 


^ 


1^ 

s^ 

i 

s 

- 

Ol   *-* 


I-   09 


CO 


8g 

S 

Ol 

5 

- 

51-**» 


s 


*f^ 

t» 


^ 


Ol 


CO 


S5 


Cd 


0> 


3 


M 

S 


■^ 

^ 


s 


i 


g 


OD 


Sl 


10 


CO 


^ 
s 


t8 


ce 


Sg 

^ 


C9 


•^1 


Ol 

10 


Od 


IsO 


s 


h9 


09 


u/ 

g 


b9 


^ 


1^ 


S8 

(30 


4^ 

NT 


g 


i 

K9 
^ 


if^ 


fcO 


ä 


s 


6 
@ 


o» 

Ol 


Od 


Ol 


oa 


ta 


t« 


03 


Ol 


Od 


^ 

lo 

Ol 

i 

1 

SS 

Od 

5 

00 


§ 


kO 


CD 


OD 

i 


09 


273 


09 


Od 


C4 


Od 


OD 


Od 


h9 


CX 


c» 


ko 


Sl 


Ig 


00 


^ 


09 


g 

i 

00 

- 

Ol 


Od 


03 


Ol 


hO 


o> 


e2 


S 

^ 


09 


bO 


8 


1723 

•^ 

@ 
3 

- 

M   00 


b9 

8 

VI 
•^1 


S 


^ 


09 


CO 

o 


Od 


kO 


o« 


MW 


274 


09 


Od 


SS 


s 


00 


hO 


CD 


09 


S 


09 


1^ 


Ol 


s 


^ 


kS 


SS 


■^^ 


o 


^ 


s 


Ol 


CD 


5 


O) 


^ 

^ 

>■* 

00 

KÖ 

S5 

1« 

($ 

^p 

l,^ 

09 

Ot 

SÜ 

IlM 

^^ 

s 

s 

s 

s 

s     ^     **• 


§ 

•^> 

^ 

CO 

% 

2 

sg 

p 

£; 

QC« 

K 

00 

^9 

*^ 

•^ 

- 

4^     N- 


OD 


Od 


$; 


S 


Ol 
09 


09 


09 


CD 


g 


Ol 


Ol 

Cd 


^ 


09 
1)8 


«■k 


S75 

3 


rt» 


Ol 


Co 


Od 


s 


n 


^ 


C9 


k9 


s§ 


5 


s? 


oa 


M 


09 


s 


o» 


CO 


l 

s 


09 


Ol 


§ 


s 


o 


g 


5 

^ 


CO 


Ol 


P 

CO 


Ol 


CO 


00 


5 


kd 


CO 


QO 


l>8 


^ 


CO 

SS 


ä 


r 


27« 


fi 


CO 


09 


<a 


ig 


g 


C9 


hO 


09 


S 


^ 


Ü 


ca 


CO 


hO 


s 


2 

09 


Ol 


Ol 


^ 

^ 


Od 


I 


feO 


09 


5J 

09 

^ 

^ 

& 

b9 

^^ 

H* 

"^ 

^ 

'^ 

Od 

o 

1)0 


09 

SS 


8t 

§ 


09 


^ 


<» 


^^— ^■—  III      ' 


OD 


lO 


OS 


277 


CO 


09 


4^ 

CD 


Ol 
19 


fc9 

Ol 


03 


09 


1^ 


Ol 


CO 


K> 


!^ 


3 


;o 


Od 

SS 


^ 


l>8 


3r 


Ci 


s 


CO 


CO 


CO 

•^1 


*** 


CO 


CO 


i 


CO 


CO 


Od 


Ol 


ta 


Od 


feO 


CO 


Ol 


Od 


00 


CD 


Theil  XTI. 


19 


278 


ft 


OD 


0> 


K) 


^ 


CO 


09 


CO 


s 


10 


t 


CO 


CD 


^ 


«^ 

S 


s 


<o 


1 

CO 

o« 

fcg 

<D 

s 

*^ 

CO 


OD 


CO 


Cfe 


lo 

M 


lO 


CO 


cn 


SP 

CO 


^ 


1^ 

Ol 


SS 


b8 


00 


M 


k9 


K> 


cn 


Id 


fcO 


CD 


OD 

CO 
CO 


l»9 


CD 


279 


O) 


ta 


^ 

s 

OD 

SS 

1 

b9 


09 


s 

1^ 

n 

- 

>-i    09 


SS 

s 

5 

§ 

09 

s 


;0 


8 


Sd 


Ol 


Ol 


<p 


i^ 


Od 


Ol 
09 


s 


09 


Ol 


^ 


Ol 


Od 

^4! 


09 


g 


^ 

^ 


i^ 


00 


1^ 


Ol 


»9 

o 

3 


r 


i 


Cd 


09 


^ 


ce 


^L 


KP 


280 


r 


S 


feO 


Vi 


hO 


1^ 


liS 


hO 


09 


CO 


CO 


IS: 


CA 


Ol 


g 

s 

OD 

• 

9> 

- 

^      1^ 


OD 


^ 

CO 
Od 

S 

1 

- 

^      tu 


K> 


3 

g 

1 

i 

feO 

Od 


4 

^ 

t9 

Oö 

O^ 

s 

09 

^ 

>-      M 


09 


4^ 


00 


SS 


/ 

g 

feO 

i 

« 

M      ;o 


Ol 


IS: 

CD 


C7l 

09 


S 


09 


09 


§s 


* 


J? 


281 


lO 


hO 


^ 


^ 


» 


kO 


\a 


CO 


09 


Ol 


s 


L 


0> 


cS 


09 


§ 

Od 
»9 

09 

i 

s 

Ol 


CD 


00 

5 


O) 


^ 


s 


Od 


09 
S 


kO 


09 


8g 


CD 


OK 


00 


hO 


CD 


fcO 


4^^ 


feO 

I 

09 


9g 

O 


09 


280 


r 


S 


feO 


^ 


h9 


^ 


feO 


hO 


09 


CO 

12 

CO 

^ 

- 

fmd  09 


Ol 


s 

SS 

QO 

• 

- 

^      1^ 


OD 


n 

09 

S 

§ 

- 

H-  Ol 


»9 


3 

g 

1 

1 

feO 

Od 


s 


19 


09 


Od 


4^ 


00 


s^ 


• 

feO 

;ä 

^ 

s 

^ 

M 

N( 

feO 

«^ 

« 

M      ;o 


Ol 


CD 


S 


l!6 


^ 


n 


281 


lO 


h9 


CD 


^ 


» 


kO 


^ 


CO 


Od 


d 


»8 


5? 


Od 


CO 


09 


l»9 


00 


s 


L 


cS 


09 


i 


c^ 


09 


09 


S 


Od 


^ 


CD 


09 


^ 


s 


OK 


Ol 


Od 


00 


CD 


. 


1)9 


I 


09 


9g 


09 


282 


jr 


9 


» 


%6 


f» 


$ 


SS 


«9 


& 


S 


S 


Ii9 


tiP 


09 


l>0 


09 


g 


i 


»0 


I? 


SS 


t 


1^ 


»e 


OK 


St 


§ 


Od 


OD 


CA 

SS 


CK 


00 


CO 


Ol 


CD 


Cd 


^ 


CO 


Od 


Od 
Od 


. 


■!^ 


SS 


mm 


383 


* 


S 


s 


19 


S§ 


9S 


S 


«9 


CO 


s 


09 


ä 


Ol 


S'§ 


09 


Oa 


M 


Ol 


id 


O) 


i 


s 

09 


09 

Sa 


09 


SS 


M 


s 


fe9 


OD 


s 


g 


iS 


lg; 


CD 


§D 


S 


S 


fcO 


284 


Ig 


^ 


^ 


!2 


feO 


kO 


CD 


g 

4 

E 

2 

i^ 

09 


S 


S 


I 


22 


Od 


09 


S 


'S: 
55 


09 


Ol 


S 


g 


19 


Od 


lo 


U) 


C71 


s. 


Ol 


fed 


Ol  I   ;-i 


09 


Od 


00 


o> 


K) 

1 

19 

o 

o> 

cS 

cS 

« 

1 

M 

Ol 


Ol 


19 


285 


Sl 


Ol 


K) 


Od 


Ol 


QO 


09 


CO 


CO 


Ol 
00 


Od 


KP 

Ol 


09 


09 

SP 

09 


OD 

09 


o> 


1^ 
h9 


09 


P 

n 


9! 


Ol 


09 


^ 


L 


l>8 


g 

■^ 


SS 


SS 


i 

i 

Ol 


1^ 


g 


l>0 

•VI 


Ol 


^ 


K> 


09 


P^ 


feO 


hO 


Oi 


09 


Ol 


fcO 


09 


o> 


OD 


CO 


00    1 


19* 


286 


$ 


Od 


%o 


CD 


ce 


sg 


gg 


ftO 


lO 


g 


lO 


%o 


oa 


f 


55 


fcO 


1^ 


CO 


CD 


1^ 

00 


M 

^p 

1^ 

■^ 

^5 

M 

•^ 

CD 

H^ 

Sh 

•4 

^p 

Od 

OD 

1^ 

lO 


Ol 


^ 

N- 

Ss 

s 

s 

CD 

>^ 

feO 

cQ 

5S 

CD 

CS 

^^ 

Sb 

^ 

CD 

^ 

^ 

CD 

So  s 


CD 


j^ 

hO 

iP^ 

CA 

&* 

MiA 

Sc 

03 

2 

g 

g 

m 

2 

i 

s 

s 

Od 


^    f-^    OK 


OD 


00 


00 


CD 


^ 

s 
% 


fSo 


CH 


lO 


SS 


287 


a 


3 


Oi 


kO 


CD 

- 

i^' 

8g 

1                    , 

h9 

^ 


1)0 


s 


hO 


^ 


09 


09 


i 

09 


1^ 


1^ 


l>9 

fmd 

^0 

^^ 

S 

2 

Ss 

S 

o: 

1)0 

§ 

§ 

*^i 

• 

Ol 


•>- 

^ 

§ 

1 

145 

1 

- 

liO 

s 

^ 

o> 

** 

^  o» 


IS 


§ 

00 

^^ 

s 

Ol 

•^ 

00 

-  00 


Ot 


s 


09 


,^ 

js 

09 

^p 

s 

S 

i 

§ 

s 

1 

§ 


s 


CS 
CO 
09 


00 


09 


o 


00 


Ol 


00 


Mb* 

1 

lO 

t 

1 

& 

It^ 

Kl 

CO 

^^ 

00 

VI 

SS 

s 

N« 

1« 

^^ 

Qp 

00 

Z^ 

Ol 

N^ 

■^ 

CO 

So 

00 

^   CO 


288 


S 


O) 


Ol 


n 


QO 


K) 


hO 


hO 


CO 


n 


^ 


n 


Ol 


s 


g 
s 


Od 


Od 


§ 


s 


ä 


Od 


gg 


00 


Ol 


^ 


CO 


feo 


Od 


lo 


l>9 


00 

09 

feS 

I0 

M 

Ol 

09 

Sl 

s 

g 

s 

^ 

"^ 

00 


Od 

Ol 

, 

s 

lo 

QO 

CO 

N^ 

(^ 

►•*     ^" 

09 

CO 

09. 

1 

c     -   .» 


Od 
09 

Od 


lO 
OD 


Od 


289 


5 


* 


^ 


Od 


et 


09 


CA 


feo 


lA 


Ol 


n 


0> 


OK 


s 


s 


I9 


Od 


CO 


Ol 


g 


$i 


K) 


^ 


CO 


Od 


1^ 


l«9 


S 


1^ 
Od 


SS 

Ig 


^ 


3 


OD 


CO 


Ol 


OD 


tg 


■^1 


1^ 

Ol 


290 


£ 


Ol 


^> 


o> 


09 


Oi 


kO 


kO 


s 


s 


SJ 


CO 


So 


09 


s 

114 

2 

- 

>^    GK 


s 


S 


Ol 


Ol 


CO 


Od 


k8 

00 

QQ 

^■A 

g 

i 

N| 

CH 

5 

5 

** 

Od 

lO 

Ot) 


^ 

1 

bO 

IS 

I 

Cfi 

Ol 

o 

^ 

S 

>-* 

i 

«e 

OD 

S 

Ol 

CO 


09 


kS 


§ 

^ 


Od 
00 


§ 


291 


09 


Od 


ei 


S 


to 


09 


Ol 


hO 


hO        09 
Ol    ^ 


09 


09 
1)0 


OD. 
09 


Od 


2S 


4^ 


s 


09 


Ol 


Ol 


Od 


i 


09 


Od 

l!9 


Ig 


CD 


OD 


I 


i 
S5 


I 


»8 


09 


^ 


CD 
CO 


09 

Od 


292 


CS 


Ol 

s' 

s 

- 

kO 


kO 


CD 

SS 

%o 

s§ 

- 

m*         09 


167 

g 

5 

h9 

09 

i 

»8 

§ 

- 

Ol 


00 


g 


Q 

^ 


l>9 

1^ 


SS 


i 


09 


S 
§ 


09 


00 


S5 


IS 


::j 


293 


Cd 
Od 


a> 


Vi 


00 


I 

CO 


•^^ 


hO 


feO 


CO 


9« 


09 


S§ 


to 

Oi 
^ 


CO 


I 


09 


09 


09 
CO 


lo 


1^ 


§s 


g 


CO 


I 


09 


•^ 

^ 


VI 


Od 
09 


09 


09 


09 


O 
Ol 


feO 


I& 


K) 


Oi 


lO 


09 


09 


Ol 


Od 


OD 


CO 


l'heil  \VI. 


UO 


^• 

> 

4P- 

-. 

- 

1^ 

!^ 

SS 

^ 

tfü^ 

- 

d 

tö 
^ 

1 

So 

- 

K) 

^ 

CO 

3 

s 

lO 

CO 

09 

CO 

• 

S 

o 

- 

1^ 

Ol 

09 

8 

g 

s 

- 

Ol 

Sd 

S 

g 

09  ^ 
09 

i 

09 

Ol 

:^ 

i 

s 

CO 

s 

iP^ 

^ 

1« 

S 

cm 

Od 

1 

s 

ee 

OD 

Ol 

1 

^ 

i 

1)0 

CO 

OD 

1^ 

« 
• 

'S 

f 

lo 

)? 

^ 

1® 

Ol 
CO 

1 

- 

o 

29S 


* 


^ 


O) 


Ol 


s 


CO 


fcO 


lo 


CD 

8 

CO 

- 

N«  09 


CO 


OD 


s: 


cx> 


09 


lo 


Ol 


Vi 


h9 

Od 


Od 


Ol 


"^1 


CO 


OD 


ab 


5i 

C9 


S 
S 


feO 


OD 


IC 

s 

2 

Ol 

K9 

^ 

Cd 

i 

1^ 

S 

M  « 


c;i 


CO 
CO 


00 


I 


k9 

09 


i 


^ 


^^% 

"»7* 


^ 

Of 

s 

O 

g 

1 

1:0 

l»9 

« 

■^ 

et 

1® 

C9 

^ 

CO 

Od 


t 


Sg 


Cl 

^ 

i 

.w 

It^ 

- 

N 

Vi 


OK 


Cr3 


CO 


1^ 


2 


CO 


C?l 


o 


Od 


• 

1 

o 

g 

»f^ 

^ 

^ 

CO 

& 

S 

S 

s 


c;i 

CO 


CO 


fco 


i 


OD 


^ 

^ 

« 

1^ 

g 

i 

S 

i)i^ 

iU 

In9 

^ 

l^^ 

t 

^ 


5 


a»7 

§1 


03 


OS 


fr« 

1^ 


iN9 


b9 


1^ 


CD 


C0 


Od 


CO 


00 


Od 


^ 


»0 

o 


o 

■^ 


CO 


o 


g 


00 


g 


U) 


*u 


Od 


o^ 


B 
SS 


CO 
CO 


CO 


ä 


Od 

S 

H« 

3 

h;> 

Od 

* 

O 

!^ 


Od 


lO 


09 

09 


Ol 


Ol 


OD 


CO 


I 


Ol 
Od 


l>0 

■^1 

■V? 

Od 

!g 

Ol 

96 

«^ 

CJl 

1^ 

i(S- 

wS 

p>rf 

4^ 

•vf 

^* 

298 


Ol 


sg 


Od 


09 


lO 


l!0 


hO 


09 


t 


s 


K) 


s 


fcO 


09 


CO 


OD 


SP 


K) 


Od 


d 


1^ 


P> 


hO 


Od 


09 


liO 


hO 


fcd 


09 


IhO 

Ol 

OD 

g 

1 

1^ 

^ 

C( 

■^ 

09 

to 

fcO 

H-      ^ 


Ol 

1 

1 

2 

Od 

•*^ 

t^ 

i^ 

M 

g 

Ol 

o 

8 

^ 


1^ 


CO 


•- 1 


8 


Ol 


299 


CO 


Od 


Ol 


09 


feO 

09 


hQ 


09 


^ 


Ol 
09 


kS 


09 


09 


Od 


i 

09 


1^ 


SS 


1^ 


Cl 


Od 


Ol 


s 


• 

Od 


09 


•^1 


^ 


to 


VI 


Ol 


^ 


09 


00 


CO 


^ 

N^ 

Ol 

^ 

09 

.  09 

CO 

Ol 

09 

•^ 

Od 

gg 

•*^ 

o 

to 

■^ 

09 

Ol 

^^ 

CO 


Od 


■^>l 

K) 

s 

S 

bO 

•s» 

Oi 

tt^ 

1^ 

lU 

00 

s 

o 

CO 

CO 

^^ 

Od 

a 

K) 

09 

fcO 

Ol 


Od 


^ 

09 

•^ 

Ol 

So 

oo 

Ol 

g 

s 

s 

g 

09 

S 

00 

09 

00 


CD 


Od 


Ot 

1« 

1^ 

1^ 

- 

hs 


CO 


t' 

1^ 

CO 

kO 

ea 


n 

f 

• 

feO 

■^1 


^ 


CS 


OH 


CS 


12 


bO 


i 


CO 


Od 


CS 


CS 
OD 


l»d  1 


1>^ 


• 

« 

'      ^ 

H^  1 

!^ 

ül 

^ 

Od 
•  CO 

h^ 

•^ 

M 

•^ 

iia. 

Ol 

CD 

^ 

cc 

h-    00 


Od 


^ 

If 

^. 

^ 

Ö 

s 

1— 

Od 

1^ 

OD 

^' 

g 

CD 


301 


-F- 


09 


Ä 


Ol 


CO 


n 


CO    »^ 


«. 


t 


CO 


s$ 


Ol 


*• 


1.9 


CO 


CO 


oS 


CO 


^ 


00 


i 


.sl 


->• 


Od 


c;k 


CO 

Cl 


s 


g 


sg 


CO 


^^■■■B 


b9 


lO 


CO 


s 


CO 


CO 
CO 


Ci 


td 


I I 


tö 


feO 


Ol 


a> 


OD 


CO 


20« 


302 

Sl 


»0 


Od 


VI 


CO 


Od 


s 


tö 


09 


OD 


Cd 


Cd 


kO 


ca 


CO 


•^1 

Ol 


^ 


CD 


Ol 


00 


s 


Od 


K) 


Ol 


Ci 


Od 


So 


ag 


^ 
5 


09 


I 

\ 


CD 


SS 


Ol 


I 

Od 


OD 


OD 


OS 


SS 


CO 


Ol 
CO 


OD 

2 


g 


i 


OD 


303 


Cd 


Vi 


Ol 


Ol 


4i^ 


lO 


OS 


09 


t 


oo 


1^   »-*   »-• 

•^    CD    N- 


ig: 


Ol 

Od 


l»9 

Ol 


Od 


Ol 

Ht 

•^1 

CO 

Ifi^ 

CO 

h^  "M 


CO 

■5 


CO 


10 


2 
IS 


Ol 


1^ 


CO 
ftO 


fe9 


li^ 

i 

•^ 

g 

lO 

CO 


s 

= 

00 

§ 

- 

hl  l(^ 


Cd 


Ol 


Od 


Ol 


OD 


kO 


CO. 


304 


<9> 


Ol 


-^ 


OD 


s 

Ol 
09 

^ 

C9 

03 

o» 


OD 


$ 


g 


ftO 


s 


Ol 


09 


^ 

SS 

^ 

S 

Oi 

« 

fe9 

li^ 

Od 


lO 

::i 

1^ 

OD 

*^ 

►-• 

»^         ^ 


Ol 


tc 

0» 

^ 

■<l 

Ol 

i3 

s 

Od 

*^ 

l(^ 

•^ 

Od 

00 


Ol 


l»0 


CO 


Ol 


Cd 


Ol 


CO 


K^ 


fcO 


1^ 


K9 

Cd 


CD 


Ol 


bO 


305 


^ 


03 


Od 


CO 


CO 


9» 


5 


Od 


K) 


CO 


Ol 


CO 
C9 


CO 


1)9 


l(^ 

P5 

d^ 

^ 

ä 

s 

* 

s 

feO 


C9 


Cd 

$s 

g 

Cd 

^ 

Ol 


p^   oi 


■ 

Im4 

^D   ( 

i^ 

N^ 

«^ 

^A 

Ol 

«■A 

Ol 

)  ^ 

35 

CO 

•^ 

i 

3 

^ 

OD 


4^ 
CO 
«*> 

C9 


■-rt 

to 

■»-1 

kO 

^ 

sg 

*^ 

g 

U) 

^ 

M 

t3 

CO 


1 


Ol 


^^ 

CS 

■^ 

CT 

li^ 

c;i 

gg 

IC 

Cd 

^ 

© 

s 

OD 

Od 

•Ni 

•v» 

■^l 

306 

m 


Od 


Od 


Ol 


Ol 


k9 


CO 


00 


Ol 


^ 


Ol 


§g 


§1^ 


Od 


09 


xo 


CO 


CO 


s 


09 


Ol 


l>9 


Ol 


Ol 


Od 


oS 


CO 


Ol 


Ol 


Od 


o: 

Od 


09 

g 

.u 

^ 

l(^ 

Od 

Ol 

^ 

Od 

CO 

CO 

CO 

■ 

, 

00 


lO 

Ol 

lO 

i 

s 

s 

^ 

•  00 

35 

wi 

Ol 

CO 

09 

09 

*^ 

09 

CO 


09 


09 


kO 

09 

OD 


307 


^ 


Ci 


Vi 


Od 


M 


0( 


Ig 


Ol 


1^ 

Ci 


CO 


CO 


^ 


So 


feO 


Od 


09 
Od 


1 

¥^ 

^d 

p*^ 

Od 

■sJ 

^G 

Nh< 

p*^ 

00 

Ol 

■^ 

Ol 


Od 


Od 


Ol 


■^ 

s 


»o 
i^ 


Od 


OD 


hO 

ä 


l»9 

OS 


lo 


g 

■^ 


Ol 

Od 


Ol 
CO 

So 


Od 
CD 

So 


i 

Od 


hO 


00 


00 


oo 


09 

1 


CO 


■st 

CO 


ftO 


g 


^ 


oo 


oo 


308 

st 


I 


s 


^ 


Pi 


Gl 

s 

U) 

1)0 

- 

^  l!0 


Ol 


« 

1^ 

^ 

s 

ü 

>  1^ 

Od 


Od 


CD 


CD 


t 

Ig 


$ 


s 

i 

S 

- 

Ol 


s 

^ 

§ 

1^ 

CO 

Cd 


S 


rd 


OD 


Cd    1 


^ 


o; 
1^ 


CO 


i 


ao 


to 


i 


SS 


l«9 


i 


I« 


Qi 


09 
09 


g 


^ 


1^ 


i 


Ig 


0) 


^ 


CO 
CO 


Theil  XVI. 


309 


1^ 


Od 


fcO 


CO 


<o 


SS 


00 


i 

ä 


s§ 


!g! 


OD 

CO 


•^1 


Ol 


tö 


^ 


o< 


CO 

CO 


n 


c;i 


CO 

Vi 


i 


s 


tö 


Ol 


feo 


s 


kO 


Co 


lA 


03 


Ol 


Oi 


00 


21 


310 


d 


Od 


Ol 


hD 


Od 


IS 


Cd 


!^ 


I 

OD 


C3 


8 


s 


fc9 

O 


SS 


0d 


CO 


^ 

kO 

^ 


C7l 


09 


00 

So 


00 

Od 


•^1 


i 


Ol 


lo 


OD 


Cd 

5 

$ 

ä 

^ 

^ 

•^1 

Ca 

♦■^ 

^d 

•<l 

o 

k9 

311 

i 


« 


Ol 


Ot 


« 


bO 


SS 


K 


^ 


«9 


g 


g 


CO 


Ol 


!S5 


03 


S 


2 


Ol 


feO 


Ol 


I 

09 


5 


00 


■»^ 

s 

g 

Od 

00 

K^ 

|A 

CO 

s 

i 
IS 

i 

i 

i 

CO 


09 


CO 


Ol 


Ol 


bO 


Ol 


» 


S12 


a- 


Ol 


CO 


O) 


sg 


k9 


OD 


SS 


GO 


i^ 


09 


^ 


1 

OD 


S 


09 


6 


Ol 


s 

<o 

i 

iS 

§ 

kO 

" 

kO 

19 

bO 

00 

09 


fe9 


00 


£ 

•^ 


OD 


• 

Od 

Ol 

fc9 

Q 

z 

OB 

S 

^ 

So 

» 

S 

% 

^  ^ 


§ 

i 

s 

i 

§ 

i 

3 

IC 

*" 

Oi 

f 


313 


s 


0( 


oo 


CA 

51 


fcO 


CO 


!^ 


s 


00 


Od 


1^ 


lO 

^ 


Cd 


1^ 


cn 


8 


i 


Ol 


p« 


as 


CO 


Ol 

s 


ll^ 

05 

■^ 

^■A 

^p 

OD 

09 

'S* 

^D 

ftg) 

tö 

^ 

* 

Od 

Ol 

oo 


00 


hO 


Gl 


03 


feO 


s 


M 


314 


Ol 


S 


00 


jg 


feO 


^ 


g 


^ 


g 


I 


1^ 


«p 


c» 


t« 


s 

•^1 

1 

s 

Q 

- 

?         M         Ol 


1^ 


C0 


^ 


s 


hO 


s 


oo 


t^ 

Cd 

l»k. 

Cd 

Od 

^^ 

pmt 

y" 

^s 

oo 

B 

S 

r 

SS 

^        CO 


. 


OD 


s 

M 


ä 


s 


^   « 


318 


•*• 


S 


Oi 


Cft 


fC 


OD 


CD 


U) 


M 


4^ 


Od 


S$ 


S 


S 


09 

s 


CO 


gg 


1^ 

Od 


1^ 


^ 


OK 


1 

fö 

»>£> 

2 

.§ 

o: 

S 

^ 

i:o 

feO 

^ 

^ 

•M     A 


SS 


Ol 


Ol 


09 


Ol 


Ol 


So 


OD 


09 


SS 


SS 


Ol 
00 


;0 


Od 
CD 


t5 


316 


s 


Cl 


Ol 


s 


II 


» 


s 


^ 


09 


C9 


cn 


2 


s 


s 


Od 
09 


^. 


0< 


CO 


CK 


00 


bO 


81 


Od 

i 


OD 


i 


OD 


i 

w9 


00 


g 


oa 


■>! 


317 


B 


f 


«^ 

^ 


GS 


Od 


CIt 


feO 


«6 


OD 


^ 


^ 


sa 


s 


CA 


09 


^ 

S 


Od 


Od 


s 


CO 


Ol 


I 


S 


I 


^ 

g 


So 


CB 


OD 


CO 


I 


CS 

Ig 

Cd 


Is9 


CO 


Cl 


Ig 


Ol 


21* 


318 


0( 


S' 

SS 

4^ 

• 

06 

^ 

S 

1^ 

- 

%e 

^ 


CO 


^ 


SS 


09 


Ol 


^ 

tö 

■^» 

CR 

Od 

^rf 

It^ 

if^ 

cfc 

53 

■ 

Nri     «1^ 


1 

Ci 

V 

Ig 

^ 

s 

s 

Od 

1 

«^ 

Ol 


4^ 


o! 


09 


Od 


03 


Od 
09 


$ 

6 


$ 
^ 


c§ 


^ 

03 

|Si» 

SS 

'  N^PA 

o 

1  ^ 

t<^ 

Sä 

i^ 

Sd 

S 

i^ 

cc 

•^ 

Ot 

«  ■=:    § 


OD 


'i 

OS 


' 

1^ 

^ 

Od 

CO 

88 

So 

Od 

^K 

Ol 

^ 

s 

s 

t 

1  ^ 

oo 
oa 


09 


% 
% 
% 

•^ 


% 


319 

IS 


y 


s 


Od 


Ol 

kO 

09 

S 

- 

fc9 


00 


3£ 

OD 

i 

^ 

% 

Od 


kO 

s 

s 

^ 

i 

09 

feO 

•^1 

fcS 

s 


i 

■^ 


09 


K) 


Ot 


*^^ 

CO 

QQ 

CP 

^1 

09 

• 

g 

09 


Ol 


2 

09 


SP 

CO 
Ol 


iSJl 

^rf 

w 

09 

« 

^ 

Ol 

lO 

K9 

O 

Ol 

S 

s 

s 

Ig 

4^ 

i^^ 

H^ 

09 

09 

^ 

19 

$9 

^ 

CO 


hO 


M' 


Ol 

Od 


09 
OD 


CD 


CD 


Ol 
Ol 


s 


09 

i 


Ol 
Od 


OD 


kd 


r 


820 


8 


^ 


tu 

> 

^ 

1^ 

- 

^   M 


ä 


^ 


CO 


Cd 


ä 


09 


^ 


•^ 

s 


1^ 


Sä 
1^ 


g 

s 


CO 


p< 


CD  - 


Cl 


So 
Sa 


Od 


8 


Cd 


§ 

s 


SS 

Ig 


^ 

•^ 

^ 


K9 


10 


oo 


feO 


Od 

i 


^ 


CA 
Od 


Wl 


^ 

t:^ 


321 


Wenn  zwei  der  i^ier  ünrchsclinitts* 
punkte  zweier  Kegrelschnitte  sieb  un- 
endlich entfernen  soUen,  wie  müssen 
alsdann  die  CoefAcienten  ilirer  Olei- 
chungren  zusammenhangen? 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  G.  H.  Swellengrebel 

zu  Utrecht. 


Bevor  wir  zur  eigentlicheil  Aufgabe  übergehen»  wollen  wir 
un$  vorher  mit  der  ihr  verwandten  Aufgabe  beschäftigen: 

I'  W^^c^^i^  Zusammenhang  muss,  sollen  zwei  Kegelschnitte 
eine  gemeinschaftliche  reelle  oder  imaginäre  Asymptote 
haben,  zwischen  den  Coefficienten  ihrer  Gleichungen  statt- 
finden ? 

um  nachher  diejenigen  F^lle  zu  betrachten,  in  welchen  zwei  Ke- 
gelschnitte, ohne  den  Besitz  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote, 
dennoch  die  in  der  primitiven  Aufgabe  gestellten  Forderungen 
befriedigen. 

Es  acheint  unsere  Aufgabe  eine  ganz  bestimmte  zu  sein  und 
daher  auch  nur  eine  einzige  ganz  bestimmte  Antwort  zu  erhei- 
schen, ßedenken  wir  aber,  dass  jeder  Kegelschnitt,  je  nach  der 
verschiedenen  Lage  der  Coordinatenaxen ,  durch  verschiedene 
Gleichungen  dargestellt  werden  kann,  so  sehen  wir,  dass  in  der 
Frage  unbestimmt  gelassen  worden  ist,  welche  Gleichungen  man 
eigentlich  gemeint  hätte,  und  dass  also  unsere  Aufgabe  L  nehrere 
P^ielle  Aufgaben  enthält,  deren  jede  ihre  eigene  Antwort  erfor* 
«Jert,  z.  B. 
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II.  Wenn  der  Scheitel  eines  gewigsen  Kegelschnitts  als  Coordi- 
natenrCrspruDg  gewählt  wird,  und  eine  der  Axen  dieses  Ke- 
gelschnitts als  ^e  ^=0,  wie  müssen  alsdann  die  Goeffici- 
enten  der  Gleichung  dieses  Kegelschnitts,  von  denen  die  der 
Gleichung  eines  anderen  Kegelschnitts  abhängen»  d.  h.  wie 
mOssen  aie  Gleichungen 

24'ar«  +  J?'y2  +  Cary + />'ar  +  £:'y  +  F  =  0 

mit  einander  verbunden  sein,  damit  zwei  der  vier  Asympto- 
ten der  Kegelschnitte  einander  decken? 

Wir  wollen  uns  jedoch  hier  nicht  mit  diesen  specieUen  Aufga- 
ben beschäftigen,  sondern  uns  unter  der  Aufgabe  I.  die  allgtinei- 
nere  Aufgabe  denken,  worin  nach  demjenigen  zurAsymptoten-Coin 
cidirung  erforderlichen  CoefQcientenzusammenhang  gefragt  wird, 
welcher  bei  jeder  Lage  der  Coordinaten-Axen  stattfinden  muss,  d.h. 
welcher  die  Gleichungen 

zum  Ausdruck  zweier  eine  gemeinschaftliche  Asymptote  besitzen- 
den Kegelschnitte  macht. 

Es  genii^  jedoch  diese  Annahme  noch  nicht,  um  unsere  Auf- 
gabe I.  zu  einer  ganz  bestimmten  zu  machen.  Es  war  nämlicfc 
in  der  Frage  nur  im  Allgemeinen  von  den  Co<»fficienten  die  Rede, 
während  es  dagegen  bei  jeder  Kegelschnittsgleichung 

einigermaassen  unbestimmt  ist,  welche  man  als  ihre  Coefficieotäi 
betrachten  soll,  weil  alle  sechs  Coeflicienten,  ohne  dass  die  Bedeu- 
tung der  Gleichung  sich  ändere,  mit  einem  gemeinschaftüchefi 
Factor  multiplicirt  werden  dörfen.  Es  ist  also  auch  hier  zwischen 
der  allgememeren  Aufsähe  III.  und  der  specielleren  ^  Aufgabe  IV. 
zu  unterscheiden ;  wobei  wir  Deutiichkeits  halber  die  zwei  Grup- 
pen der  sechs  CoefBcienten ,  wenn  zwei  solche  ausgewählt  worden 
sind,  welche  jede  einer  bestimmten  Bedingungiunterworfen  seiD  soll, 
durch  ABCDEF  und  ABCD'ET,  wenn  sie  dagegen  gaiu 
wlllkührlich  bleiben  sollen,  durch  u^il  und  o'j^ydV^  andeoteo 
wollen? 

III.  Welcher  ist  der  zur  Asymptoten- Coincidirung  erforderliche 
Zusammenhang  zwischen  den  CoefBcienten  zweier  Kegel- 
Schnittsgleichungen 

man  möge  nun  die  zwei  bestimmten  Gruppen  unserer  jetzi- 
gen zwölf  Coefficienten  a,j3, . . . .  o',  ^\ oder  zwei  andere 

Gruppen 
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oder  zwei  Gruppen 

«ZV,  ßN,....a'JS\  ß'N' 

als  Coefficienteii  betrachten? 

IV.  Wenn  jede  der  zwei  Gruppen  der  sechs  Coeflficienten  einer 

fewissen  Bedingung  unterworfen  sein  soll,  z.  B.  dass  F  und 
^  die  Einheit  darstellen  sollen  ^  welcher  Zusammenhang  ist 
alsdann  zwischen  den  bestimmten  Coeflficienten  solch  eines 
Ausdrucks 

Ax'^  +  %«+  Cxy  +  Z>a: + JEy+l=0, 
2l'ar«  + J?y  +  Cary +/>'« +  £'^  + 1  =0 

zur  Asymptoten -Coincidirung  erforderlich?  * 

Da  ein  System  zweier  Kegelschnitte,  soll  es  die  Eigenschaft  der 
Asymptoten  -  Coincidirung  besitzen ,  zweien  Bedingungen  genügen 
muss,  nämlich  erstens  dasd  die  Kegelschnitte  einander  berühren, 
zweitens  dass  diese  Berührung  in  unendlicher  Entfernung  statt- 
finde, so  besteht  die  Antwort  auf  die  allgemeine  Aufgabe  lll.  aus 
einem  System  zweier  Gleichungen 

%(aßyi£i  a'ßyd'£'S!)=0. 

Die  Antwort  dagegen  zu  jeder  speciellen  Aufgabe  der  Art  IV 
besteht  aus  einem  System   von  vier  Gleichungen:  Es  sind   nftm- 
lieh  alsdann  erstens  die  CoefBcienten  des  einen  Kegelschnitts,  der 
die  gerade  benfitzte  CoefBcienten- Wahl  ausdrückenden  Bedingung 

f{ABCDEF)=iO 

unterworfen,  zweitens  die  Coeflicienten  des  anderen  Kegelsehnitta 
einer  ähnlichen  Gleichung 

endlich  finden  die  von  der  CoefBcienten -Wahl  unabhängigen  Be- 
dingungen der  Aufgabe  III. 

iffiaßySii  a'ßy8'i'ü)=0 
%(aßy8Bia'ßyS'E'e)=0 

auch  bei  unsereii  Coefficienten  statt,  so  dass  die  CoefBcienten  drit- 
tens und  viertens  den  Gleichungen 

^(ABCDEF  A'B'CD'E'F^=0 
xiABCDEF  A'B'Cl>EF^=zO 


324 

unterworfen  sind.  Man  bekommt  also  zur  Antwort  auf  Aufgabe 
IV.  entweder  das  System  dieser  vier  Gleichungen  selber,  oder  id 
den  meisten  Fällen  ein  System  vier  anderer  Gleichungen 

deren  jede  eine  Resultante  -  Gleichung  zweier  oder  mehrerer  der 
vier  vorigen  Gleichungen  ist.  Bei  jeder  anderen  Coefficienten-Wahl 
hat  man  eine  andere  Aufgabe  der  Art  IV.  zu  lösen  und  es  besteht 
die  Antwort  aus  einem  System  vier  anderer  Gleichungen 

q>^(ABCDEF  A'ß'CI>E'F^=0  q>^{A...A\..)=0  <pr(A...A\..)^ 

ip^  yA».»A\**)z^O 

worin  sowohl  die  Functionen  «^5  9)«  97  q>^  von  den  Fanctionen 
91  9b  ^  ^4  verschieden  sind,  als  auch  die  Zeichen 


ABCDEF  AB'CWE'F 

andere  Grossen,  als  vorher,  bedeuten,  weil  von  den  vier  Gleichun- 
gen, deren  jede  der  vier  letzten  eine  Resultante  ist,  nur  die  z>rei 

^{ABCDEF  A'B'CiyE'F0=O, 
XiABCDEF  A'B*CJ>E'P)^Q 

mit  den   beiden  der  vorigen  Coeflicienten-Wuhl   identisch    sind, 
während  die  beiden  anderen 

p{ABCDEF)-Oy 
F'(A'B'CD'E'Fy=0 

von  denen  der  vorigen  Aufgiibe  verschieden  sind   und  die  jetzige 
Coefßcienten-Wahl  ausdrucken« 

Zur  Beantwortung  der  allgemeinen  Aufgabe  Hl.  können  wir 
anfangen  mit  der  leichteren  Arbeit,  wobei  wir  die  Antwort  aaf 
eine  gewisse  specielle  Aufgabe  der  Art  IV.  suchen,  um  nachher 
hiermit  die  gesuchte  Antwort  zur  Aufgabe  III.  abzuleiten.  Je 
nach  den  verschiedenen  CoefQcienten-Wahlen  nun,  womit  man  an- 
föngt,  d.  h.  je  nach  den  verschiedenen  Aufgaben  IV.,  welche  man 
als  intermedfiäre  UOlfsmittel  benutzt,  gibt  es  verschiedene  Metho- 
den, die  Aufgabe  III.  zu  losen. 

Wir  wollen  damit  anfangen,  bei  derjenigen  Wahl  der  sechs 
Coefficienten  des  ersten  Kegelsschnitts  die  Aufgabe  IV.  zu  losen, 
YVobei  man  identisch  hat 

(1)  Aa^+By^-^Caty  +  Dx+Ef^+F^ (ar  -f  6y  +  t)(ejp  -f  c%-|-lH« 
d.  h.  nach  Entwickelung 
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[^  sind  daher  die  sechs  Coefficieateo  ABCDEF  hier  der  Be^ 
iiognns  unterworfen,  dass  sie  in  den  6 — ]=5  Grossen  abcde 
itisgedrilckt  iverden  künnen,  und  zwar  durch  die  sechs  Gleichungen 

A^ae  B—bd  C=ad^bc  D=a^c  E=b  +  d  F  =  c  +  1 

i.  h.  dass  sie  zusammenhängen  durch  die,  durch  Elimination  der 
ibcde  aus  diesen  Gleichungen  sich  ergebende  Endgleichung.  Com- 
lioiren  wir,  uro  diese  zu  erlangen,  Nr.  1.  mit  Nr.  4.  und  Nr.  2.  mit 
*ir.  5,,ao  ergiebt  sich 

(2)     a=.j(/>±VZ>«^=^4l)    b=^\{E±VE^-'iß) 

lurch  deren  Substitution  in.  Nr.  3.  wir     . 

C=ad  +  bc=  IdE--  5V"(0^^4^)(£'*-4ä) 

ind  hieraus  nach  geboriger  Entwickelung 

C^-^AB  =  CDE--BD^-AE^ 

ur  die,  die  Natur  unserer  jetzigen  CoefBcienten-Wahl  ausdrtickende 
Tleicbung  bekommen.  Unterwerfen  wir  ebenso  die  Coeßicienten 
ies  anderen  Kegelschnitts  der  Identität 

ixH By+  Cxy  f  Dx^E'y^^r  ^{a'x^^b'y\^{)i,&x^^d'y\\)  +«', 

(0  ergibt  sich  für  zwei  der  vier  bei  dieser  CoefBcienten  -  Wahl 
He  Antwort  der  Aufgabe  IV.  darstellenden  Gleichungen 

e^4/IÄ=  CDE-BD^-'AE^ 
C^—AA'B=^CD'E''^B'iy^--AE'^. 

^Sr  die  beidep  anderen  der  vier  Antwortsgleicbungen  bekomme« 
vir  das  eine  oder  das  andere  der  vier  Paare  Gleichungen  ' 

a^=a'  a=&  c^=af  cr=c' 
b^b'  6  =  rf'  d=b'  dz=d% 

ivelche  wir  jedoch,  da  nicht  nach  dem  Zusammenhange  «wischen 
denConstanten  abcdabcd,  sondern  nach  demjenigen  zwischen 
(len  C  o  e  f fl  c  i  e  n  t  e  n  gefragt  war ,  vorher  mittelst  der  Gleichungen 
[•)  transforroiren  müssen,  wodurch  wir  das  eine  oder  das  andere 
ier  Gleichungen«Paare 

Theil  XVI.  '22 
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E± Vlä^iS =E'±^  JS-a-iÄ'  £±V^E5=4^=l?TV2'5=iB^ 
|):|:V  //•— 4.i=D'±V"X)'«-4.F  Z>T Vß^^l  =  DT VT5"  -4^' 

bekommen. 

Zur  besieren  Einsicht  in  die  Bedeutung  dieser  TerscbledeneD 
Doppelzeichen  ±  bedenke  man,  dass,  im  Falle  die  CoefBcienten 
ABCDEF  sechs  bestimmte  wären,  auch  der  Kegelschnitt 

ein  ganz  bestimmter  wKre,  und  daher  zwei  bestimmte  Asymptoten 
hätte,  und  dass  daher  die  Grössen  a  6  c  d,  je  nach  der  verschie- 
denen Ordnung,  in  welcher  die -Asymptoten  aufeinander  folgend 
gedacht  wfirdeu,  d.  h.  jenacbdem  der  Kegelschnitt  als 

(ojr +  6y  +  l)(ear  +  rf3r+ 1)  + e=0 

oder  als 

(«r+iiy  +  l)(iur+fty  +  i;+s=0 

betrachtet  würde,  auf  zweifache  Weise  durch  die  Coefficienten 
ABDE  ausgedruckt  werden  konnten,  da  man  der  Grosse  a  eot- 

wederdenWerth -(ß+ V  Ü^-iA)  oder  den  Werth gC^^— V />»— 4 J) 

suertheilen  könnte,  hierdurch  aber  zugleich  bestimmt  wäre,  welche 
der  Zeichen  -|-  ^^^^  —  n>&n  bei  den  Radicalen  der  drei  fibrigco 
Grössen  b  c  d  nehmen  sollte.  Hätte  man  daher  ein  System 
zweier  Gleichungen 

Ax'^  +  By^^Cxy  +  Dx+Ey  +  F=0 
A'x^  +  B'y^  +  Cxy+I>x  +  E*y+P=:0 

mit  zwölf  bestimmten  und  den  Bedingungen'  (3)  ttoterworfeoeo 
Ooeffid^nten,  so  könnte  man  *zwar  die  Zeichen  -f  oder  —  der  in 
a  und  a'  vorkommenden  Radicale  willkühriicb  auswählen;  es 
wären  aber  alsdann  die  Zeichen  der  m  b  c  d  b'  c*  d'  vorkommen- 
den Radicale  bestimmt;  und  es  wäre  daher  nur  auf  vier  verscbie* 
dene  Weisen  möglich,  dass  unsere  Kegelschnitte  eine  gemein* 
schaftliche  Asymptote  hätten,  nämlich  in  den  vier  Fällen,  worin, 
bei  den  verschiedenen  Bedeutungen  von  a  und  a^,  das  Gieicbon- 


gen-Paar  ^^#  stattfinde,  z.  B.  in  den  vier  Fällen: 
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El—VW^iB^E'-k^^ E^^^^ÄB'  £- Vis*— 4Ä=£'— V  E^^-^iB' 

+  +  +  — 

da  die  aus  der  Interpretation  der  drei  übrigen  Paare  Gleichungen 

b=zd'  d=b'  d^df 

bei  Tierfacher  Bedeutung  der  a  und  a'  sich  ergebenden  4x3=J[2 
Csleichungeo -Paare  re^pective  mit  den  vier  vorigen  identisch  sein 
%rurden,  die  12  übrigen  dagegen  der  16,  aus  der  Combination  der 
Tier  Doppelzeiehen  Jb  der  Gleichungen 

E\:^fE^^^^^iS':=zE±^^I:^^W 

hervorgehenden  Fälle  keine  Asymptoten-Coincidirung,  sopdern  ge- 
wisse andere  Zusammenhänge  der  beiden  Kegelschnitte  andeuten 
würden.  Sind  nun,  wie  in  unserer  Aufgabe  der  Fall  war,  die 
Coefücienten  i4i?CD£F  alle  unbestimmt,  so  weiss  man  zwar  nicht, 
welche  die  vier  Combinationen  der  vier  Doppelzeichen  der  Radi- 
cale  seien,  welche  die  Gleichungen  (4)  zum  Ausdruck  des  Be- 
sitzes einer  gemeinschaftlichen  Asymptote  machen;  man  weis« 
aber,  dass*  nicht  alle  sechszehn  Combinationen  zugleich  als  zur 
gesachten  Antwort  gehurig  betrachtet  werden  kdnnen;  sodass  es 
zwar  erlaubt  ist,  die  Zeichen  der  in  a  und  a*  vorkommenden  zwei 
Kadicale  als  zweideutig  zu  betrachten  und  die  Gleichung 

D\::WD^AA=D'±  \fD^-AA 
als  das  =0  Sein  des  Productes  der  vier  Functionen 

fl'-./>+  V/>'«— 4il'— V  />*— 4^ 

D'-D  V  yTD^-^iA^^  ^D^-iA 

D'Jd-  V  Z>^-4il'— V  D^--iA 

(1.  h.  nach  Entwickelung  als 

(A'—Ay = (ty—D)  (A'D—Aiy) 

J 

zu  betrachten,  die  Zeichen  aber  der  übrigen  Radicale  alsdauu 
nicht  mehr  willkfibrlich  sind,  and  es  daher  nicht  erlaubt  ist,  auch 

22* 
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die  andere  Gleichung  in  ähnlicher  Weise  rational  lu  machea .  and 
'    die  Gleichangeo 

aU  diejenigen  zwei  Gleichungen  zu  betrachten,  welche  in  Verbin- 
dung mit  ien  zwei  Gleichungen  (3)  die  Antwort  anf  unsere  Auf- 
gabe iV.  dar«tellen  sollten.  Denn  es  wurden  diese  Gleichungen 
(5;  alle  16  Combinationen  der  Doppelzeichen  der  Gleichungen  (4) 
darstellen,  und  daher  eine  Eigenschaft  ausdrucken,  welche  nicht 
nur  den  Kegelschnitten 

(2j:+3y  + 1)  (4*  +  5y  +l)~l2=8xH15y«  +  22xy+&r+8y-ll=0 

snkfime,  soodern  auch  den  Kegelschnitten 

(•Lt+3y+l)(43r+6y+  l)-12=8**+  %«+22a?»+«*+8jf-ll=0 
(SLr  +  4y  + 1)  (&t+5y+l)-ll= iar»+2(y +34jy -H&r+9»-l(M 

welche  statt  des  Besitzes  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote  dii 
Eigenscheft  ^-=^1  besitzen. 


Es  sind  die  beiden  Gleichungen  (4)  auch  unter  anderer  Fora 
darstellbar,  welche,  obschon  weniger  einfach,  in  gewissen  Fäll« 

*       c      1 
jedoch  nützlich  sein  Itann.    Da  n&nlich  A=ac,  so  ist  -=^,aiul 


daher 


/)j.V  ß»-iA  A 


Tr^nsformiren  wir  in  ähnlicher  Weise  die  drei  Functionen 
so  nehmen  die  Gleichungen  (4)  folgende  Gestalt  an: 

3 =  Ä~ 

(6) 

g j. V  £»— 4g _E'±W  E-^-XB' 

B  ~  B 

Es  sind  diese  Gleichungen  (4)  oder  (6)  Resultante -Gleicbongn 
der  beiden  (3)  und  der  noch  zu  findenden,  bei  jeder  CoeflicieDteB- 
Wahl  zur  Asymptoten-Concidirung  erforderlichen  Gieichoagoi 
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Xiaßydel;    «'/J'y'd'c'J*)  =0. 

Wir  können  daher  jedes  andere  Paar  Resultante  •  Gleichungen 
der  nämlichen  vier  Gleichungen,  statt  der  beiden  Gleichungen  (4) 
oder  (6),  als  die  Gleichunsen  unserer  jetzigen  Antwort  betrachten, 
d.  h.  ivir  können  dje  Gleichungen  (4)  oder  (6)  mittelst  der  Glei- 
chungen (3)  transformiren,  und  zWnr  nicht  nur  durch  eine  blosse, 
aus  der  Entwickelung  als  erlaubt  sich  ergebende,  Aendernng  der 
Art  des  Zusammenhanges  der  Grossen  AA'DD',  wie  diejenige 
der  (4)  und  (6),  sondern  auch  durch  solch  eine  Aenderang,  viobei 
z.   B.  die  unter  der  Form 

f(AA'DD')  =  0 

^e^bene  Gleichung  (4)  oder  (6)  von  den  Grössen  D  und  ly  be- 
freit und  zur  Form 

F  (ABCE  ÄB'CE')  =  0        ^ 

gebracht  wQrde.  Umgekehrt  kann  es  sich  daher  auch  sehr  wohl 
ereignen,  dass  man  mittelst  einer  anderen  Methode,  ohne  das» 
darum  ein  Fehler  in  die  Rechnung  eingeschiicheo  wäre,  ein  von 
den  Gleichungen  (4)  oder  (6)  verschiedenes  Paar  Gleichungen  ' 
zur  Antwort  oekommen  hätte.  Wie  z.  B.  der  Fall  gewesen  sein 
wurde,  wenn  wir  zur  Erlangung  des  Zusammenhanges  O^^),  statt 
dessen  dass  wir  die  Gleichung  C:=^ad  -^-  bc  unbenutzt  gelassen 
und  uns  nur  der  Nr.  1),  2),  4),  6)  bedien t^hätten,  uns  auch  der  Glei- 
chung C=^ad-^-bc  bedient  hätten,  und  daher  a  als  Function  der 
▼ier  Grössen  ABCE  bekommen  hätten^ 

Da  unsere  nach  der  vorigen  Methode  erhaltene  Antwort 
irrational  war  und  nicht  rational  gemacht  werden  konnte,  ohne 
Mehreres  als  die  gefragte  Antwort  auszudrücken,  so  wollen  wir 
versuchen,  mittelst  einer  anderen  Methode  eine  Antwort  rationaler 
Form  zu  bekommen.  Wir  wollen  wiederum  die  vorige  CoefHcien- 
ten-Wahl  nehmen ,  d  h.  wo  die  CoefBcienten  den  Bedingungen  (3) 
unterworfen  sind.  Es  ist  daher  der  erste  Kegelschnitt  unter  der 
Form  (I) 

Aa:^  +By^+Ca:y+Dx+Ey+F=(aa:  +  by+])(ca:+dy+i)i^e=:0 

und  der  zweite  Kegelschnitt  unter  der  ähnlichen  Form 

A'^*  +  B'ifH  Cxy+D'x+E'y  i'F'=(a'x+b*y+  l){c'x+d'y+l)+$'r=a 

darstellbar,  statt  der  wir  jedoch,  mit  Inachtnehmung,  dass  die 
Grössen  a*  und  //^  sollen  die  beiden  Kegelschnitte  eine  gemein- 
schaftliche Asymptote  haben,  respective  mit  den  Grössen  a  und  b 
identisch  sein  müssen,  folgende  Form  nehmeu  wollen: 

Entwickeln  wir,  so  ergibt  sieh,  dass  die  zehn  Coeflicienten 
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ABC  DE  ABCD'^' 

deo  vier  BediDgungen  unterworfen  sind,  dass  sie  io  deo  6ed»s 
Grössen  ab  cd  &  d'  müssen  ausgedrückt  werden  können ,  und 
zwar  durch  die  zehn  Gleichungen 

A—ac    B=bd     Cz=iad  +  bc    D=a  +  c    £=:b+d 
A'=ia&  B'zz^bd'  0=ad:  +  bc'  iy=a+c'  JK'=6+<i' 

so  dass  sie  zusammenhängen  durch  die  vier,  aus  dieseo  zehn 
Gleichungen  durch  Elimination  der  a  b  c  d  c*  d*  zu  bekommen- 
den Gleichungen  9  zu  deren  Erlangung  wir  die  vier  letzten  61^* 
cbungen  corobiniren,  und  aus  ihnen 

d—c^iy^D    d'—d  =:£'--£ 

erhalten  konnten»  deren  Verbindung  mit  den  vier  ersten  uns 

-4'--J=a(/)'-Ä)    B'^B=^b(E'-^E) 

würde  gegeben  haben ;  und  wenn  wir  die  hieraus  sich  ergebenden 
Werthe  der  a  und  b  mit  ihren  nach  der  vorigen  Methode  be- 
kommenen Wertben  (2)  respective  identtficirten »  so  erhielten  wir 
die  Gleichungen 

welche  jedoch  von  den  Gleichungen  (4)  und  (G)  nur  der  Fora 
nach,  nicht  wesentlich  verschieden  sein  würden,  da  si«;h^  d^rcb  Ratio- 
ngimachung  aus  ihnen  ergäbe 

[A'--A-'D(iy-D)]^={D*^D)^X{I^-iA) 
[Ä'— B-  E{E'^E)Y = (JE'—  €;)«x(£«— 4Ä) 

d.  h.  nach  Entwickelung  die  Gleichungen  (5).  Die  beiden  dage- 
gen bisher  unbenutzten  Gleichungen  liefern  uns: 

C^ad'^bc'=.a{^~yb{^). 

C=ad  +  bc=a(E-^b)+biD'-a)=aE+bD--2ab,    ^ 
e=arf' -f  6c'=a(JE'— 6)  +  6  (£>'-a)=a£' +  ft/y— 2«6, 
C=  ad  +  &•; = {D-c)d  +  (£— d)c —dD^  cE-^cd , 
Ci=:ad'  -f  b&=:(D''^c')d*  -f  (E*^d')c'=d'D'+&E'-'lc'd' 

u.  s.  w. 
und  wenn  wir  hierin  die  Werthe 
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^^Z>'— ß^~F=£    ^^  a—    A'-^A      **  —  6  -   B'S 

•obstituireo ,  6o  bekommen  wir  für  die  gesuchten  zwei  Gleichun- 
gen unserer  Antwort  entweder  die  Gleichungen 

(A'^A)  (Ä'— i?)  (Zy-Z))  (E'-E)  (O 

/ : C 

=  iA'-^A)^  {E'^E)^  (B)  +  (B'—B)^(D''-D)HA) 
Ä' — A' 

[oder  aber  die  Gleichungen 

{A'^Ä)(E'-^E)(E)  +  (B'— B)  (/>'—/>)  (D) 
JE' 1> 

(8)  {           =z(iy^D)(E'-^E){C)+2(A'-A)CB'-'B) 
» C : 

[oder  endlich,  wenn  keine  der  vorigen' Formen  uns  gefUlt,  die 
Gleichungen 

(A''-'A)iE'-'E)(BD)  +  (7?'-B)  (D'— />)  (AE) 

=(J'— i<)i(B'-Ä)(C)  +  (/>'—/>)  (£'—£)  (2AB) 
^ O 'lA'ß' 

welche  Gleichungen  alle,  obwohl  unter, rationaler  Form  dargestellt, 
nur  denjenigen  Kegelschnitten  zukommen,  welche  eine  gemein- 
schaflliche  Asymptote  haben,  nicht,  wie  die  Gleichungen  (o),  auch 

denjenigen,  welche  die  Eigenschaft  ^_.^/  besitzen.     Denn  hätten 

wir  die  Grössen  a'  und  d'  den  Grossen  a  und  d^  statt  a'  und 
fr'  den  a  und  b,  respective  identisch  gesetzt,  so  hätten  wir 

A-A   ^    B'-'B  ^_B^    B{E'-^E) 
^^  W^D  ^"E'^E  °""  rf  •■"    B  — B 

bekommen,  deren  Substitution  In  Irgend  zwei  der  Werthe  der 
C  und  O  uns,  weil  nur  der  Werth  des  a  mit  dessen  friiherem 
Werthe  identisch  ist,  die  der  6  und  d  dagegen  von  deren  früheren 
Werthen  verschieden  sind,  niemals  zwei  der  Gleichungen  (8)  hätte 
liefern  können,  sondern  uns  z.  B.  die  zwei  folgenden 

iA  ^A){B'^B)(D'-^D)  CE'^E)  (O 

•  — : o 

z=(A'-A)HB'-B)H(D'-D)HE'^E)^  (AB) 
— i— A'B' 

geliefert  haben  würde. 

Aus  unseren  auf  die  Aufgabe  IV.  bekommenen  Antwortsglei 
chungen  (4)  oder  (6)  oder  (7)  oder  (8)  wollen  wir  jetzt  die  Ant- 
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wort  zur  allgemeineren  Aufgabe  III.  herzuleiten  sucheo.  Nehme« 
wir  also  an,  dass  die  Gleichung 

eines  der  Kegelschnitte  der  Aufgabe  III.  eolche  Coefficieoten 
hätte,  welche  der  Bedingung  (3)  unserer  vorigen  Coefficienten- 
Wahl  nicht  genügten,  so  können  wir  immer,  durch  MultipliciruDg 
aller  Coefficienten  mit  einem  unbestimmten  Factor  N,  uos  eine 
neue  Function    zweiten    Grades   denken,    deren  CoefScienten   der 

genannten    Bedingung    genügten,    d.  h.  so,    dass   man  identisch 
ätte 

a2Va:«+/JiVy2+yiViry +dZV.r+ciVy+yV=  (ax  +bif  + 1)  (cjr+dy+l)  +  e. 
Durch  Entwickelung  ergibt  sich 

aN^ac  ßN=bd  yN-ad  +  be  6N=:^a+c  fiV=6-M, 

* 

woraus  man 

als  denjenigen  Quotienten  bekommt ,  welcher,  bei  jeder  beliebigen« 
die  Darstellbarkeit  unter  der  Form  (1)  besitzenden  Function  zwei- 
ten Grades 

den  Werth  =  i  hat,  bei  jeder  beliebigen  dagegen  dieser  Darstell- 
barkeit  ermangelden  Function 

€ur^  -fr  ßy^+r:ry+dx  +  Bg  +  t—O 

allen  Coefiicieoten  vorher  als  Factor  zugefCigt  werden  ninss,  um 
der  Function  die  Darstellbarkeit  (1)  zu  geben.  Substituiren  wir 
also  In  zwei  der  zur  Aufgabe  IV.  erhaltenen  Antwortsgleichungen, 
z.  B.  hl  den  Gleic!iungen  (6),  statt  ABDE  A'B'iyE'  respective 

aN,  ßJS,  6JS.  bN,    ü^]S\  ß'N\  d*N\  i'N\ 

d.  h. 

so  sind  die  nach  gehöriger  Entwickelung  sich  ergebenden  Glei- 
chungen : 
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(11) 


diejenigen,  welche  die  gesuchte  Antwort  zur  Aufgahe  III.  aasroa* 
chen,  d.  h.  welche  genügen,  um  jedem  iSysteme  zweier  beliebigeo 
Kegelschnitte 

aar«  +  ßy^  +  ya:y  +öx+  ty  +  f=  0, 

man  niOge  nun  ihre  sechs  und  sechs  Coeflicienten  mit  jedem  be- 
liebigen Factor  multipliciren,  jedesmal  aufs  neue  die  Eigenschaft 
des  Besitzes  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote  zu  verschaffen. 
Hätte  die  andere  Antwortsform  (4)  der  Aufgabe  IV.  die  nämliche 
Verallsemeinerung  erlitten,  so  hätten  wir  die  Antwort  der  Auf- 
gabe. III.  in.  folgender  etwas  weniger  einfachen  Gestalt  bekommen: 


d V^y»-4c/3  db  (y^— 2«g)  _     dVy;^4a'^^y'«'— 2a'«') 


(ydf— /3i«— «£«)  Vy«— 4a/J       (/d'«'—/3'd'«— «'«'«)  Vy'*-4«'/J' 

t  VyäHj^-fc  (yc-~2g6) c'V7^4c^jfc(/g'~2ydO 

(y^e_|jJ2— ag«)V'/C4cfj3""    (/dV-|3'd'a— «'«'«) V^y'«-4a'/3' ' 

Welche  aber  der  Antwortsformen  (4)  oder  (6)  oder  (7)  man  auch 
gewählt  hätte,  immer  wurde  es  uns  nicht  erlaubt  sein,  die  durch 
Verallgemeinerung  sich  ergebenden  Gleichungen  ohne  Aenderung 
der  Bedeutung  beide  zugleich  rational  zu  machen,  aus  der  näm- 
lichen Ursache,  wesshalb  die  Gleichungen  (4)  oder  (6)  oder  (7) 
selbst  nicht  beide  zugleich  rational  gemacht  werden  dürfen.  Wol- 
len wir  daher  die  Antwort  zur  Aufgabe  III.  in  rationaler  Form 
bekommen,  so  müssen  wir  in  irgend  einem  der  Gleichungen- Paare 
(8)  die  Coeflicienten  AA*BB*  u.  s.  w....  durch  die  allgemeineren 

«(y»--4tfQ_        afjy^'-Aa'ß')  ßjy'^-^ictß) 

yds^ßS^^as^*   /dV— /J'd'«-a'6'» '     ydf-/5d«  —  «« '      "*  *'  ^• 

ersetzen ,  woraus  sich  ein  System  zweier  verwickelter 
Formeln  ergibt,  deren  Entwickelang  bier  füglich  unterwegs  bleiben 
darf. 

Wir  wollen  jetzt  nochmals  die  gefragte  Antwort  auf  die  Auf- 
gabe in.  zu  bekommen  suchen,  diesmal  aber  mittelst  einer  an- 
deren Coefficienten-Wahl,  d.  h.  mittelst  der  Losung  einer  anderen 
intermediären  Aufgabe  IV.  Es  sollen  nämlich  die  zwölf  Coef- 
licienten 

ABCDEF  AB'CiyEP 

jetzt  nicht  den  Bedin^^ungen  (3),  sondern  den  Bedingungen  A^l 
A'zzz]  unterworfen  sein  und  sich  daher  auf  zehn  reduciren.    Neh-. 
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meo  wir  jetzt  die  erstere  unserer  beiden  Gleichungen ,  so  IcoDueo 
wir  immer  identisch  setzen 

* 

und  zwar  ohne  dass  wir  die  Coefficienten^CDfF  irgend  einer 
neuen  Bedingung  zu  unterwerfen  brauchen ;  welches  letzte  dage- 
gen der  Fall  gewesen  sein  wurde,  wenn  wir  unsere  Gleichnne 
der  Darstelt barkeit  unter  der  Form  (1)  unterworfen  hätten.  DnrcS 
Entwickelung  ergibt  sich,  dass  die  vier  Coefiicienten  BCDE  io 
den  vier  Grus'sen  p  q  m  n  durch  die  Gleichuijgen 

B=zpm  C=p+m  D^=q-\-n  Ez=ipn-\-  qm 

und  daher  umgekehrt  die  Grossen  p  q  m  n  \n  den  Coefficieoten 
durch  die  Gleichungen 

1  ^       CD-'^E 


m=J(CTVC^— lÄ)        n==5ÖT 


ausgedruckt  werden.    iSetzen  wir  ebenso 

x*+B'y^+  Ca:y +/yx+£;'y  +  F'=(a:+p'y+90(^+m'y+fiO+r', 

so  ergibt  sich,  als  die  zum  gemeinschaftlichen  Besitze  einer  Asymp- 
tote nothwendige  Bedingung,  das  Stattfinden  des  einen  oder  des 
anderen  der  vier  folgenden  Gleichungen -Paare 

p=p*    p^=m'    m^=zp'    fns=m' 
q^q'    q^^n'     n^=-q'     n^n' 

d.  h.  das  Stattfinden  der  beiden  Gleichungen 

bei  irgend  einer  von  vier  gewissen  aus  den  sechszehn  mugiicheo 
Combinationeu  der  in  ihnen  vorkommenden  Doppeizeichen  ±. 
Ersetzen  wir  nun  in  diesen  Anwortsgleichungen  unserer  jetzigen 
Aufgabe  IV.  die  Coefßcienten  BB*  CO  u.  s.  w.  respective    darck 

-  ^  -  ^  u.  s.  w.,  so  bekommen  wir  die  Antwort  der  Aufgabe  III. 

0  CT    OE  CT 

hinter  folgender  Form: 
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HStten  wir  diejenige  Coefficienten-Wahi  genomineo, 
^=1    A'=l,  soDdern    ^=1  B'^l,^so  hätten  wir  dorcfc 
ähnliche  Argumentation  die  Antu  ort  auf  die  Aufgabe  III.  ooter 
Form  ^ 

ß  -  ß' 

cVjg=3i;gjb(yc— 2/33)  _  cV/alliZ^dbC/g'-g/?'^') 


bekommen ,  wobei  jedoch  in  beiden  Fällen  zu  beachten  ist,  dac« 
zwar  eine  beider  Gleichungen  /  z.  B.  die  erstere,  rational  gemacht 
und  zur  Form 


(9)         («'y-«/)  m-m + («'is-ß^o* = 0 

gebracht  werden  darf,  die  gleichzeitige  Rationalmachung  aber  der 
anderen  nicht  erlaubt  ist. 

Da  jede  unserer  beiden  letzten  Coefßcienten -Wahlen  eine 
unsymmetrische  war,  d.  h.  eine  andere  in  Bezug  auf  AfB,D,E, 
als  in  Bezug  bu£  B,A,E^D,  so  bekommen  wir  in  diesen  beiden 
Fällen  die  Antwort  der  Aufgabe  lU.  in  unsvmmetrischer  Form. 
Und  zwar  bekommen  wir  jedesmal  nur  eine  aer  beiden  Gleichun* 
gen,  welche  die  nach  der  vorigen  Methode  bekommene  symme* 
trische  Antwortsform  der  Aufgabe  III.  ausmachten.  Die  andere 
unserer  jetzigen  Gleichungen  dröckt,  wenn  wir  die  Cotangenten 
der  zwischen  der  Coordinaten-Axe  y=0  und  den  Asymptoten  der 
^Kegelschnitte  begriffenen  Winkel  ft  nennen,  die  Bedingung  aus, 
dass  sowohl 


^_l±V^::±cß 
^^       5« 


als  auch  (10) 


2cf  ' 


d.  h.  die  Bedingung,  dass  eine  der  beiden  Asymptoten  des  ersten 
Kegelschnitt«  eine  des  zweiten  zwar  nicht  decke,  aber  doch 
ihr  parallel  laufe,  d.  h.  die  Bedingung ,  dass  von  den  vier  Durch- 
Schnittspunkten  der  Kegelschnitte  einer  unendlich  vom  Coordina- 
ten- Ursprung  entfernt  sei. 
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Eine  andere  Methode,  die  AufjE^abe  HI.  zu  losen,  ist  folgende: 
Stellen  wir  uns  die  gegebene  Frage  III.  anter  folgender  etwas 
veränderten  Form  vor: 

V.  Aus  allen  den  individuellen  Kegelschnitts-Paaren,  welche 
man  bekommt,  wenn  man  im  Ausdrucke 

«a:«  +  ßy^+YTtf  +  te  +  ey+  f  =0 

den  Coefücienten  a,  ß,  u.  s.  w.  .  .  .  a',  ß\  u.  s.  w.  alle 
möglichen  reellen  Werthe  zuertheilt,  diejenigen  ausznsucben, 
denen  die  Eigenschaft  des  gemeinschaftlichen  Besitzes 
einer  Asymptote  zukommt? 

Um  nun  zur  vollständigen  Antwort  dieser  Frage  V.  zu  gelangen, 
d.  b.  zu  einem  Ausdruck,  welcher  alle  die  eine  gemeinschaftliche 
Asymptote  besitzenden  Kegelschnitts- Paare  enthält,  wollen  wir 
von  einer  particul^ren  Losung  ausgehen,  d-  h.  von  einem  nar 
einige  dieser  Kegelschnitts •  Paare  darstellenden  Ausdruck,  z.  B. 
vom  Ausdruck 

(y)(i^'x+%  +  l)  +  Ä'=^'a:y  +  Ay  +  y  +  Ä't=0, 

welcher,  wenn  man  den  Grössen  g  h  k  gl'  h'  kf  alle  mögli- 
chen Werthe  zuertheilt,  alle  möglichen  Kegelschnitts -Paare 
ausdrückt,  welche  die  Coordinaten-Axe  ^  =  0  zur  gemeinschaft- 
lichen Asymptote  haben  und  daher,  ausser  den  geforder- 
ten zvi^ei  Bedingungen  der  Asymptoten  •  Coincidirnng,  auch  noch 
den  zwei  anderen  unterworfen  sind,  dass  die  gemeinschaftliche 
Asymptote  senkrecht  zur  Axe  j;=0  laufe  und  dass  sieden  Coor- 
dinaten-Ursprung  durchstreiche.  Es  enthält  nun  aber  der  erstere 
derKegelscnnitte  unserer  particulären  Losung  nur  drei  Unbestimmte 
a  h  k,  und  ist  daher,  da  ein  allgemeiner  Kegelschnitt  deren 
fjinf  enthält,  5 — 3=2  Bedingungen  unterworfen,  nämlich  dass  eine 
ihrer  Asymptoten  senkrecht  zur  Axe  ;r==0  laufe  i|nd  den  Punkt 

fli=0  ^durchstreiche,  d.  h.  es  sind  ihre  durch  Entwickelung  stell 
ergebenden  Coefücienten  nicht  die  allgemeinen  der  Gleichungsform 

sondern  zweien  {Bedingungen  unterworfen ,  und  zwar  zweien  von 
der  Coefücienten  -  Wahl  unabhängigen:  erstens  nämlich  dass  a=0, 
zweitens  dass  die  Tangente  des  zwischen  der  Asymptote  und  der  Axe 

d 
^=0  begriffenen  Winkels  sowohl  = ,  als  auch 

_  — ydfc  VV*—4aP 
-'         2/5 

sei,  d.  h.  dass  man  habe  at*-i-ßS^^=f8$,  d.  h.  dass  die  Darstell- 
barkeit unter  Form  (!)  im  Allgemeinen  unmöglich  sei.    Und  and 
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der  zvreite  Kegelschnitt  der  particulären  Losung  ist  zweien  &hn-> 
liehen  Bedingungen 

0^=0  und  /dV-./JM'«— «V«=0 

unterworfen.  Es  war  aber  in  der  Frage  V.  nach  einem  Systeme  zweier 
Kegelschnitte  gefragt»  deren  jeder  an  sich  ^anz  allgemein  wäre, 
sodass  nur  das  ganze  System  sich  durch  den  Besitz  einer  gemeinschaft- 
lichen Asymptote  specialisirte.  Soll  daher  unsere  particuläre  Lösung 
die  vollständige  Losung  der  Frage  V.  werden,  so  roCIssen  wir 
jedem  beider  Kegelschnitte,  damit  sie  die  allgemeine  werde,  zwei 
UDbestimaite  zu  ihren  drei  vorigen  hinzufügen,  d.  h.  wir  müssen 
sie  betrachten  als  einen  speciellen  Fall  eines  allgemeinen  Kegel- 
schnitts, welche  aus  dem  primitiven  durch  eine  in  zweifacher  Hin- 
sicht unbestimmte  Transformation  entstanden  sei.  Wir  würden 
aber  auf  diese  Weise  dem  Systeme  2x2  ==4  Unbestimmte  hin- 
zufügen, sodass  es  6 -f  4=10  d.  h.  die  zum  Ausdruck  eines  allge- 
meinen Systems  zweier  Kegelschnitte  nothwendige  Anzahl  von 
'2x5  Unbestimmten  bekäme  und  daher  keineswegs  die  in  der 
Frage  V.  gefragten  speciellen  Systeme  von  Kegelschnitten  aus- 
drucken wurde.  Wir  müssen  daner  nicht  jeden  Kegelschnitt  an 
sich,  sondern  beide  zugleich,  mit  Beibehaltung  ihrer  relativen  Lage, 
verallgemeinern  durch  eine  zwei  Unbestimmte  ^  x  enthaltende 
Transformation,  wodurch  wir  die  Lusung  der  Frage  V*  d.  h.  den 
6-f  2=8  Unbestimmte  enthaltenden  Ausdruck  eines  den  10—8=2 
Bedingungen  der  Asymptoten-Coincidirung  unterworfenen  Systeme« 
zweier  Kegelschnitte  bekommen.  Und  um  hiervon  zur  Lusung 
der  Frage  III.,  d.  h.  um  vom  Ausdrucke  selbst  zum  Zusammen- 
baoge  seiner  Coeflficienten  zu  gelaneen,  stellen  wir  die  zwölf  Coef- 
ficienten  unseres  erhaltenen  Ausdrucks  respective  den  zwölf 
Coeflicientea  eines  allgemeinen  Systems  zweier  Kegelschnitte  gleich; 
wobei  Jedoch  zu  beachten  ist,  dass  die  zwei  Gruppen  der  sechs  . 
CoelBcienteo  unserers  Ausdrucks,  weil  sie  jede  mit  einem  gemein- 
schafUichen  Factor  muttiplicirt  werden  dürfen,  nicht  die  allgemeinen 
der  Aufgabe  III.,  sondern  die  bestimmten  der  Aufgabe  IV.  sind, 
und  daher  den  zwölf  Coefficienten 

ABCDEF  ABCI>E'F' 

eines  bei  irgend  einer  bestimmten  Coefficienten  •  Wahl  stattfinden- 
den Ausdrucks 

.^ar«  +  Äy«  +  Gry  +  Z>ar+ £y  +  F=0 

respective  gleichgestellt  werden  müssen,  aus  welchem  System 
von  zwulf  Gleichungen  wir  durch  Elimination  der  acht  Grössen 
^A^.^'/i'/:'  ^x  die  verlangten  vier  Gleichungen  zwischen  den  zwölf 
toefncienten 

ABCDEF  A'B'CiyE'P, 

d-  h.  die  Losung  der  jedesmaligen  Frage  IV.  bekommen;  woraus 
alsdantt  weiter,  wie  früher,  die  Antwort  der  Aufgabe  III.  abgeleitet 
'Verden  muss. 
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Es  ist  aber  wohl  za  beachten,  das«  nicht  jede  beliebige,  zwei 
Uobestimmte  enthaltende,  Transformation  dazu  geeignet  ist,  unsere 
particuläre  Lusuns  der  Frage  V.  in  die  vollständige  abzuändern. 
Nehmen  wir  z.  B.  diejenige  Transformation,  wobei  die  älteren 
Coordinateo  x  und  y  respective  durch  neuere 

xf  •=  xc6s^  — ysin'^+  X      y' =a?6tn^-f  jfcos^ 

ersetzt  werden,  so  bekommen  wir  den  Ausdruck 

(Asin^-f^sindco8^);i;^  +  (Acos^— -j^sin^os^)^-!-  [^  (cos*^— sin^) 
+  2Asin^cosd]  xy + +  {gl-^l)  {Bm^)x  +  (gl^-l)  (cos^)y+it=0 

(A'sin«^+5Mn^cosd)a:«+(A'cos«^— ^sin4^osO)y^f(y(cos^d— sin«^)) 
,  +2A'6in^os^]ary  +  ....+(^'X+l)(8in^)a:  +  (g'k-k'  1)  (cos^)y  +  *'=0 

und  wenn  wir  die  so  bekommenen  zwölf  GoefBcienten  respectiTe 
den  zwölf  Coefficienten  AA BB'  w.s.w.  gleichstellen,  bekommen  wir 
unmittelbar 

^=  — tgd  =  ^,'  d.  h.    DE'-D'E-Q 

d.  h  einen  CoefBcientenzusammenhang,  welchen  wir  durch  keine 
der,  vorigen  Methoden  als  der  Eigenschaft  der  Asymptoten-Coind* 
dirung  zukommend  gefunden  haben;  und  doch,  wenn  er  wirklicli 
ihr  zukäme,  hätte  er,  da  er  ein  von  der  Coefücienten -Wahl  unab- 
hängiger ist  und  daher  durch  d^'— d'£  =  0  dargestellt  werden  kann, 
entweder  eine  der  Gleichungen  (11)  oder  doch  eine  Resultante 
dieser  beiden  Gleichungen  sein  sollen.  Es  ergibt  sich  dann  auch 
bei  näherer  Betrachtung,  dass  wir  nicht  die  vollständige,  sondern 
eine  neue  particuläre  LOsung  der  Frage  V.  bekommen  haben,  so- 
dass unsere  Gleichung  dt' — ^'£=0  nur  denjenigen  Kegelschnitte- 
Paaren  zukommt,  welche,  ausser  den  beiden  Eigenschaften  der 
Asjrmptoten-Coincidirung,  noch  durch  eine  dritte  Eigenschaft  sped- 
alisirt  sind.  Es  ist  nänalich  unsere  Transformation  zu  betrachten 
als  eine  Translation  der  primitiven  Figur  parallel  der  Axe  y=0. 
d;  h.  als  eine  Ersetzung   der  x  und  y  durch   neue   Coordinateo 

#^     '    ,  der  eine  Umdrehung   um   den  Goordinaten-Ursprungt 
d.  b.  eine  Ersetzung  der  x  und  y  durch 

x' = xcoa^ — ^sin^ 

y' = .r  si  n^  -f  y  cos*^ 


nachgefolgt  wäre.    Es  ändert  nun  aber  die  erstere  dieser  partiel- 
len Transformationen  die  gegebene  partiduläre  Losung  in 


^y^CA'+irVis'+O 


^i+i 
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<^>GÄi'+?r+T^+0+^V'» 


d.  h.  i 


in 


(y)(j^:c  +  A".v+l)  +  r=0 
(y)(jr^+A''y+l)  +  it«'=0 

und  ist  daher  eigentlich  nicht  aU  Veraligemeiiierung  zu  betrach- 
ten, sodass  die  ganze  Doppel- Transformation  als  aus  der  einfachen 
Transformation 

ar' =  0:008-^ — ysin^ 
y* = orsin^  -f-^cos^ 

bestehend  und  daher  nur  eine  einzige  Unbestimmte  ^  der  parti- 
culären  Losung  zuführend  zu  betrachten  ist,  sodass  diese  particu- 
läre  Lösung  von  ihren  vier  Specialisirungsbedingungen  nur  die 
einzige,  dass  die  gemeinschaftliche  Asymptote  seukrecht  zur  Axe 
:r=ö  laufe,  verloren  hat,  die  zwei  Bedingungen  dagegen  der 
Ajsyroptoten-Coincidirung  und  die  dritte,  dass  die  gemeinschaftliche 
A^mptote,  d.  h.  die  Vereinigungs-Gerade  beider  Kegeischnitts- 
Ceiitra,  den  Coordinaten- Ursprung  durchstreiche,  noch  behalten 
hat;  und  diese  dritte  Bedingung  wird  eben  durch  die  erhaltene 
Gleichung  &' — 6'i=z0  ausgedrückt. 

Wir  müssen  daher  die  Verallgemeinerung  auf  andere  Weise 
einrichten»  z.B.  die  Translation     /_.  der  Umdrehung 

•r'=  arcosd— ysin-^ 
y' = xsiad'  +  jycos^ 

nicht  Toraosgehen,  sondern  folgen  lassen,  und  daher  dieTransfor- 
matioD 

^'zrarcos^— ysin^  +  jlcos^ 
y'=ix8\ud'  -t-ycos^  -f  Asin^ 

benutzen;  oder,  wenn  wir  statt  der  Translation  ^.t^^,  die  an- 
dere   yt^yi  x  ^^^l^na^^»  können  wir  diese  der  Drehung 

xf^-x  cos^  —  ysiu^ 
y '=  X  sin^ + ycos^ 

entweder  folgen  oder  vorangehen  lassen.  Nehmen  wir  letzteren 
Fall  und  ersetzen  wir^  daher  die  Coordinaten  .t  und  y  unserer 
parttculären  Lösung  durch  • 
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so  bekommen  W\x  den  Ausdruck 

(Asin^  +^6in^os^)x^-h  (Acos^-^8in^o»&)y*-|-[^co6^— 810^) 

+  2A8in^cos^]a:^+ +  [(2äx  +  l)8in^  +  ijfxcos^Jx 

+  [(2Ax  +  l)cos^-^xsio^]  ^  +  (A««  +  «+ A) =0 

(A'sin^  +^'8in4>cos^)a:«+(A'cos«^  -^'8lo^o8^Xy«+(y  (co8*0— sin^) 

+ 2A'siD^o8^]ary  + +  [(2A'» + l)sin^ +^«cos^> 

+  [(2A'«  +  l)cos^-^'x8in^]y  +  (A'««+«tA')=a 

Multiplicireo  wir  jetzt  Alles  mit  sin^,  setzen  wir  zur  Abkürzung 
Gotg-9'=  (Li  und  ideotiGciren  wir  unsere  zwölf  CoefficieDten  mit 
den  Coefiicienten  AA'BR  u.  s.  w.^  so  bekommen  wir  das' «System 
der  zwölf  Gleichungen 

(2Ax+l)+(jyxft)  C2Ax+l;fi-(^x)         Ax«+x+A 

^      (2A-X  +  1) +J5;ift)  (2A-x+l)^~(y'x)  ^_A'x*+x+ A-' 

^= fiHi-  ^7      P+1    ""^-"vTOT 

Sondern  wir  aas  den  vier  er«ten  Gleichungen  die  Grössen  gg'hk 
ab,  80  bekommen  wir 

9^ 9= 

und  substituiren  wir  die^^cs  in  die  Wertbe  der  C  undC,  so  ergibt 
sieb 

aus  welchen  Gleichungen  sich  die  beiden  Werthe  (10)  der  Grösse 
fi  und  daher  durch  deren  Gleichstellung  die  Gleichung  ^) 
ergibt.  Um  die  übrigen  Gleichungen  der  gesuchten  Antwort  tu 
bekommen,  nehmen  wir  aus*  den  zwölf  Gleichungen  die  Nr.  (l),  (8), 
(9),  (10)>  und  verbinden  sie  zu 
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woraus  wir'  bekoiunien 

jiE+D-l iiE'+D'-l 

2  (A  +  B)\f'{i^^l  ~  *  ~2  (A'+BO  VjlHT 

and  wenn  wir  den  hieraus  sich  ergebenden  Werth  des  fi  dessen 
beiden  vorher  erhaltenen  Werthen  (10)  respective  gleichstellen, 
bekommen  wir  zwei  neue  Antwortsgleicbungeli : 

iiy^\)i^A+B)'^(D--t)  (A'+B)  _  C±VC^'-4AB 
E(A^+B')^£'(Ai-B)  -        .  2A 

|(/?^— 1)(^ +B)-'iD'-'l)(A'+B')  _  CdbV  C^^-^A^ 
E{A'-\-B')^E'(A[^B)        ~  2^' 

Und  durch  eine  etwas  andere  Einrichtung  der  Elimination  konnten 
wir  diesen  drei  Gleichungen  leicht  nocn  eine  vierte  hinzufugen 
und  80  die  vollständige  Lösung  unserer  jetzigen  Aufgabe  IV.  be- 
kommen. Von  diesen  Gleichungen  ist  die  erste,  d.  h.  die  Glei- 
chung (9),  eine  von  der  CoelBcienten-Virahl  unabhängige ;  die  übri- 
gen dagegen  finden  nur  bei  unserer  jetzigen  Coemcienten-WaU 
statt  Und  es  ist  diese  eine  von  den  vorher  benutzten  verschiedene ; 
denn  der  die  Natur  der  Coefficienten  •  Wahl  ausdrückende  Zusam- 
menhang zwischen  den  sechs  Coellficienten  einer  Kegelschnitts- 
gleichung ist  hier  nicht  das  sich  zu  Hinf  Reduciren  der  sechs 
Coefficienten'  oder  die  Darstellbarkeit  der  Gleichung  unter  der 
Form  (1),  sondern  es  Ist  Ihre  Entspringbarkeit  aus  der  Form 

(y)(^^f  A»  +  l)  +  *=0 

mittelst  der  Transformation 

x^  =  orcos^ — ^sin& 

^' = jTsin^  +  ^cos^-l-jc, 

sodass  der  in  der  Antwort  angegebene  Zusammenhang  nicht  mehr 
—  wie  früher,  da  die  Gleichungen  (4)  die  Antwort  darstellten,  der 
Fall  war  —  den  Coefficienten  der  Gleichungen 

(2^+3y +1)  (4ar+5y + 1)— 12=8x«  +  1%*  +  22a:y  +6«  +8y-ll  =0 

(2ar+3y+l)(6ar+7y+l)  ~  11  =  !2a:*+21y■+32:^y+ar-^  %-10=0 

zukommt,  dieser  Zusammenhang  (12)  dagegen  den  Coefficienten 
der,  dnrch  Hultiplicirung  der  vorigen  Gleichungen  init|Ä  sich  er- 
gebenden, GlelchuDgeD 

1«  «^30  ^U  12        W       22_^ 

< 

Theil  \V1.  23 
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24  ,  .  42  ,  .  64       .16     .30       M   -, 
13*'+  1-3»+  13  *y  + 13'  + 13^-13^ 

zakonimt.  Wollen  i^ir  nan  weiter  aus  der  erbaltenen  Antwort 
zur  jetzigen  Aufgabe  IV.  die  zur  Aufgabe  Ili.  herleiten,  so  müs- 
sen uir  in  den  Gleichungen  (VI)  nebst  zwei  anderen  bei  der  oäifh 
liehen  CoefHcienten-Wabl  stattfindenden  Gleichungen,  die  Coef- 
ficienten  AA  ßß*  u.  s.  iv.  respective  durch  «iV,  «'iV',  ßN^  ß*S  t 
u.  s.  w.  ersetzen ,  wobei  N  und  N'  respective  die  unbekannte« 
Functionen  der  allgemeinen  CoefUcienten  aßfösS  und  c^ß'/6'iy  be 
deuten,  deren  jede,  wenn  sie  mit  den  sechs  CoeCficienten  irgend 
einer  beliebigen  Kegel schnktsgieichung  multiplicirt  wird,  diese  m 
den  Coefricienten  unserer  jetzigen  Wahl  abändert;  aus  welchem 
Systeme  von  vier  Gleichungen  sich  alsdann  einerseits,  durch  Ab- 
sonderung der  iV  und  N\  der  Werth  dieser  unbekannten  Factoreo, 
andererseits,  durch  Elimination  der  A  und  A'',  die  Antwort  der 
Aufgabe  111.,  d.  h.  die  gesuchten  von  der  Coefficienten-Wahl  an- 
abhängigen  zwei  Gleichungen  zwischen  den  Grossen  aßyi^i 
a'ßyöU'S'  finden  liesse* 

Bei  dieser  Methode  der  Losung  der  Aufgabe  IV.,  wo  ©an 
sich  einer  gewissen  particuiären  Losung  als  Hülfsmittel  zur  Er- 
langung der  vollständigen  bedient,  fangt  man  nicht,  wie  bei  dee 
vorigen  Methoden,  damit  an.  sich  irgend  zwei  bestimmte  Coeil- 
cienten-Gruppcu  auszuwählen;  man  lässt  vielmehr  die  Coefficien- 
ten-Wahl  unbestimmt,  bis  man  die  vollständige  Losung  der  Frage 
V.,  d.  b.  den  Ausdruck  der  verallgemeinten  Kegelschnitte  bekom- 
men bat  Und  jetzt  erst  wählt  man  sich  eine  bestimmte^  Art  der 
Coeflicienten  aus,  je  nachdem  man  die  erhaltenen  Gleichungen 
unverändert  lässt  oder  aber  sie  mit  einem  oder  anderen  Factor 
multiplicirt.  Hätten  wir  z.  B.  unsere  Antwort  zur  Frage  \'.,  sUit 
sie  mit  sin^  zu  ranitipliciren ,  uneeändert  gelassen  oder  aber  sie 
durch  sin^  odersin^^  u.  s.  w.  ctividirt,  so  hätten  wir  statt  (12) 
andere  Gleichungen  bekommen. 

Wollen  wir  bei  unserer  jetzigen  Methode  die  Coefficienteo« 
Wahl  nehmen  der  Bedingungen  ^),  d.  h.  der  Darstellbarkeit  an* 
ter  Form  (1),  so  müssen  wir  oeacnten,  dass  der  zur  Antwort  aof 
die  Frage  V.  erhaltene  Ausdruck  diie  Form  hatte: 

[orsin^ + ycos^  +  %]  [(Asind  +^cos^)  j:  +  ( Acos^—^sin^)  y 

+  (*»+!)] +it=0 

[jrsin^-|-ycos^  +  %]  [(A'sin^+^^cosd)  j?  +  (A'cos^^-^'sina)y 

+  (A'»+1)]  +  A'=0 

• 

sodass,  soll  jeder  Factor  der  in  den  ersten  Termen  der  Gleichuo* 
gen  vorkommenden  Producte  die  Einheit  zum  Coefficienten  ihres 
mit  X  oder  t/  nicht  multiplicirten  Terms  haben,  erstens  bdde 
Gleichungen  durch  x,  zweitens  die  erstere  durch  Ass-t-l*  die  zweite 
durch  A'x-|-1  d&vidirt  werden  muss.  Identiflciren  wir  nach  ▼oll- 
föhrter  Division   die    trbalteiten    zvrdlf   C^fficienten    respedite 
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mit  den  CoefficiAfttfen  AA'BB'  u.  s.  fr.  «nd  setzen,  wir  wiederam 
xur  Abkarzmig  cotg^=(t,  so  bekommen  wir  die  zwulf  Gleichungen  > 

^— »(Axfl)((»>-fl)     """«(A'x+iXfi'+l) 

u.  8.  w.,  woraiii  wir-  bekommen : 

fr  «'    •• 

A«  + 1  == -T-JVr.    A'xfl= 


_A    ^^ft'-g      ^_A'^^/JV«-^    ,       . 
^-'y.^  A+B        ^~  11^  A'+B' 

ood  wenn  wir  diese  Werthe  der  vier  Grossen  a,  g',  Ax-fl,  A'x-f-1 
io  die  Wertbe  der  D  und  />'  subctituireo,  erholten!  wir  nach  ge< 
iiSriger  Reduction 

^_(Ax-H)4-Ax+j««t     ^  ^xVHjj^-H 

und  wenn  nir  die  hieraus  sich  ergebenden  Werthe 

einander  gleichstellen,  bekommen  wir  die  erstere  der  Gleichungen 
(6),  nährend  die  zweite  in  ähnlicher  Weise,  nur  mit  einer  kleinen 
Aenderung  der  Eliminationsweise^  gefunden  werden  wurde. 

Nachdem  wir  nun  die  Aufgaben  III.  und  IV.»  und  daher  auch 
<)ie,  beide  enthaltend^,  Aufgabe  I.  gelust  haben,  sollen  wir  einen 
anderen  Fall  betrachten,  worin  zwei  Kegelschnitte  auf  solche 
Weise  zusammenhangen,  dass  zwei  ihrer  vier  Durchschnittspunkte 
sich  unendlich  vom  Coordinaten*  Ursprung  entfernen.  Wir  wollen 
uns  nämlich  die  Aufgabe  stellen.:,  . 

VI.  Wie  müssen,  sollen  die  beiden  reellen  oder  imaginären 
Asymptoten  eines  K^gelsch^iitts .  respective  den  beiden 
eines  anderen  parairel  laufen,'  die  Coefficienten  beider 
KegebehnSit^gteichungen  jsai^ammetihangen ? 

i$0  wie  wir  ouR  oben  die  AuPfE»be  1.  in  die  allgemeioere  IIL  und 
io  die  specieileren  IV,  getreuöt  haben«  so  konnten  wir  auch  bitt 
luisere  Attfg»l>e  VI.  in  eine  allgemeinere  und  in  Tenichiedene 
speziellere  trepnen.     Wir  wollen  dieses  jedoeh  unterlassen ,   .da 

23« 
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ff«  sogleiGh  die  Antwort  «ir  aUgemeioereo  Arf^.  *.  fc.  den 
TOD  der  jedesmaligen  Coefficicntcn-Wahl  anabUBgiM  ICecflicicii- 
tenzoaaiamenhang  belcommen:  Denn  nennen  ^h  «nederom  j^  dw 
Cotangenten  der  zwischen  Asymptote  ond  Coordhiatc»-AM  jM* 
begriffenen  Winkel,  so  sind  die  Asyraptotai-Riehtnngen  der  ba- 
'  den  Kegelschnitte 

respective  darch  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichnng 

und  durch  diejenigen  der  Gleichnng 

«'f»»  +  /^ +  /?'=© 

gegeben.  Soll  daher  den  in  der  Anfgadie  VI.  gestellten  Forde- 
rungen genügt  werden,  so  müssen  die  beiden  Wurzeln  der  erstem 
Gleichung  gteich  denen  der  zweiten  sein,  d.  h.esmussendiebeifiai 
Gleichungen  selbst  identisch  sein;  was  nur  entweder  so  moglieh 
ist,  dass  die  drei  CoefBcienten  a,  ß,  f  den  drei  Coefficient» 
^9  ß\  /  respective  gleich  sind«  oder  aber  so,  dass  sie  von  ihoei 
'  *  nur  durch  einen  gemeinschaftlichen  Factor  verschieden  sud.  Wi 
erhalten  daher  sogleich  zur  Antwort  auf  die  Aufgabe  VL 


jj.-^^-d.  h.   ^_p.y  =  o- 


(13) 


Wir  wollen  jetzt  einen  dritten  Fall  betrachten,  worin  den  Forde- 
rungen der  primitiven  Aufgabe  genügt  wird;  Stellen  wir  uns  alio 
die  Aufgabe: 

VII.  Wie  müssen  die  CoefBcienten  zweier  Kegelscbnittsgiei' 
chungen  beschaffen  sein,  damit  einer  beider  Kegelschnitte 
sich  zu  einer  Geraden  reducire,  und  daher  von  den  vier 
in  endlicher  Entfernung  vom  Coordinaten*Urspruog  liegen* 
den  reellen  oder  imaginären  Durchschnittspunkten  derxwei 
Kegelschnitte  nur  zwei  übrig  bleiben,  nämlich  diejeniges 
der  Geraden  mit  dem  sich  nicht  zu  einer  Geraden  redad- 
renden  Kegelschnitt? 

Wir  bekommen  sogleich  zur  Antwort,  dass  das  System  der  iw« 
Kegelschnitte 

obigen  Forderungen  genügt,  wenn  entweder  die  drei  GleichvogeB 
ii=0  £=0  C=0  zugleiä  stattfinden,  oder  aber  die  drei  anderes 
A*^Q  B':=0  C=0.  Und  es  ist  diese  Antwortsform  •iaicemtf' 
sen  von  der  Coefficienten- Wahl  unabhängig,  da  sie  die  Antwort 
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nicht  Dar  bei  derjenigen  Coefficientc^it  *'"'    ^^^^  *'^  •^'**J 

ficienten  F  und  P  respective  aU  ß^  -^"  können;    und 

und  die  zwölf  Coefficienten  sich  daher  ^^  '^ 

auch  bei  derjenigen,  wo  £J=1  JE'=l  •-T  ^      ■    ■_  »^ 

bei  der  dritten,    wo />=!  D'^l,    B^"  '  Kegelschnitt» 
cienten- Wahlen  dagegen 

■ 

J'  =  l     Ä'=l     e=l  'ie  Bedin- 

:  erlaubt 
niuss  die    erhaltene    Antwortsform    durch   dW««  <'h  vor- 

dass  die  zur  Aufgabe  VII.  erforderliche  Coefi&a^^J*^-  -»raent- 

beit  entweder  aus  dem  Zusammenbestehen  der^JlT  «- 
D=:QO   £  =  00    F=»,  oder  aber  aus   dem  der  dr^iV* 
Z)'=:qo   £'=00   F=ao    besteht.    Bei  allen  Coeffi<SJ^" 
endlich,  wo  die  zwölf  CoefBcienten ,  ohne   das«  svTiS?  • 
reducirten,    irgend  zweien  Bedingungen,   z.  B,  den  l^/*  ■> 

i3)  unterworfen  werden,  kann  man  entweder  die  eine  oSItT*^ 
lere  Antwortsform  nehmen.    £ine  dagegen  von  der  CoeH^tT  « 
VVahl  ganz  unabhängige  Antwortsform  zur  Aufgabe  Vli7^||?|^ 
Zusammenbestehen  entweder  der  drei  Bedingungen       '  ^^  i% 

■k=^  M=^  fe=o    ^**> 

oder  der  drei  anderen 

3^=0    y^=0    ^=0.  (15) 

Es  ist  jetzt  zu  untersuchen,  ob  ausser  diesen  drei  Fällen  der 
Aufgaben  1.,  VI.,  VII.  noch  andere  möglich  sind ,  in  welchen  den 
Forderungen  der  primitiven  Aufgabe: 

■ 

VIII.  Vl^ann  werden  zwei  Kegelschnitte  scheinbar  nur  zwei  reelle 
oder  imaginäre  Durchschnittspunkte  besitzen,  weil  die  zwei 
anderen  unendlich  weit  gerfickt  sind? 

genügt  wird#  Dass  keine  solchen  Fälle  mehr  vorhanden  sind,  er« 
gibt  sich  ans  folgender  Betrachtung:  Es  waren  in  der  Form  VIU» 
der  primitiven  Frage  beide  Kegelschnitte  als  unbestimmt  und 
veränderlich  angenommen ;  da  es  jedoch  hier  nur  auf  den  Zusam- 
menhang zwischen  den  Kegelschnitten  ankommt,  so  können  wir 
ftQch  einen  heider  Kegelschnitte  als  constant  und  bestimmt  an- 
sehen und  uns  die. Frage  unter  folgender  Form  vorlegen: 

IX.  Es  sei  ein  gewisser  bestimmter  Kegelschnitt 

Ax*  +  By^  +  Canf  +  Dx  +Ey+F=:0 

mit  bestimmten  und  constant  bleibenden  Coefficienten  und 
daher  ahch  mit  bestimmten  und  unveränderlichen  Asymp- 
toten kn  und  im.    Es  sei  uberdiess  ein  zweiter,  den  er- 
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ste ren  in  den  tier  Punkten  p  q  r  t  dorchsclineldender 
Kegelschnitt 

dessen  Coefficienten  man  jeden  beliebigen  Werth  zaer- 
kennen  darf,  sodass  dessen  Form  und  Asymptoten  tw  und 
UfO  vieränderlich  seien:  Wie  müissen  alsdann  dieCoellicien* 
ten  A'WOiyE^F*  sich  ändern,  damit  zwei  der  vier  Durch- 
schuittspunkte  p  g  r  s  unendlich  weit  rucken? 

Es  kann  nun  den  Forderungen  IX.  nur  auf  diese  Welse  ge- 
nügt werden^  da^  die  beiden  unendlich  weit  ruckenden  Punkte 
sicn  nach  den  {Spitzen  der  Asymptoten  kn  und  Im  begeben. 
Denn  es  hat  der  unveränderliche  Kegelschnitt  keine  anderen  un- 
endlich entfernten  Punkte  als  eben  diese  Spitzen;  und  doch  sollen 
die  beiden  unendlich  weit  ruckenden  I^upkte  »tct^  OAirch^hnitts- 
punkte  bleiben»  d.h.  sich  nicht  vom  unverändjcrlichen  Kegelschnitt 
entfernen.  £8  ist  also  die  Bedingung  der  Fra^e  IX.  nur  auf  foi* 
gende  Weisen  möglich:  Entweder  so,  dass  dtc  Punkte  p  und  q 
«ich  beide  zur  Spitze  der  Asymptote  kn^  oder  aber  so,  dass  sie 
sich  beide  zur  Spitze  der  Im  begeben,  oder  überhaupt  so,  da&s 
das  Punktenpaar  pr  oder  das  Paar  ps  oder  qr  oder  gs  oder  n 
sich  zur  Spitze  der  kn  oder  sich  zur  Spitze  der  Im  begebe.  Ueber 
diess  wird  die  genannte  Bedingung  noch  erfüllt,  wenn  der  Punkt 
p  sich  zur  Spitze  der  An,  und " zi^gleich  der  Punkt  9  sich  zur 
Spitze  der  Im,  oder  aber  wenn  umgekehrt  p  sich  nach  im  und 
q  sich  nach  kn  begiebt,  oder  wenn  überhaupt  von  den  6  Punkten- 
Paaren  pq,  pr,  ps,  qr,  qs,  rs  der  eine  Punkt  sich  zur  Spitze  der 
kn,  der  anclere  sich  zu  der  der  Im  besieht.  Es  vereinigen  su-h 
nun  alle  erstgenannten  Fälle  zu  der  Bedingung,  dass  zwei  der 
vier  Durohschnittspunkte  sich  beide  nach  der  Spitze  einer  der 
beiden  Asymptoten  des  constant  bleibenden  Kegelschnitts  be,^ 
ben,  alle  letztgenannten  Fälle  zu  der  Bedingung,  dass  einer  der 
vier  Durchschnittspunkte  sich  zu  der  Spitze  einer  dieser  Asym- 
ptoten und  zugleich  ein  anderer  der  rier  sich  zur  Spitze  der  andereo 
Asymptote  b^giebt.  Es  sind  nun  diese  beiden  Bedingungen  im 
Allgemeinen  respective  diejenigen  der  Aufgaben  I.  und  VI.  Denn 
es  wird  die  zweite  unserer  Bedingungen  im  Allgemeinen  auf  diese 
Weise  erfüllt,  dass  der  veränderliche* Kegelschnitt  so  lange  sieh 
umdrehe  und  seine  Form  andere,  bis  seine  Asymptoten-Richtunsen 
respective  diejenigen  der  beiden  Asymptoten  ku  und  tm  gewor- 
den sind;  während  die  erstere  Bedingung  im  Allgemeinen  anf 
diese  Weise^  erfüllt  wird,  dass  der  veränderliche  Kegelschnitt, 
ohne  gerade  seine  Forin  abzuändern  zu  brauchen ,  so  lange  sei- 
nen Ort  wechsele,  bis  eine  seiner  Asymptoten  eine  der  Asym- 
ptoten kn  oder  Im  decke.  Es  können  aber  beide  Bedingungen 
auch  noch  auf  andere  Weise  erfüllt  werden,  wenn  nämlich  die 
vier  Asymptoten  kn.  Im,  tw,  uv  vier  verschiedene  Geraden  dar- 
stellen, ein  gewisser  Theil  aber  des  veränderlichen  Kegelschnitte 
sich  zti  einer  (üoften,  von  allen  vorigen  verschie^nen ,  Geraden 
ausdehnt;  in  welchem  Fall  die  beiaen  unendlich  weit  ^Srkeoden 
Punkte  sich  zwar  immer  noch  auf  dem  veränderlichen  Kegelschnitt. 
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Dicht  abar  auf  dieaer  flInfteD  Geraden  befiodeo,  weil  via  aonst 
Dicht  in  den  Spitzen  der  An  und  Im  würden  liegen  kSnnen;  and 
es  findet  in  diesem  Falle  die  Bedingung  (15)  statt. 

Die  in  der  Frage  IX.  gesuchte  Aenderung  des  Kegelschnitts 

ist  also  nur  auf  diese  Weise  uiOslich ,  dass  entweder  die  Bedin- 
gangen  (11)  oder  (13>  oder  (15)  erföllt  werden.  Soll  es  aber  erlaubt 
sein,  die  primitive  Aufgabe  VIII.  unter  der  Form  IX.  sich  vor- 
zulegen^  so  rauss  man  der  Aufgabe  IX.  noch  die  Supplement- 
Aufgabe  hinzufügen: 

X.  Es  sei  ein  verftnderlicher  Kegelschnitt 

Ax^  +  By^  +  Cxy  +  Z>jr  +  %  +  F=0 

mit  Teränderlichen  Asymptoten  kn  und  Im,  und  ein  con- 
stanter  Kegelschnitt 

A'x^ + Äy  +  Cxy  +  />  V+  E'y  +  F'  =Ö 

mit  den  constanten  Asymptoten  tto  und  uv.  Welche  Aen« 
derung  der  ABCÜEF  giebt  dem  Systeme  die  in  der 
Frage  VIII.  gesuchte  Eigenschaft?  , 

Und  es  besteht  alsdann  die  Antwort  auf  die  Frage  VIII.  aus  den 
respectiven  Antworten  der  IX.  und  X.  zusammen.  Die  verschie- 
denen Fälle  nun,  in  welchen  der  Aufgabe  X.  genügt  wird,  ver- 
einigen sich  ebenfalls  zu  drei  Gruppen;  deren  beide  ersteren 
resp.  diejenigen  sind  der  Aufgaben  Vi.  und  L,  d.  b.  der  Bedin- 
gungen (13)  und  (1  l)y  und  daher  den  Aufgaben  IX.  und  X.  gemein* 
schaftlich  sind;  während  die  dritte  Gruppe  dielenigen  Fälle 
amfasst,  in  welchen  der  in  der  Aufgabe  X.  veränderliche  Kegel- 
schnitt sich  unendlich  vergrossert,  d.  h.  wenn  die  Bedingungen 
(14)  stattfinden. 

Da  afso  ausser  den  Fällen  der  drei  Aufgaben  I.,  VI.,  VIL 
keine  anderen  vorhanden  sind,  in  welchen  der  Aufgabe  VIU  ge- 
nügt wird,  so  bekommen  wir  sogleich  als  den  gesnchten  zur  Auf- 
gabe VUl.  erforderlichen  Coeffictenten-Zusammenbane,  dass  es  der- 
jenige ist,  bei  welchem  irgend  eines  der  vier  Gleichungs- System« 

(11)  (13)  (14)  (16) 

stattfindet.  Es  setzt  diese  jedoch  voraus,  dass  keine  der  drei 
Aufgaben  I.,  VI.,  VII.  eiuQ  Specialisirung  einer  der  beiden  anderen 
sei,  da  man  alsdann  sich  mit  den  Antworten  zu  denjenigen'  bei- 
den Aufgaben  begnügen  konnte,  welche  die  dritte  als.  speciellen 
Fall  in  sich  enthielten.  Und  wirklich  würde  man  oberflächlich 
meinen,  es  sei*  die  Aufgabe  VIL  ein  «pecieller  Fall  der  f.,  denn 
es   werde    der  Aufgabe  1.   in  den  beiden  Fällen  der  VII.  genügt, 
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weil  die  Antwortsfirleichimg  (9)  der  Aufgabe  I.  «oir<Al  dincfa  die 
Bedingungen  (14)  als  auch  durch  (15)  zu  0=0  reducirt  wird.  Es 
ist  aber  zu  beachten ,    da^ss   der  Gleichung  (9) ,    soll  sie  die  ¥oU- 

ständige  sein,  noch  ein  Factor  — 7  oder  -g^r     zukommen    muss, 

weil  Hie  vor  ihrer  Rationalmacbung  das  Einandergleichsein  der 
beiden  Werthe  (lO)  des  f«  bedeutete.  Es  wird  nun  der  erstere 
dieser  beiden  Werthe 

durch  die  Annahme  a=0,  ^=0,   y^Q  zur  Form  q  reducirt,  und 

ist  —  im  Fall  man  die  Gerade  nur  als  Gerade  betrachtet,  d.h.  im 
Fall  man  die  CoefBcienten  er.  ß,  y  nicht  näher  bestimmt »  als  dass  sie 
=0  sein  sollen  -^  gänzlich  unbestimmt;  wenn  man  dagegeo  die 
Gerade  als  unendlich  grossen  Kegelschnitt  betrachtet,  so  druckt 
unsere  Formel  die  beiden  Asymptoten-Richtungen  aus,  welche  dem 
Kegelschnitt  vor  seiner  Vergrusserung  zukamen  und  auch  noch 
nach  vollfuhrter  Vergrüsseruns  zukommen.  (Nicht  zu  verwech- 
seln mit  der  Richtung  der  Geraden  selbst,  welche,  da  jede 
Gerade  als  ihre  eigene  Asymptote  betrachtet  werden  kann,  10 
gewisser  Hinsicht  eme  dritte  Asymptote  der  Figur  ist).  Jeden- 
falls aber  ist  kein  Grund  vorhanden,  weshalb  durch  die  Bedin- 
gungen (14),  der  erstere  dieser  beiden  Werthe  (10)  des  fi  dem 
anderen,  nur  von  o',  ß\  Y  abhängenden  und  daher  von  den  Be 
dingungen  (14)    keinen   Emfluss   empfindenden   Wetth    desselben 

fleich  werden  sollte;  woraus  sich  ergibt,  dass  die  Aufgabe  VII. 
eine  Specialisirung  der  I.  ist.  Andererseits  aber  sollte  man  mei- 
nen, es  sei  die  Aufgabe  1.,  d.  h.  dass  zwei  Kegelschnitte  ein- 
ander in  unendlicher  Entfernung  vom  Coordinaten-Ursprung  berüh- 
ren sollen,  ein  specieiler  Fall  der  Aufgabe  VII.,  wo  die  Kegel- 
schnitte einander  zweimal  in  unendlicher  Entfernung  durchschneiden 
sollen,  ebenso  wie  überhaupt  das  Sich-Berubren  zweier  Kegel- 
schnitte ein  specieiler  Fall  ist  des  allgemeineren,  wo  sie  sich 
durchschneiden.  Denken  wir  uns  jedoch,  dass  in  der  Aufgabe 
VIII.,  z.  B.  in  der  Aufgabe  IX.,  schon  einer  der  vier  Üurcb- 
schnitspunkte,  z.  B.  der'  Punkt  p,  unendlich  weit  geruckt  wäre. 
und  zwar  nach  der  Spitze  der  Asymptote  Arn,  sodass  nur  noch 
der  Punkt  q  unendlich  weit  rücken  sollte:  es  hat  alsdann  dieser 
Punkt  Q,  um  in's  Unendliche  zu  gelangen,  die  Wahl  zwischen 
zwei  Wegen,  demjenigen  der ' Asymptote  kn  und  demjenigen  der 
Im',  im  ersteren  Fall  wird  der  Aufgabe  I.  genügt,  im  letzteren 
Fall  der  Aufgabe  VI.:  es  hat  nun  eben  so  viele  Vvahrscheinlicbkeit 
fDr  sich,  dass  der  Punkt  q  die  erstere,  als  dass  er  die  zweite 
Bahn  wählen  wird;  und  es  ist  keineswegs  die  eine  Wahl,  d.  h. 
die  eine  Aufgabe«  ein  specieiler  Fall  der  anderen.  Weit  entfernt 
also,  dass  die  Aufgabe  I.  ein  specieiler  Fall  der  VI.  wäre,  wird 
im  Gegentheil,  sobald  der  Aufgabe  I.  genügt  wird,  der  VI.  im 
Allgemeinen  nicht  genügt :  denn  es  sei  z.  B.  die  Bedingung  I.  aof 
diese  Weise  erfüllt,  dass  die  Asymptoten  kn  und  iw  einander 
decken,  so  ist  die  relative  Lage "^  der  Im  und  uo  zu  einander 
unbestimmt  gelassen,    und  es  sfnd  daher  die  Im  und  «r  einander 
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toa  Allgemeioen  nicht  parallel;.. während  dagegen  die  Frage  V1.^ 
forderte,  das«  nicht  nur  die  kn  der  tw,  sonclern  auch  die  £n  der 
UV  parallel  wäre. 

Da  also  die  pfimitive  Aufgabe  VIII.  ans  den  drei  Aufgaben 
f.,  VI.,  VII.  zusammengesetzt  ist,  so  ist  die  Antwort  zur  Auf- 
gabe VIII.  auf  zweierlei  Weise  zu  bekommen :  entweder  unmittel- 
bar, ohne  dass  wir  die  VIII.  in  die  drei  partiellen  Aufgaben  tren- 
nen; oder  aber  so,  dass  wir  die  zu  den  drei  partiellen  Aufgaben 
I.,  VI.,  VIL  erhaltenen  vier  Antworten  (11k  (13),  (14),  (15) 
zu«(aromenffigen.  Die  letztere  Weise  wäre  sehr  leicht,  wenn  jede 
dieser  vier  Antworten  nur  aus  einer  einzigen  Gleichung  bestände, 
da  man  alsdann  die  vier  Gleichungen  nur  mit  einander  zu  multi- 
pliciren  brauchte,  um  die  verlangte  Antwortsgleichung  zur  primiti- 
ven Aufgabe  zu  bekommen.  Die  gegenseitige  Multipiication  jedoch 
der  zwei  Gleichungen  der  Antwort  (11)  mit  den  beiden  der  Ant- 
n-ort  (13)  wurde  uns  Mehreres  als  die  Summe  der  Antworten  (11) 
und  (13)  liefern;  wozu  noch  kommt,  dass  jede  der  Antworten 
(14)  und  (15)  aus  einem  System  dreier  GleicAungen  besteht,  so- 
dass es  durch  unmittelbare  Multipiication  unmöglich  ist,  ein  den 
Comulex  der  vier  Gleichungs  -  Systeme  (11),  (13),  (14),  (15)  aus- 
druckendes Gleichungs- System  zu  linden.  Wir  wollen  uns  daher 
lieber  der  anderen  Auflusungsweise  der  Aulgabe  VIIK  bedienen 
und  auf  folgende  Weise  arguroentiren : 

# 

Wir  wollen  diejenige  Coefficienten-Wahl  nehmen,  wo  C=l, 
C=  1 ,  und  daher  anfangen  mit  der  Auflosung  einer  speciellen 
Aufgabe,  die  zur  VIII.  steht,  wie  die  IV.  zur  III.  Dass  nun 
zwei  der  vier  Durchschnittspunkte  der  Kegelschnitte 

Aa^+  ßy^  +  xy+Dx  +  Ey  +  F=0, 

A'x^  +  By+xy  +  D'x  +  E'y  +  rzizO 

unendlich  vom  Coordinaten-Ursprung  entfernt  seien,  erheischt  im 
Allgemeinen,    dass  zwei  der   vier   Orriinaten   der    Durchschnifts- 

fmnkte  unendlich  grosse  Werthe  besitzen,  d.  h.  dass  die  durch 
Elimination  von  x  aus  den  gegebenen  beiden.  Gleichungen  sich 
ergebende  Gleichung  vierten  Grades  f^(y)=zO  zwei  unendlich  grosse 
Wurzeln  besitze  und  sich  daher  auf  eine  Gleich img  zweiten  Grades 
/^o(jy)=0  reducire.  £s  ist  nun  die  genannte  Gleichung  f4(y)=0 
folgende : 

-(y  +  />)  ±V(y+Df-iA  (By^+Ey+T) 
-^Jl 

-  fy-t-D")  ±V^i^ßT^AWyHE'y  +  f^ , 

-  • 

d.  h.  das  =:  0  S#in  eines  Productes  von  vier  Functionen,  deren 
drei  letzteren  von   der  ersten 
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nur  durch  die  Zeichen  der  beiden  Radicale  verschieden  sind. 
Entwickeln  wir,  so  bekommen  wir  nach  gehuriger  Redactioa, 
das«  die  Function 

[A'—A^2(A'B^Ain]y''+ 

....  +  [2A'D-A(D-Hy)'-2A(A'E—AE')]i^+... 
....H-  iD(^'D--A£yy^2A(A'F--AF')] 

in*s  Quadrat  erhoben,  gleich  sei  dem  Producte 

[(^'— il)V+2(^-^)(^l>-^4jD')y+(^'/>-il/)0*lx 

....  X  [(1— 4.1B)y«+  iW-iAE}yHD^-^AF)] . 


Es  hat  also  unsere  Gleichung  f^(y)=0,  wenn  wir  sar  Abkür- 
zung die  mit  y^,  mit  y^  und  mit  y^  multiplicirten  Termeo  respec- 
tive  durch  die  Buchstaben  a,  b,  c^  d^  e,  f,  g,  h,  k  andeuten, 
die  Form 

(a+6+c)«=(d  +  e+/)(5r+A  +  *) 
und  wird  daher  durch  Entwickelung  die  Form  annehmen 

a«  +  2fl6+62  +  2ac+26c+c* 
=zdg+dk+dk+eg+,eh  +  ek+fgVfh+ß. 

Es  drückt  nun  die  Gleichung  a^^dg  die  Bedingung  aas,  dass  die 
CoefBcienten  der  mit  y^  multiplicirten  Termen  einander  aufhebeni 
d.  h.  dass  die  Gleichung  /«(^^'O  sich  zu  einer  F(y)=0  reducire, 

3 

d.  h.  dass  eine  der  vier  Durchschnittnunkts*  Ordinaten  nneodiich 
ffross  sei.  In  ähnlicher  Weise  drückt  das  System  der  beideo 
Gleichungen  • 

a^^dg.  %ab=zdh  +  eg 

die  Bedingung  aus,  dass  unsere  Gleichung  f^(y):=zO  eine  fXy)^ 

werde,  d.  h.  dass  zwei  der  vier  Durchschnitts-Ordinaten  unend- 
lich gross  seien,  d.  h.  den  gesuchten  bei  unserer  jetzigen  Aaf- 
gäbe  erforderlichen  CoefBcienten-Zu«cammenhang.  Es  ist  nun  die 
Gleichung  u^'=zdg  die  folgende: 

[A'^A^2A{A'B-'AB^]^^{A'-'A)'^X  (1— 4ilß), 
(1.  h.  nnch  Entwickelung: 

{A'^  A)  (B-'B)  +  (A'B-AB')^=0. 
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Dfe  Gleichung 

2ab=dh-{-eg 

« 

dagegen  liefert  ans  nach  Entw  ickelunpr  «las  s::0  Sein  eine  Summe 
▼on  34  Termen,  •  deren  sie  jedoeb  13  verliert ,  weil  durch  die 
Ideolität 

2(  J'~^)  [2A'D^A(D  4-  /)0] 

sechs  Termen  des  ersten  Gliedes  durch  sieben  des  anderen  Glie- 
des aufgehoben  werden.  Die  einundzwanzig  übrigen  Terroen  lie- 
fern nacD  gehuriger  Reduction  die  Gleicbung 

(^'— -d>  (£'  -£) + W  -A)  {B'D^BD')  +  (B'— Ä)  (A'D^Ajy) 

+ ^(A'B'^Aß')  {A'E'^AE') =0 . 

Um  nan  von  diesen  bei  unserer    jetzigen  Coeflßcienten  -  Wahl 
stattfindenden  Gleichungen    zur  Antwort    der  allgemeineren  Auf" 

fabe  VilL  zu  gelangen,  wo  von  keiner  bestimmten  Coefßcienten- 
^ahl  die  Rede  ist,  müssen  wir  statt  AA'BB'  etc.  respective 

«.     •«'       £       ß'     /  '      '  ' 

— *    ->       ^9     S   etc 

aubstituiren,    wodurch  wir  als   die  {gesuchte  Antwort  auf  die  Auf- 
gabe V4i|.  .4m  System  dei:  zwei  Gleichungen 

(9)    .    («>-«/) (/J'y-/?yO+(«'^-criS)«=0, 

bekommen y  deren  erstere  wir  schon  früher  als  eine  der  Antworts- 
gleichungen der  Aufgabe  I.  Uekoromen  (laben. 

Es  ist  aber  das  System  dieser  beiden  Gleicbuugen  noch  kei- 
neswegs die  vollständige  Losung  der  Aufgabe  VIII  ,  sondern  nur 
eine  paHicuUire,  d.  h.  ein  nur  denjenigen  Kegelschnitts  -  Paaren 
zukommender  Goefficienten*.  Zusammen  haue,  welche,  ausser,  der 
gefragten  Eigenschaft,'  dass  zwei  ihrer  vier- Duncbschnittspunkte 
sich  unendHcb  entfernen  solf«n>  noch  gewisse  andere  Etgenschaf* 
ten  besitzen.  Es  war  nämlich  die  erhaltene  Antwort  eigentlieh 
diejenige  der  folgenden  von  der  Till,   verschfedenen  Aufgabe: 

XL  Welcher  Coefficienten-Zusaronenhang  wird  erfordert,  da- 
mit zwei  der  vier  Dnrch.<«rhnittpuukts-Ordinaten  zweier 
Kegelschnitte  unendlich  gross  seien?  •  ^ 

Von  den  der  Aufi^abeL  genugenden  Ke«^elschi:itt^- Paaren  ge- 
nügen nun  der  Aufgabe  XL  keineswegs  diejf^nigen,  welche  die 
Axe   y  —  i)  oder  eine   ihr  parallele  und  endlich  von  ihr  entfernte 
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anter  den  der  Aufgabe  VI.  genügenden  Kegelschnitt s-Paaren  einiee» 
welche  der  Aufgabe  XI.  nicht  eenagen.  Will  man  daher  alle  die 
der  Aufgabe  Vlll.  genügenden  Kegeischnitts-Paare  bekommeD,  so 
niuss  man  der  Frage  XL  noch  folgende  Supplement-Frage  hinzu- 
fSgen : 

XII.  Bei  welchem  CoefBcienten  -  Zusammenhang  werden  zwo 
der  vier  Durchschuitts-Abscissen  unendlich  gross? 

Zur  Beantwortung  der  Aufgabe  XII.  brauchen  wir  bloss  in  der 
zur  Beantwortung  der  XI.  stattgefundenen  Argumentation  die 
CoefBcienten  A,  B,  D,  E,  Ä' ,  B* y  I>,  E'  überall  respective 
durch  B,  A,  E,  D,  B\  Ä,  E\  I>  zu  ersetzen,  welcher  Um- 
tausch die  Gleichung  (9)  unverändert  ISsst,  die  (16)  aber  in 
folgende 


(17)     {py-m^y^-y"^  +  c?V-ß/)  («'«-«O + («'r-öyO  (^^^ 

-^  2  («/?'— a'/5;  (ß'i—ßd') = 0 

abändert.  Und  es  wird  nun  die  Antwort  der  Aufgabe  VIII.  durch 
die  Zusammenfiigung  der  Antworten  der  XL  und  der  XII.  an^e* 
drückt,  d.  h.  durch  ein  System  zweier  Gleichungen,  deren  erstere 
die  (9),  die  zweite  aber  das  Prodnct  der  (16)  und  (IT)  ist 

Bei  dieser  Methode,  wo  wir  die  primitive  Aufgabe  VIII. nicht 
in  die  drei  partiellen  I.,  VI.,  VII.  setrennt  haben,  hat  dennoch 
eine  neue  Trennung  der  VIII.  in  die  XL  und  XIL  stattgefunden. 
Hätten  wir  gar  keine  Trennung  der  VUL  vornehmen  wollen,  so 
hätten  wir  auf  folgende  Weise  argumentiren  müssen:  Es  war  in 
der  Aufgabe  VIII.  gefragt,  dass  zwei  der  vier  Durchschnittspnnkte 
der  Kegelschnitte 

die  Eigenschaft  hesässen,  dass  ihre  Entfernung  r=V^a?*-f^*  vom 
Coordinaten -  Ursprung  den  Werth  oo  hätte,  d.  h.  dass  sie  sich 
Irgendwo  auf  dem  unendlichen . grossen  Kreise  jfl  +  y^:=ai>  befön« 
den.  Wir  kOnnen  uns  also  unsere  Frage  in  folgenoer  Form  vo^ 
legen. 

XIII.  Welcher    CoefBcienten -Zusammenhang   wird    gefordert, 
damit  die  drei  Curven 

ax*  + /Jy* + yoiy  +  dar + «y+t=0 . 
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einander    in    zwei    Punkten    gemeinschaftlich    darch- 
schneiden  ? 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  bringen  wir  die  drei  Curven 
anf  die  Form 

r*(aco8^-(-|3sin^9)  -|-7sin9)C069))  -{'r(8coB^-\-esing>)'i-  i=0 , 

r*(«'co8'y+/3'8in'(p+y'8in^cos9)  +ir(Ä'co89+£'8ing))  -f  £^=0, 

r=OD, 

eliroiniren  aua  den  beiden  ersteren  die  Coordinate  q>,  und  suchen 
alsdann  die  Bedingung »  dass  die  resultirende  Gleichung  f^(r)^=0 
eine  F^(r)=^0  werde;  d.  h.  sich  vom  vierten  Grad  auf  den  zwei- 
ten Grad  reducire.  Bei  der  vorigen  Methode  hatten  wir  uns  das 
Unendliche  als  ein  unendlich  grosses  Quadrat  vorgestellt,  welches, 
da  es  zwei  Paare  gegenfiberstehende  Seiten  hatte»  eine  Trennung 
der  primitiven  Aufgabe  In  zwei  andere  verursachte,  während  bei 
gegenwärtiger  Methode ,  wo  das  Unendliche  als  ein  unendlich  gros» 
ser,  keine  gegenüberstehenden  Seiten  habender  Kreis,  gedacht 
wird,  keine  solcne  Trennung  n5thlg  ist. 


Anmerkung. 
Wenn  auch  obige  Abhandlunr  im  Aacdmck  noch  einige  nndeutoche 
Wendaagen  enthält,  die  man  einem  Ao^lander  gewi««  gern  veneihen 
wird,  «o  int  die  Sprache  doch  im  Ganzen  «o  deutlich  nnd  leicht  vereländ- 
lich,  da««  ich  mir,  ohne  den  Eindmck  der  ganien  Darttelluog  in  ver- 
wiichen,  iretentliche  Aendernngen  vorzunehmen  nicht  erlauben  za  mne- 
•en  glaubte  nnd  auch  nicht  erlanben  dnrfte.  Ich  danke  Tielmehr  dem 
ireehrtea  Herrn  Vf.,  daM  er  die  Abhandlang  in  deutscher  Sprache  ver- 
bat hat  O. 
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Hemer  einige  greometrisclie  8fttze  iq 
die  Bechnnngr  mit  den    wtnughi&\ 

Orössen. 


Von  dem 

Herrn  Doctor  Zech 

so  StnUgart. 


I.  I 

Aufgabe.  Durch  zwei  gegebene  Punkte  eineoKre 
zuziehen,  der  einen  audereo  gegebenen  Kreis  ii  ]j 
Endpunkten  desselben  Durchmessers  des  letxtcH 
Kreises  schneidet 

Auflusun«?.  Die  beiden  gegebenen  Punkte  seien  Antill 
(Taf.  VIII.  Fig.  6.)t  der  Mittolpiiakl  dos  gegebenen  Kreises  $a ' 
man  ziehe  die  Gerade  AC  und  senkrecht  darauf  den  Halha^^ 
CD,  beschreibe  sofort  aus  dem  Mittelpunkte  C  mit  des  H^ 
messer  CA  einen  Kreis  und  schneide  in  diesem  die  S-" 
AE=zAD  ab ;  endlich  falle  man  von  JE  eine  Senkrechte  aafJC  ^f 

gehörig    verlängert   die   auf  AB  im   Halbiningspunkte  erric 
ienkrechfe  im  Punkte  F  schneide:  -dann  ist  der  ans  F  ait 
Halbmesser  FA  beschriebene  Kreis  der  gesuchte. 

Beweis.  Der  gefundene  Kreis  geht  durch  A  und,  wei: 
Mittelpunkt  auf  der  Siut  AB  im  Ualbirungspunkte  errichteteor 
rechten  liegt,  auch  durch  J5.  Es  ist  also  nur  noch  zu  bei^f 
dass  derselbe  den  gegebenen  Kreis  auf  die  verlangte  Weise ^^H 
det.  Letzteres  ist,  wie  man  leicht  sieht,  dann  und  nur  du« 
Fall^  wenn  der  Halbmesser  des  gefundenen  Kreues  gleick  iai 
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Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  eine  Kathete 
der  Halbmesser  des  gegebenen  KreiAes  (und  dessen  andere  Ka- 
tbete die  Entfernung  der  Mittelpunkte  beider  Kreise  ist;  d.  b. 
wenn 

Nun  ist  aber«  wenn  man  den  Durchschnittspunkt  der  Geraden  EF 
und  AC  durch  G  bezeichnet,  nach  der  Coostructiou 


2ACxAG=AE*^AD=:AC+  CD] 


also 


oder  weil 


und 


ACX(2AG-AC)=CD 


AC=:AG^GC: 


2AG-'AC=:  AG—iAC-AG)  =  AG-  GC: 

Tg-'GÜ^cd]  ajSzzzcS^gc:. 

Ferner  ist  in  dem  bei  G  rechtwinkligen  Dreieck  FGA 

FA  =  AG+GF, 
also  nach  der  letzten  Gleichung 

Ta^^cd+gÜ+gf^ 

oder,  weil  FGC  ein  bei  G  rechtwinkliges  Dreieck  ist, 

FÄ=CD+FC'q.  e.  d. 

Die  Auflosung  ist  Immer  möglich,  solange  die  von  E  auf 
AC  gefällte  Senkrechte  und  die  anf  AS  im  Halbirungspuhkte 
errichtete  Senkrechte  einander  nicht  parallc^l  «ind»  d.  h.  so  lange  die 
drei  Punkte  A,  B,  C  nicht  fn  derselben  Geraden  flegen.  Die 
Gerade  EF  ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise, 
welche  durch  den  Punkt  A  geben  und  den  gegebenen  Kreis  auf 
die  verlangte  Weise  schneiden. 

Man  kommt  auf  die  gegebene  Constrtfetidn  sogleich,'  wenn 
man  das  Dreieck  FAC  betrachtet >  in  welchem 


FC=FA  +  AC^^FAxjkCxemFÄC 
bt;  tfcü  ■JaBrfc 


FC=^FA^CD 

mAm  soO,  •#  f€4gt 

2JCx  JC= J?+  €»*• 


Lehnaii.  Weon  in  einem  Dreieck  swei  Wiak«' 
im  gleicbeo  Verhältnis«  getheilt  werden  ond  die  bit 
an  die  gegenflberliegenden  Seiten  Tertängerten  Tbei- 
Inngtflinien  einander  gleich  sind,  ao  aind  die  gethetl- 
ten  Winkel  einander  gleich. 

Bewei«.  Das  Dreieck  sei  ABC  (Taf.  VILFis.  5.),  & 
gleichen  Theiinngsatrecken ,  welche  die  Winkel  BAC  om  AK 
im  gleichen  VerULltoiaa  theilen,  seien  ilO  nnd££,  sodass  lis» 

W.  BAD  .  W.  DAC  =  W.  ABE  :  W.  EBC 

ist    Wire  oon 

W.  ABC  <  W.  BAC, 

so  lege  man  das  Dreieck  tM  umgekehrt  auf  sich  selbst,  dass  der 
Punkt  B  auf  den  Punkt  A  und  die  beiden  Theilon|^inieii  uf 
einander  fallen;  dann  flUlt»  wogen  BE^:sAD,  anch  der  Pnokt  E 
auf  D,  und  weil  bei  der  Theilang  beider  Winkel  In  demscUwo 
Verbältoiss  die  Annahme 

W.  ABC  <  W.  BAC 

die  beiden  Ungleichungen 

W.  ABE  <  W.  BAD    und    W.  EBC  <  W.  DAC 

nach  sich  zieht»  wird  BA  in  eine  Lage  AF  zwischen  AB  and  AD. 
BC  In  eine  Lace  AG  zwischen  AD  und  AC  kommen.  Dabei 
mfissen  die  drei  Punkte  F,  D,  G  stets  in  gerader  Linie  iiegeo 
und  Dreieck  FAG  ^  Dr.  ABC  sein. 

Es  sind  nun  drei  Fälle  denkbar;  entweder  ßUlt  der  Punkt  F 
ausserhalb   des  Dreiecks  ABC,  oder  auf  BC,  oder  innerhalb  dei 
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1)  0er  Punkt  F  bUe  aviserhaib  ABC  (Taf.  Vll.  Fig.  Ü. 
Nr.  (1.)),  dann  ßUt  G  nothwemlig  ioosriialb  AB€;  dana  aber 
ist  nach  einea  bekannten  Satse 

W.  FGA  >  W.  ACB, 

also 

Dr.  FGA  nicht  ^  Dr.  ACB. 

2)  Der  Punkt  F  falle  auf  BC  (Taf.  VU.  Fig.  6.  Nr.  (2.)); 
uod  zwar  dach  dem  oben  Bemerkten  nothwendig  zwischen  B  und 
D\  dann  fällt  auch  Cr  auf  BC  und  zwar  zwischen  />und  C;  dann 
aber  ist 


oder 


W.  FGA  >  W.  ilCB, 


W.  FAG  <  W.  il#». 


d.  b.,  weil 


AF^ABi 

also  in  beiden  Fällen 

h  FAG  nicht  Qj  Dr.  ABC. 


Z}  Der  Punkt  F  falle  innerhalb  ABC  (Taf.  VII.  Fig^  5. 
Nr.  (30 );  dann  fällt  Cr  ausserhalb  ABC;  zieht  man  nun  die  Ge- 
rade BF,  so  liegt  diese  nach  der  Voraussetzung  zwischen  BC 
and  BA,  und  muss  daher  verlängeit  die  Gerade  AG  schneiden; 
es  ist  also 

W.  FAG  <  W.  AFB, 
aber,  weil  AF=AB: 

W,  AFB  =  W.  ABF, 
Mso  auch 

W.  FAG  <  W.  i#ÄF, 
und  um'  so  mehr 

W.  FAG  <  W.  ABC; 

also  wiederum 

Dr.  FAG  nicht  ^  Dr.  ABC. 

Theil  XVl.  21 
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Die  Annahme  W.  ABC  <  W.  BAC  Mat  als«  m  jedem 
denkbaren  Falle  auf  einen  Wideraprocb,  and  kann  daher  nicht 
richtig  sein.  Ganz  ebenso  wird  betrieaea,  daaa  eben  so  wenig 
W.  BAC  <  W.  ABC  sein  kann;   es  mnss  also 

W.  ABC  —  W.  BAC 

f\e\n,  w.  s.  b.  w. 


Ul. 


Man  rechnet  allgemein  mit  imaginSren  Zahlen  ganz  nach  den- 
selben Formeln,  die  ffir  reelle  ^hleo  aufgestellt  worden  sind, 
ohne  dass  man  bis  jetzt  die  Giltigkett  der  letztem  Formeln  auch 
für  imaginäre  Zahlen  nachgewiesen  hat  Die  Ohm'sche  Behanp- 
tung»  &AS  z.  B.  die  Gesetee  des  Addirens,  nachdem  sie  (ur  po- 
sitire  ganze  Zahlen  bewiesen  worden  sind,  nun  auch  fär  alle 
anderen  ZaUformen  gelten,  weil  letztere  erst  später  entstehen,  weil 
man  also  durch  Anwendung  jeoer  Gesetze  auf  dieselben  jedenfalls 
nichts  Unrichtiges,  d.  h  mit  Früherem  in  Widerspruch  Stehen- 
des erhalte,  ist  offenbar  nicht  stichhaltig.  Man  nat  daher  die 
Gesetze  des  Addirens  der  Reihe  nach  auch  iur  negative  eanze 
Zahlen,  gebrochene  und  irrationale  Zahlen  bewiesen,  und  ebenso 
hat  man  es  bei  den  andern  Operationen  gemacht  Ein  BeiTeb 
ffir  imaginäre  Zahlen  fehlt  bis  jetzt.  Im  Folgenden  soll  ein  Ver- 
such gemacht  werden,  diese  Lücke  auszufüllen. 

Die  imaginären  Zahlen  verdanken  ihren  Ursprung  der  Auflö- 
sung der  quadratischen  Gleichungen;  wir  müssen  also  von  diesen 
ausgehen,  wenn  wir  über  jene  etwas  aussagen  wollen.  Seien  zn 
dem  Ende 

und 

zwei  quadratische  Gleichungen,   deren  Wurzeln  beziehungsweise 
«^  a^'  und  x'ii  ocf\  seien,  so  dass  also 


—  ♦'«.• 


(2.)  {und 


ist.    Dann  ist 


$r=zcc^-\-xf* t    p^=.xai 


==^i+a?*i,    Pi=Ä'iar"i 


(3.) (^'+^i)  +  (a/'  +  a:''i)=*  +  fi, 

(4.) (^+^'i).(a:"+a?''i)=p+pi+a:'«-i  +  ar'Vi. 
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NaD  ist  aber 

also 

(5.)    .  .    1       

ferner 

(6.)  ....  Mirsar'ar'i+ÄVi+ar'Vi+ar^ar^. 

Zieht  man  die  zweite  der  Gleiebungen  (5.)  von  der  Gleichang 
(6.)  ab  ond  dividirt  dann   auf  beiden  Seiten  mit  2,  so  folgt 

Dieser  Werth  in  die  Gleichung  (4.)  aubstituirt  gibt 


(7.)    (x'+.T'inx''+x\)=pip^+^ssi  T§^^(«*-4p)(f«,-4/ii). 

In  den  Gleichungen  (3.)  und  (7.)  ist  enthalten  folgender 
I.)  Lehrsatz.    Die  quadratische  Gleichung 

^^—(s+h)^+P  +  Pi+2"i  T  V^(**-4p)  (*«i-4pi)=0 

hat  zu  Wurzeln  die  beiden  Summen  von  je  einer  Wur- 
zel der  ersten  und  einer  Wurzel  der  zweiten  der  Glei- 
chungen (1.). 

Ferner  folgte  wenn* man  die  zweite  der  Gleichungen  (5.)  und 
(6.)  addirt  und  dann  auf  beiden  Seiten  mit  2  dividirt: 

ausserdem  ist  (x'x'i).(x''af'i)=^ppi. 

In  den  beiden  letzten  Gleichungen  Ist  enthalten  folgender 

II.)   Lehrgaix,       Die    Wurzeln     der    quadratischen 
Gleichung 


SM 

«ind  die  beiden  Prodacte  von  Je  einer  WmfMl4e 
ersten  and  einer  Warsei  der  zweiten  der  Gleicku 
gen  (J.) 

Um    nun   den   Uebergang    zu    den    imaginlren    ZaUa  i 
machen»  sei 

dann  Bind  die  Wurzeln  der  ersten  der  Gleicbungen  (I.)  aArkS- 
die  der  zweiten  ai±ÄiV— 1.  Ferner  folgt  ans  den  GleidraBsni 

also 

±  V(i«^4p)  (i»i-4pi)=  ±46*, ; 
hieroit  wird 

|»  +  Pi+f  *fi  TjV(j*-4|i)(i«,-4ft) 

=o«+6*+a*i +6*1 +2aai  T266i 

=(a+öi)*+(ftTfti)». 

Sonach  Usst  sich  der  Lehrsatz  (L)  so  ausdrfickeA:  Kf  f 
dratische  Gleichung 

j?«-2(a+ai)a: + (a+ni)«+(6T6i)*  =0 

hat  zu  Wutzefai  die  beiden  Snnmien,  weldie  eptstehep,  *^ 
man  je  einen  der  beiden  Ausdrucke  aJtftV — 1  und  eiaa  j 
beiden  Ausdrücke  aidb^V^— 1  zu  einander  addirt.  Da  akcri 
Wurzeh  jener  quadratiscneo  Gleichung 

wo  die  obem  md  tuAm  Eeishen  «ich  nicht  nothwendig  csif 
eben,  sind 9  so  hat  man 

(a±6V^)+(ai±6i\r=l)=(a+ai)±(6T*i)V"-l       < 

wo  in  Beziehung  auf  die  Zeichen  auf  jeder  Seite  filr  sidi  die  M 
gemachte  Bemetkune  eleichfalls  gilt,  in  dieser  Gieichpcj 
sind  aUe  möglichen  F&lle  enthalten»  wie  auch  die  Zeiekth** 
Hand  combiuirt  werden  mogeo. 

Femer  hat  man 
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f  wi  ±  V  (j»-4p)  (j»i-4ft)  =2aai±2Mt , 


Der  Lehrsatz  (IL)  ISsst  sich  also  jetzt  folgendermaassen  aus- 
sprechen:   Die  quadratische  Gleichung 

hat  zu  Wurzehi  die  beiden  Producte«    welche  entstehen,    wenn 

man  je    einen  der  beiden  Ausdrücke  a±bS/  — 1    und   einen  der 

beiden  Ausdrücke  «li^iV  —  J  mit  einander  multlpiicirt.  Nun  sind 
aber  die  Wurzeln  jener  Gleichung 


= (aa,±460db{a6iTöi6)  V^ , 

wo  die  obem  und  untern  Zeidien  in  den^EJaimnem  einander  ent* 
sprechen,  diesen  aber  nicht  nothwendig  die  ausser  den  Klammem« 
Also 

wo  für  die  Zeichen  auf  der  rechten  Seite  die  eben  gemachte  Be* 
merkung  gilt,  auf  der  linken  Seite  dagegen  die  Zeichen  beliebig 
gewählt  werden  dürfen. 

Auch  diese  Gleichung  (B)  umfasst  alle  mo^iehen  Fälle,  wie 
auch  die  Zeichen  auf  der  liiucen  Seite  combinirt  werden  mögen. 

Die  Formeln  für  die  Differenz  und  für  den  Quotienten 
zweier  imaginären  Ausdrücke  können  auf  dieselbe  Weise  abge- 
leitet oder  aus  den  Formeln  für  die  Summe  und  für  das  Product 
hergeholt  werden. 
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Uebunj^saufiiraben  fBr  Schüler. 

Von  Herrn  H.  Scheffler,   Baa-Condncteor  bei  den  Ber»»f^ckfc 
•chweigiachen  Eilenbahnen   in  Braunachwei^. 

Aufgabe. 

Es  sind  (Taf.  VII  Fig.  6.)  die  beldeo  Punkte i 
und  der  um  C  beseliriebene  Kreis  gegeben;  man&fl 
einen  Kreis,  weicher  durch  A  und%  ^eht,  und  <i(i 

ßebeneo  Kreis  in  den  Endpunkten  Ein  und  desf^ 
urcbniessers  schneidet. 

Auflösung.  Man  beschreibe  einen  beliebigen  Knii. 
eher  durch  Ä  und  B  geht  und  den  gegebenen  Kreis  iij 
Punitten  2>»  E  schneidet,  ziehe  die  Geraden  AB^  ^^^ 
ihrem  Durchschnittspunkte  F  und  lege  durch  F  und  das  Cb 
C  des  gegebenen  Kreises  die  Linie  GH\  so  stellt  diesAj 
gesuchten  Durchmesser  dar,  und  A^  B,  H,  G  sind  rierN 
des  verlangten  Kreises.  | 

Beweis.    Angenommen  ein  durch  die  drei  Punkte i^^ 

felegter  Kreis  schneide  die  Gerade  GF  in  einem^ Punkte  ^:| 
ann  hat  man  I 

im  Kreise  DEHG  FG.FH^FD.FE, 

im  Kreise  ABHG'  FG'.FJJz=zFA.FB, 

im  Kreise  ABED  FD.FE=zFA.FB,  I 

folglich  FG\FH:=FG.FH, 

FG'=zFG, 

d.  h.  die  beiden  Punkte  G  und  G'  fallen   zasaminen, 
durch  A,  B,  H  gelegte  Kreis  geht  auch  durch  G. 


363 


Slis.c  eilen. 

Literarische    Bemerkang  ron  dem  Herrn   Dr.  Grebe  za  Caasel. 

Um  der  im  Archiv  für  M.  u.  Ph.  Theil  XV.  Heft  2.  S.  137. 
enthaltenen  Aafforderiio^  za  entsprechen ,  theile  ich  Folgendes 
mit.  Das  dort  envähnte  Werk  von  Bramer  führt  den  Titel: 
„BENJAMIN  BRAMERl  Beschreibung  Eines  sehr  leichten  Per- 
»spectiv-  und  gruodreissenden  Instruments  auff  einem  Stande: 
„Auff  Herrn  Johan  Faulhabers,  bestellten  Ingenieurs  des  Heyh 
„Reichs  Stadt  Vlm,  weitere  continuation  seines  Mathemati- 
„sehen  Kunstspiegels,  geordnet.  Gedruckt  zuCassel»  durch  Johan 
„Wessel,  vnd  zu  Franckfurt  bey  Eberhard  Kiesem  Kupfferste- 
„ehern  zu  finden.  Im  Jahr  1630."  Der  Beschreibung  selbst  geht 
eine  Zueignung  an  den  Ehrnvesten  Hochachtbarn  vnd  Kunstrei- 
chen Herrn  Johan  Faulhabern  etc.  voran ,  welche  fofgendermas- 
sen  anfangt:  „DAss  in  den  Mathematischen  küosten  viel  wun- 
„derbare  i^nd  verborgene  Geheimnuss,  auch  offtmahls  Dinge  ,^  so 
„fast  vnrauglich  Schemen,  gleichwohl  aber  durch  geringe  mittel 
„zu  wege  gebracht  werden  können,  ist  auss  vielen  dingen  zu  se- 
„hen.  Als  zum  Exempel»  durch  zusammen:  oder  übereinander 
„scEreibung  einer  Arithmetischen  vnd  Geometrischen  pro- 
„gress,  kan  man  viel  wunderbare  Dinge  verrichten,  wann  nur  die 
»iArithm  etische  mit  einem  0,  die  Geometrische  aber  mit  1 
„anfängt,  Nemblich,  das  Multiplicirn  durch  Addirn,  das  Di- 
»vidirn  durch  Subtrahirn,  Kadicem  quadratamextrahirn 
»durch  halbirn,  Cubicam  durch  3,  Zensicensicam  durch  4, 
„Sursolidam  5,  vnnd  so  forthan  mit  andern  quantiteten  di* 
„vidirn.  Welches  dem  Herrn  als  einem  jetziger  zeit  in  Teutsch- 
„land  berühmten  Arithmetico,  geougsamb  bekant,^  vnnd  also 
)>obne  noht  wäre,  dessen  Exempel  zu  setzen.  Damit  aber  die 
»vngeubten  meine  Meynung  sehen  mögen,  stehen  die  Zahlen  bei- 
„der  Progressionen  also: 


„Arithm:  Q.    1.    ,2.  3.      4.      5.      6.        7.       8.        9. 

>,Geomet:  1.    2.      4.  8.    16.    32.      64.  128.      256.    512. 

„Arithm:  10.         IL        12.        13. 

„Geomet:  1024.    2048.    4096.  8192.«' 
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Einen  Dnickfebler  des  Bachs  im  drittletzten  Gliede  1er  ei 
metrischen  Progression  habe  Ich  verbessert.  Es  werdei  m 
diesen  beiden  Keihen  die  Grundregeln  des  RechneDs  nt  Li 
rithmen  erläutert,'  und  dann  heisst  es  Seite  5.  weiter:  „Smi 
,^em  Fundament  hat  mein  lieber  Schivager  undPraeceptoiJi 
^»Burgiy  vor  zwantzig  vnd  mehr  Jahren,  eine  sehuoe  pro«r«i 
^ytabul  mit  ihren  dlfferentzen  von  10  za  10  in  9  tätkt 
„c  u  1  i  r  t ,  auch  zu  Prag  ohne  berich  t  in  Anno  1620  drucken  U»n.  \ 
y^ist  also  die  Invention  der  Logarith:  nicht  dess  Kepe 
y^ondem  von  gedachtem  Burgi  (wie  soldies  vielen  wisew. 
,Jhm  auch  Herr  Kep lern s  zeugnuss  gibt)  lange  zovorefM 

Um  diese  Stelle' vollständig  zu  verstehen,  mnss  maavia 
dass  Bramer,  zu  Felsberg  In  Hessen  1588  mboren,  scIknibi 
ner  frühesten  Kindheit  in  das  Haus  seines  Schwagers  Bsp. 
als  Hofuhrmacher  in  den  Diensten  des  Landgrafen  WiM» 
zu  Cassel  stand,  gekommen  und  mit  diesem  1603  nach  Piu 
zogen  war.  Wahrscheinlich  war  der  Umstand ,  dass  Binsi  ü 
dem  Tode  von  Bramers  Schwester  sich  1611  anderweitie  fd 
rattete»  die  Veranlassung,  dass  Bramer  in  sein  Vaterlaadari 
kehrte,  wo  er  1612  eine  Anstellung  als  Baumeister  zo  >U| 
eriiielt.  Statt  zu  sagen  „  vor  swantzie  und  mehr  Jahren'*  '^ 
Bramer  sich  ausdrücken  können:  als  ich  noch  in  dem  Hau 
nes  Schwagers  Burgi  zu  Prag  lebte.  Die  erste  Schrift 
mer,  die  unter  dem  Titel:  Problema,  wie  ans  bekanotg« 
Sinn  eines  Grades  Minuten  oder  Secunden  aOe  folgendei! 
aufs  leichteste  zu  finden  und  der  canonsinunmzu  absolvireii 
zu  Marburg  1614  erschien ,  lässt  vermuthen,  dass  BßMJ 
Neigung  zum  Berechnen  von  Tabellen  sich  bei  seinem  Sdi< 
angeeignet  habe,  und  diesem  bei  der  Berechnung  tw  ' 
Logarithmentafel  hfilfreich  zur  Hand  werde  gewesen  sm 
Bur^  seine  Tafel  so  lange  zurfickhielt  nnd  sie  auch  din 
Bericht  herausgab,  scheint  bei  ihm,  der  keine  Sprachstadirj 
macht  hatte,  aus  unbesiegbarer  Scheu  vor  schnftlicber '^ 
Inng  zu  erklären  zu  sein. 


Anmerkang. 

Nach  dem  eingesnndten  Monnscript  des  Herrn  Via«  tdieiiti»^ 
ich  im  Obigen  habe  gesperrt  droeken  laseen.  In  Bramcn  Bk^  j 
lateinischen,  das  Uebrige  mit  deutschen  Letleta  gcdradrt  ta  wb.  ! 
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Snr  les  fonctions  elliptiqaes. 

Par 

Monsienr  Ubbo  H.  Meyer,  ^ 

de  Groniflgue. 


Les  fonctions  elliptiques  ayant  tirö  ieur  origine  du  probl^me 
de  Tintegration  des  fonctions  irrationnelles»  on  a  toujonrs  en  yae 
l'applicatioD,  qu'on  pourra  en  faire  pour  les  quadratures.  Mais 
par  cette  raison  on  a  trop  neblige,  k  ce  qui  me  semble,  les  pro* 
prietes  de  ces  fonctions  5  qui  ne  se  pretent  pas  iinmediatement 
aux  quadratures.  8i  donc  il  y  a  quelqne  succes  dans  l'analyse 
suivante^  c'est,  parcequ'en  suivant  une  marche  rationnelle^  je  ne 
me  suis  pas  souci  du  parti,  qu*on  saura  en  tirer  pour  Tintögratioii 
des  fonctions  irrationnelles ,  persuad^,  comme  je  suis,  que  toute 
analyse  exacte  trouvera  ensuite  son  application. 


§,  I. 

Theorie,  des  fonctions    eliiptiques  de  la  premi^re 

esp^ce. 

La   fonction   elliptique    de   la  premi^re  esp^ce,   dönot^  par 
f*(p  ou  ffp^Cf  est  d^termio($e  par  l'^quation 


(1) 


F^^F^,c=/^^ 


dans  laqnelle  on  a 

c  (§tanf  uit  niodule  suppos^  positif  et  inf(^rieur  a  Tunit^. 
Band  IVI.  35 
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Em  eonmUnDt  «■  cenlraire  la  miaMe 
/Vt  ^  pocant 

P—ff' 
mm  asra  la  fboctioo  mrenm 


Cette  mani^e  d'eoruager  la  fonctioo  ellipfiqiie  d  aoa  n- 
▼ene  a  ac»  dülcalt^.  Ea  effet,  la  foaefioa  Fp  oa  ^  «laat  d^ter- 
min^  par  F^qaation  (1),  11  ne  sera  permis  de  conaid^rer  p  comme 
▼ariable  ind^pendante ,  a  moins  qu'elle  ne  re^otre  toiite  Talcor 
poaaible  reelle  et  iroagioaire  en  lai«sant  varier  q>  par  ^egr^  inseo- 
aiblea.  Or  ce  n'est  pas  didicile  de  montrer,  qne  cette  conditioi 
ne  aera  paa  remplie. 

On  poniray  k  la  verit^,  consid^rer  ^  oa  ain^  eeouB«  feacti« 
d'one  Tariable  iodöpendante  x,  et  poaer 


•  _«. 


ain^:=ainanip  x; 
•n  am  tort  d*aiBnner,  qo'ii  a*en  aaiYra 


Tont  äe-qa'on  pooira  ^tablir,  c'est,  qae  la  fonetion  F^  cm  p,  tA- 
atitnie  a  x,  aatiafera  k  r^quatioo  \ 

8109=:  sin  ampjT» 

ooi  qne  p^  aera  ane  racine  de  cette  ^qnation  riaolao  par  rappoit 
k  x,  aaroir  cette  racine^  qui  s'^ranonit  avec  9. 

Un  pareil  caa  ae  präsente,  loraqu'on  Toudra  dMaire  In  th^orw 
den  foDctiona  circolaires  de  T^quatioo 


*=♦•=/"£' 


dann  laqaelle  la  fonctloa  Q«  est  ddtermbde  par  lea  dqantiona 

Or,  comme  on  a  la  coutome  de  traiter  d  abord  les  fonctioDs  sin^ 
et  C0S9 ,  et  de  passer  ensuite  k  la  fonetion  tf»  enprim^e  par  FiDt*- 
grale  pr^c^dente,  il  sera  de  m^roe  plus  m($thodique  de  convertir, 

äuant  aux  fonctions  eliiptiques,  l'ordre  suivi;  et»  au  lieu  de  partir 
e  r^quation  (1),  nous  consid^rons  directement  la  fonetion  regardee 
k  rordinaire  comme   fonetion   inverse  de   la   fonetion  eUiptique- 
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D^ignons  par  u  cette  fonction,  ou,  plutdt,  repr^sentons  par  ii, 
r,  u>  trois  fonctions  de  x,  c;  en  sorte  qu  on  ait 

Alors  les  foivctions  ti^  v,  w  seront  compl^tement  dötermmöea  par 
le  Systeme  des  ^quations 


(3) 


!8xif=:rw,    dxV=z — wu,    dxto= — chiv, 
f>o  =  0.       ©0  =  1.  Äo=l. 


C*est  de  ces  ^qiiatioDS,  qu'ii  faut  deduire  les  propriet^s  des  fonctions 
u,  V,  tc.  < 

On  en  tire  k  Tinstant  les  relations  par  lesquelles  ces  fonctions 
sont  liäes  entre  elles:  car,  puisqu'on  a 

1 

il  viendra,  en  integrant,  et  en  obserTant«   que  u  se  change  en  0, 
r  et  fo  en  1,  lorsqtte  x  s'^vauouit, 


d'oä 


/>,«=! -Ö,«=:i(l-Ä^, 


ayant  posö  pour  abröger 

Dösignons  ensuite  par  x  une  racin^  de  l'^quatioa 

u=Px 

r^solae  par  rapport  k  x;  on  aura 

tt=Px, 

«t  X  sera  une  fonction  de  Uy  qa'on  pourra  representer  par 

Mais  ff  ^tant  ane  fonction  de  x,  il  8*ensiitt  que  x  sera  aunsi  une 
fonction  de  x,     Donc  on  aura 


3«8 


d'oü 


et  comroe,  en  ayant  ^gard  aux  ^quatiofts  (4),  on  a 

il  se  präsente  deax  cas«  selon  qu'on  a 

QxRt=vw,  ou  QxÄx=— ©10, 
auxquels  cas  correspondeDt  par  suite 

8xx=l,  8*x==— 1; 

d'oü,  en  int^grant, 

t;  +  x=ar',  v' — x=j:,       * 


V  et  v'  ^tant  constantes  par  rapport  ä  d?.     En 

leurs  de  x  dans  leg  öcfliatioDS  correspondantes,    on  obbi 

P«+x=A,  P^-x=/^, 

Q«4.xi2«4.x=QxAx,  Qt,'-xA,'-«  =  — QxÄx; 

puis,  en  prenant  x  =  0: 

P^=0,         P„'=0, 

^qnations  anxqnelles  les  constantes  t;  et  v'  dolvent  satisiiiK 
D'ailleurs  T^quation 

u=sPt, 

differenti^e  par  rapport  k  u  donnera 

l=:8xPx8«X=QsJZx8.iZ, 

d'o^ 


dtix: 


QxRx' 

AjontoDS  que,  comme  on  a  Po=0,  on  poarra  choisir  Uri* 
de  maniöre,  qu'eUe  s'evanouisse  avec  «,  en  sorte  quoaiit 

Xo=0; 

et,  en  considörant  Qz  et  R^  comme  fonctionB  de  «,  si  I  **  ^ 


OD  aura 


d'oü 
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(d'u  =  Oeu; 


donc  la  racine  x  sera  compl^ement  dötermio^e  en  fonction  ^de  u, 
et  il  auivra 


Ott,  fii  Ton  Teut, 

du 


pu «tt 


pourra  que  les  radicaux  V^l — a*,  V^l  —  c*tt*   soient  prU  de  ma- 
Diere  ä  devenir  ögaiix  a  TuDit^,   lorsque  u  s'evanoait 

La  racine  x  d^terminäe  par  r^quation  pröcödente  peut  rem- 
placer  avec  succös  la  fooction  elliptique.  Pour  reconnaitre  la  liaiaon 
eatre  ces  deux  fonctions,  posons 


Oll  aura,  oon  aeulement 


«•*=5;' 


mais  encore 

puts,  eo  conaidcSrant  o««  et  x  comme  fionctions  de  ^/si  Ton  fait 

on  aura 

Ao=l.       ^0=0,      ^ 
•t,  ä  cause  de 


II  viendra 


370 

WttCJell  T  T  T  1^ 


,   ^       I       1 


d'oi 


:=F,=/ 


Remar^nons  quo,  ^  ^tant  Introduite  cotpme  fonction  de  8,  ^ 
•era  permis  d*attribuer  k  t/f  que  des  valeurs,  qu'elle  acquK't: 
suite  de  la  Tariatiom  de  u ;  d'oü  il  suit  que  la    vatear  reelie  c; 


7t     .  n 


restera  tonjours  comprise  entre  —  q    ^^  o  *    Mais  cela  ne  &»<  g 

{loche  pas    de  trouver  la  valeur  de  F^,    lorsqae  qp  depts^ 
imites  de  ^.    En  effet»   ai,  pour   une  valeur    quefconque  r 
on  fait 


V  dtp 

9 


on  aara 

Fn-{-^='  Fn  +  Fi^, 

A*oik,  n  4tant  an  oombre  entier, 

Fun-^flt^nFn  +  F^, ; 
puls  4  en  verta  de  F^  == — F.^ ,  on  aura  encore 

Fji^^,  =  Fji^^F^ , 


et«  en  prenant  ^=q  » 


d*oü 


FyanFn-Fn, 


Fn^2Fn_; 


W  viendra  par  consöquent 


F„;r+^,=2nF«  +  F^  =2«  X^  +  x . 

1 
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NoM  aTOBS  fait  c«tte  d4mwche,  poar  montrer  ^fo  eoaneseloo 
eotre  la  racine  x  et  eotre  la  fonction  elliptique  F^,  Toutefois 
OD  pourra  se  dispenser  de  cette  fonction  en  iotroduisant  la  racine 
X,  comme  cela  a  4i6  fait ;  et  le  r^sultat  principai  de  ce  paragrapbe 
sera  compria  dans  les  termea  suivants. 

Soient    / 

trols  fonctions  de  x,  c  dätermiuöes  par   lea  6quations 

dxu^=zvw,    8x»=— IC»,    8«tc=  —  c*iiü, 

seit  X  uoe  foDction  de  u  dcSterminöe  par  l^quation 


:-X.-X.^-y  ^-^, 


daos  laquello 
OD  aora 

e«=:Qs.    Sc»»  Ar. 

•t 

XSSV  +  Tt    OB  «=3l/-^X, 

aoloD  quo  ron  a 

QmRx^^^QtRx,  ou  Q«ßx=~QxiZ>.  - 

V  etv'  ^taot  deux  constantea  aasttjettiea  A  laeoBditio« 
de  T^rifier  lea  öquatioDS 

QvRv  =■  1 »       Qf/  Rv*  =— *  1. 

Aioatons  que,  pour  des  valenra  finies  de  Px^  lea  fonc  od« 
Px9  Qx»  Rx  ae  chaDgeroiit  en  sin^r,  cos^r,  X,  lorsqu'on  suppoae 
c=0;  de  aorte  qu'on  aura 

Oa  poarra  de  m^me  consid^rer  Px,  Qx,  Rx  eoinine  des  Conctiona 
particali^res  d'une  aiitre  classe  de  fonctions,  dont  il  sera  aisö  d'ö* 
tablir  les  öqaations  diff^rentielles.  En  continuant  de  cette  maniöre, 
il  aera  utile  d'embrasser  toutes  ces  fonctions  par  uoe  d^nomina- 
tioB  Ol  oae  ootatioo  g^n^rale«    On  pourra  p.  o*  appoler  cea  foso- 
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tion«  fonctioBS  circalaires,  eo  lea  claawÜMit  cd  divc»  •rAres 
et  raogs ,  et  en  les  d^^signaot  par  le  signe 

# 

m  indlquant  le  rang  et  n  l'ordre  de  la  fonctioD  circulaire.  Dans 
cet  ^tat  de  choses  sioj;  sera  lapremiere  et  cofsx  la  aeconde 
fonctioD  circulaire  du  premier  ordre,  et  Ps  sera  la  pre- 
mi^re«  Qx  la  seconde  et  Rx  la  troisieoie  fonction  cir- 
culaire du  aecond  ordre;  ce  qu'on  ezprimera  par  la  notatioo 

sinx=l[l,,  cosa:=l|2^, 
P,=2|l„  ör=2|2„  Ä,=2|3,, 
et  ainai  de  auite. 

9.  IL 

8ar  lea   valenra  particull^rea    des  fonctioDs 
circulaires  du  second  ordre. 

Pttisqne   la  ¥alenr    de  la    fooction    Ou»   d^^terminte   par  les 
^quationa 

5,*=1— tc*,  Oo=l»  ' 

eat  positive  pour  u=0,  eile  resterk  positive  et  comprise  entre 
lea  limites  0  et  1,  eo  faisant  varier  u  par  degr($s  iosensibles  eotre 
lea  limites  —i  et  +L 

Si  donc  la  valeur  de  c   reatera  comprise  entre  les  limites  0 
et  1,  et  qu'on  pose 

(1)  6=  Sc, 

la  valeur  de  b  sera  positive  et  inf(§riear  ou,  tout  au  plus,  egale 
i  1.    Puls,  comme  on  a 

6*=l-c», 

il  s'en  suit 

c»=J-6«; 

et  on  aura,  non  seulement 

mais  encore 

0  =  ^5; 
d'oü  Ton  conclnt^  que  b  se  changcra  en  c,  lorsque  e  ae  rMnit  i  6- 
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Mais  la  valeur  de  o«  sera  encore  positive»  loraqa'en  partaDt 
de  la  valeur  nulle  de  u,  on  attribae  k  u*  des  valeurs  negatives, 
ou  ä  if  des^  valeurs  imaginaires,  et  eile  restera  positive  en  faisant 
varier  u  jusqu'a  riafini.  Dodc  en  däsignant  par  qo  rinfini 
po^if,  et  par  t  une  des  racines  quarrees  de  — l,  mais  tottjours 
la  in^me  racioe ,  on  aura 

4 

Cela  posöy  OD  sera  assure,  que  la  fonction  sous  le  signe  in- 
tegral dans  r^quatioD 


t/     6)a6) 


du 


restera  positive  en  faisant  tf  =  l  et  ti=(X}i;  ee  qui  coodait  ^ä  con- 
siderer  les  valeurs  particuli^res  Xj  et  Xxi>  que  nous  dösignons, 
pour  abr^ger,  par  t  on  t«  et  ^  ou  ^e;  en  sorte  qu'on  alt 

/i    du  r^    du 

o  o 

Maintenant  nous  avoos  vu  dans  le  paragraphe  pr^cfSdeot,  qu'en 
d^terminant  les  fonctioos  circulaires  du  second  ordre 

par  le  Systeme  des  öquations 

dxu^^vw,  8jrr= — füu,  3xw=  —  chiv 

on  aura 

donc,  ä  cause  de 

Öq  =  J,    «5e=6y    C3|=0,    OaDi=  OD,   X|=T,   Xxl=^9 

il  resultera 

Pr=l,        Qr=0,         ÄT=6, 

Quant  aox  rapports 


(2)  I  Pt=1,       Qr=0,        Är=6, 

'   Pp=:<»t,  Qp=:qo>      Äp=QD. 


on  pourra  s'assorer,  qu'ils  seront  egaux  au  prodnit  d'ane  qnantitö 
positive  par  t;  et  comme  on  a 


374 


=  1— P^.  *^=1-€«P^ 


1 

-1 

V^J 

]  = 

k-' 

^^-i 

Q,-'' 

1^ 

• 

1 

(?) 

Ajo«toM,    qacatre  ies  fcnctio«»  t  eC  f , 


(4) 


U  eiisto  me  ichfiM  asses  naple.    b  cSet,  «  Fm 


^=ö^'  ö«=g^.  A.=.^::r, 


a*o& 


dm        ^     dm^ 
:t-= — ==■ 


0«tt«a  Oa'ttta' 


Or,  en  bisaat  Tarier  s'  dqnda  0  josqu'i  1,  -7   Tariam   depeit  0 
jnaqa'i  oo:  do&c  on  aora 


(5)  ee=tn; 

d'on  encore,  d'apr^s  ce  qni  a  dt^  dit  ci^desana. 

Nana  ae  noaa  arrdteront  paa  aas  dirara  pcacddda  pnff^J 
l'dFalnation  dea  fonctioDa  t  et  ^    Cetai »  qui  ae  pNaeota  tthm 
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% 

coDsistedansledf^veloppement  delafonctiong—  en  8«§rie  suivantles 

puissances  entieres  et  positives  de  u;    ce  qui   conduit   par  des 
quadratures  connuea  k  la  s^rie 

<•)  •=l"+©'«-+Co)''^+(&')>+->- 

d*oü,  k  cause  de  r^quation  (5), 

§.  in. 

Sur  les  formules  foDdamentales  des  fonctions 
-  circnlatres  du  second  ordre. 

Les  foDCtioos  circnlaires  du  second  ordre 
(1)  i»=P,=P,,.,    f.-  Qs=Qx,i.    «>=Ä,=Ä,,, 

m 

sont  compUtement  dötermin^es  par  le  Systeme  des  equations 

♦ 

^^^  I     Po=0,       Qo=l.  «0=1; 

d'oü  Ton  a  d^duit,  $.  I.  (4),  les  relations 

U»=l-t.«=;J(l-»B«), 

c 

^  jt.«=l-tt»=-^(6«— tc»), 

> »«  =  1  —  c»a»=  6»  +  c»p*, 
ayant  pos^,  pour  abr^ger, 
(4)  6«=1— c«. 

Ajoutous  toutefois,  pour  complöter  la  determinatioD  de  b ,  qu'elle 
sera  toujoars  prise  dans  le  sens  de  devenir  1^  lorsque  c  s'^vaDouit, 
comme  eile  est  iotrodaite  par  Töquation  (l),  §.  II. 

Cela  pos^,  on  tire  des  Equations  (2)  et  (3): 

(8,ti)«=l-(l+c«)ti«+c*tt*, 
(3,»)»=  -  6«  +  (Ä2— i^ra+  c«ü* , 

(3,«?)«  =  ««— (l  +  6«)  fö*+ w*; 
doQ,  en  dUMrentiant  par  rapport  a  x, 
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a,«r=-rtc«-^6«— 2c*c*}, 
8,«  w =—1011  +  b^—2w^\. 

'  Soient  maintenant  tf',  v\  u>'  trois  fonctions,  qai  ^.^^^*^ 
u,  V,  w  par  le  -changenient  de  x  en  x^A,  A  ^tant  indepct^ 
de  or,  en  sorte  qu'on  ait 

(5)  u'-Pxi^h,  v' = ö,V* .  w' = *'+* ; 

OD  aura  de  möme 
(6)  d,uf=v'w'f    8,©'=— wV,    a*io'=  —  c»iiV. 

(3,  tO*  =—6«  +  (6«—  c»)  ©'«  +  c*©^, 

8,«t«'=— tt'U+c»— 2c««'«J, 
8,*  ü'=— v'{c*  -  6«— 2c«ü'*J , 
8,»«?'=-w'a  +  **-2t0'*l. 

De  ces  öquations,  jointes  aux  prcSc^dentes,  od  dödoit: 
(tids u')*—  (u'  8# «)«=  tl  - c« (w«0*l  {«•— «^)» 

(w8^0*—  (w'Sjrtr)« =16« — (fwoO*l  {«*  -  «^ 

tt8*«tt'— tt'8#»tt= -2c*tiii'(tt*— 11'«), 

t)8x«i?'--  ©'8**»=— 2c«v'(ü«— ü'«), 
w8,«  tr' -  V3**  w  =  -  2iiw' (fo*— w'«); 

tt8x«tt'-tt'8**tt  2c««tt' 


et 


et 


d'oü 


(M8,tt')*-(tt'Ö,U)»  ""         1  - C«(tttt')*  ' 

p8xV— t?^3x«p    _      2c«w^ 
(r8*  v')^^  (v'  dsv)^  —  6«  +  c«  (wO*' 


Mais  on  a 


et 
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©a*«  v' — ü'a,«  ü = a,  («axr' — v'Bsp)  , 
(iia*to*— («'a,  tt)«=(wa,u'  -  w'  a,«)  («a,!«' + u^a^u) , 

(vdx  ©0*  —  (»'8*  »;*  =  (vdsv'— 1>'  S,  r)  (vd,  v'  +  c'  a^t  v) , 


oa 


(vdx  ©0*  —  (v'dxv)^ = (pa,p'  —  v'dxv)  dx  (üoO  » 

ftoa^wo^— (^'a*w)^=(wa*io'— w'a*ii?)a*(«w'); 

donc  OD  obtiendra 

Bxiudxuf^u'dxu)_      "Jd^uu'dxjuuQ 
udxu'-u'dxu     ""        1— c«(ttt«')*  ' 

dxjvdxv'—v'dxv)  _2c^vf>'dx(vv') 
vdx  r'  -v'dxv    ""  6« + c«  (t?t?')*  ' 

a^r  (wajrW' — tD*dx  tc) 2fCtC^a£_(t£tr') 

toajru?'— tc'a*a>  6* — (tcto')^ 

ou,  en  ayant  ^gard  aux  äquations  (2)  et  (6), 

8x  (uv'w'^u'vw)  _   ax  (i  —  c% V) 
uv'w' — u*vw    ~"     1 — c^u^uf^     ' 

dxjvw'u'^v'tou) _  dx(b^+c^v^v'^ 
vw'u'  —  v'wu    ""    b^+iflt^v'^     * 

dxjtou'v'  —w'uv)       ax(6^  — fg^"*) 

Puis^   comme,    en    g^näral,   d'une  ^quation    diff^rentielle    de    la 
forme 

4 

Bxp Bxg 

P  ^  9 
OD  tire 

!^*P      Bxq  _Q 
P  9 

oa 


il  Tiendrm 
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3,^=0. 
9 


«   ut'w' — u'vw - 

„   vw'u'  —  t'wu 

tcttV — w'ttr     _ 


OS  bien,  en  rerta  des  ^qnations  (1)  et  (5), 

Cm 


^  RxPx^kQx^k—Rx^kPx  Qx  ^ 
^'  b^-^Rx^R^x^h 

Ed  integrant,  et  eo  determinant  les  constantes  d'intögration  par  U 
aupposition  de  j;=0»  -ce  qui  chaogera  Px,  Qxp  Rx  en  0,  1,  1,  od 
•era  cooduit  ä 

Px  Qx+k  Rx^h  -  Frf  ib  Qx  Rx  o 

Qx  g^-i^jh  Px^^*  -  Qxj*  iBr  Px  _     Rk  Pk 

RxPx^kQx^k-^Rx^kPxQx       PkQk    . 

et,  en  faisant  x-{-h^=^y,  on  h^rzy^x,    et  en  obaervant,  qa'ea 
▼ertu  des  ^quations  (1)  et  (3)  on  aura 

« 

il  8*en  suivra 

«        Px  Qtf  R$ —  Py  Qx  Rx 

i^U-r—  1  — C^Px^P»*         ' 

Py— X QxRy  Py  "^  Qf  ^J^J-  P* 


QiZ~  b*—R*.R,* 
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Les  Tariables  x  ei  y  ^tant  indtfpendaBtea  Tone  de  raotre,  on 
obtiendra,  en  prenant  y=0, 

doÄ 

* 

(7)  P,  =  -/»_,,  Q,=  0-.,,  Rs=R^,. 

En  substituant  donc  — o?  kx,  les  öquations  pröcödentes  donoeront 

/      p        _PxQyRy+PyQsRs 
/Q\        J      P*-{-y QjT  -fiy  /^y  4"  Qy  Rx  Px 

y    Q'^v~  b'^-Rs^RJ' 

Od  poürra  d^duire  de  ces  «^quatioos  une  foule  de  formales. 
II  ne  sumra  pas  m^me  de  les  ^tablir  toutes  trois,  puisqae  deuz 
se  d^duiseot  de  la  troisieme  k  Taide  des  relations  (3). 

Profitons  d'abord  des  valeurs  particuii^res  du  paragrapbe  prtf- 
cMent.  £b  determinant  r  et  9  par  les  ^quations  (4)  ou  (6;  et 
(7),  5.  II.,  on  a  trouv^ ,  (2),  (3),  $.  IL, 

(9)      \^^  ^e  *^9 

Pq .  Q(f 1       Rg       C 

Q(~*'    Wf~'c'  p^~i- 

m 

An  moyen  de  ces  valeurs  particuliires  od  tire  des  tfqnatioo« 
(ß)  jointes  aux  relatioDs  (3) 

^'+'-5;'  BTT"*^"  ö;H^~~Äft' 


d'on 
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De  piM,  m  Van  fallt,  pcmr  abreger, 
oa,  soiTant  l'^aatioo  (5).  (.  II. 

0e=iTc  +  IT*, 

il  vienilra 

Kx^^  Äx+e  ««4f 

ou 

(12)     '''+<'=c^'    ^'+*'"cie;'  Ä,-Hr=6i^, 

•t,  en  prenant  x=0, 

c  et 

Si  maintenaot  od  substitue  successivement  y4-^>  if  +  ^i  y^^ 
k  y  dans  les  formules  (8;,  en  obaeiraot,  qae  des  reiations  (3) 
on  d($duit 

(14)     J6«  +  c«  Qz«  ö»«=Py«— c«Px«  ey«= 6«  P,«+ i?,«  Q,*, 
on  trouvera,  i  l'aide  des  formules  (10)  et  (|2), 

J^-«  Rx*-R^ 


(16) 


Rx+9  _  QxR.jP^-QyRxPx 

B     _RzR9-f^P'QxPtQw . 
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Px+y~  Px^-Pt^ 

_1 RxRt+  c^PsQxPjQ, 

Eo  combinant  ces  formales  on  en  tirera  d'aiitres,  que  nous 
n'^crivoDs  pas.  Toutefois  il  sera  bon  d*en  ^tablir  encore  quel- 
ques*nnes,  dont  nous  profiterons  dans  la  suite. 

En  vertu  des  öquations  (7)  oo  deduit  des  formules  (17) 

'^'-^- PxQyRa+PyQxRx  ' 
*''"»  ~  ~  c«  QxQt-  PxRxPyR,  ' 
"'-»-     RxRy-<^P.QxPyQy' 


En  y  joignant  les  fonnnles  (8),  (16),  (16),  on  trouvera 

V 


p,«_p« 


P'+l/P'-H  -    l^c*P,^y*  ' 
/l«        irt  /»  1    b^-R^Ry* 


formiiles  qni,  4  l'aide  des  ^natioas  (10),  (12),  (14),  ae  r^dnisant  ä 

1-    '''"      " 


(19)     <     Q,+yQx-y=Q^ — -0-, 

P*9+f 

Px* 


1- 
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Enfio,  st  rott  falt»+y=*,  d'o4  y=«— *,    *  <*»»♦ 
dante  de  x,  on  aura 

donc  on  tirera  des  formules  (17),  (16),  (15): 


d'oü 


rao) 


i»^Pj^=i-PMP*Pii' 


rA 


Or,  sniTant  les  relations  (3),  on  a 

4 

(•21)    P,«-P,»=3  -  (.Qx*-Q/)=-^(^'*-«i*> 
done  U  suivra 

S,(P,  /V)=g^8,(a^)s=:j5^8KÄ,Ä,); 

puls,  ©n  intögrant  et  cn  obseryant,  qac,  pour  j:=0,  y «« 
s,  on  obtiendra 

d'oü,  cn  remettant  x  +  y  hzek  ayant  ögard  aox  wlatioBslI 

(22)       I RxRy-^PsPyQx^y=  Rx^y  , 
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§   IV. 

Relation  entre  les  variables    et  les  modales   de  deux 
toiictioDs  circuiaires  du  second  ordre  dont  le  rapport 

est  constant/ 

Ed  posant 

(3)   j    **'*'*  ~^**'»*^'  Oy»,c,  =  ftft,c,  Äy„c,=y6  <?*,•, 

jl  sapit  de  däterminer  y*  en  fonetion  de  ä,  et  a»,  &,  y*,  c*  eii 
fonction  de  c. 

Comme  on  a 

BxPs,c=Qx,cRs,c,  d,Qs,c=—Rs,cPs,c,   8*Ä*,e=-C«P,,c<?*,e, 

il  s'en  suit  * 

8,Äy^  c^=— C«^Py^  e^ö,^  c^8j^^  ; 

et»  en-faisant,  ponr  abröger, 

OD  en  dädaira,  aa  moyeu^des  ^guatioos  (1),  (2)»  (3) :  , 

(8) 
„__5 A ^J5l    „ ^ ^ai» 1     72 

"^       fty»"  ya«a~   C8*«»Ä  '^*      ß^yr'  y4«»~cVA' 


d'oü  Ton  voit,  que  ftt  est  ind^pendante  d«  x,  de  sorte  qu'oo  aura 

26« 
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m 
(6)  yA=^*x  +  ^k, 

6k  ^tant  constante  par  rapport  a  x.    En  preoant  donc  respectifc- 
,  ment  ar=0,  J?=t,  j:  =  <T  dans   les   ^guations  (1),  (2),  pS),  et  en 
observant,  qu'on  a  trouvö,  (2),  (9),  (13),  $.  III. 

Pt  =  1,    Ot=0,      ii?T=6. 
Pa=5.     ö<x=4,  Äa=0. 

il  vtendra 

''ifi,c.=0,    Qif.,c,=A,    Ä«f.,ei=yi, 

^qaations,  aoxquelles  on  satisfait  en  faisant 

(7)    ^,=0,  d,=0,  Jj=— fi3r,  ^4=— /i4T,  ^5=— fiötf,  de=:— fi«tf; 
ce  qui  donnera 

iyi=i.  ya=i.  j^=»»     y4=j' y»=g-' r6=e- 

Les  constantes  ßk,  yk  ötant  aiost  d^termin^s,  les  ^oatiou 
(5)  se  rtfduiront  ä 

1       c«  1  ,111 

.         c»l_      6   1  ,  .1       c«   1 

_6Äl_tl  _6         il  *1. 

d*oü  Ton  tire 
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i?  1 

1  6^  c^  1 

Ci*=c*,  cj^=^a»   «%=— ^»    ^4*=— ga»    ^A^^Jä'  C5*=**. 

Mi=ai»  f«s=«a»  f%=— ^«3.  /*4=— ^«4»  f*5=— 7«5»  f^  =  — }«•• 

Ces  ^quatioDs,  dötenniDant  les  constantes  aj^  et  c&  aa  eigne  pr^s, 
on  poarra  en  choisir  a  volonte.    Nous  posous  parsuite 

1  "^  1  1  * 

a^^J»   «2=01,    C8=— ^»    «4= — 1,   05=J,   00  =  7-9 

(«)       <  1  b  ci  l 

Ci-— — c,  <^=-»  ^»~ci"  ^*^6'  ^^'^Ä'  «d  =  ^» 

En  ^liminant  ^t,  oit,  j3fc,  yjb,  Cib  ä  Taide  des  öquations  (6),  (7)» 
(8)«  (9),  les  ^quations  (l),  (2),  (3)  se  r^duiront  ä 

(10)  ft,— c  =  ft',e»       0*,— c=Q*,c>      Äjr,— e=Ä*,o» 


e  e  o 


<?l  1 

|'^d(*-T),t=='""6^''*'   Oirf(*-r)^=J-Ä*,e,   Ä<rf(«-r),*^=P#,c, 

I  CI 


9  9  0 


»*! 


Cl 


l  B  » 

X  et 

Les  formules  (10)  fönt  voir«  que  les  fonctions  P,  Q,  R  ne 
chanseront  pas  en  rempla^ant  le  module  c  par  — c.  Au  moyen 
des  formales  (11)  on  passe  d'an  module  c  inMrieur  k  Tunitä   au 

module  reciproque  —  supärieur  a  Tunit^.    II  suffira  donc    de  coo- 

Server  des  formules  (12)  et  (13)  les  trois  premi^res  ou  les  trois 
derniöres,  puisqu'on  en  deduit  les  autres  ä  l'aide  des  formales 
(11).    .En  conservant  les  trois  dernieres  on  en  tire 
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» 

(14)  <         *  •  '* 

1  ci 

ou,  su'iTant  les  ^uations  (10)  et  (12),  §.  III. 

d«)  '*.x.^=*fe'  «»4=fc  ^'T=s!:.' 

J9  1/2 

(16)     Pix,b^=ijr^ 9      Qi*fi  =  7r'  *     ^x,b=Q—' 

hixtc  V*,c  ^x^e 

Les  formules  (15)  sernront  k  la  r^ductioo  des  fonctions  cir- 
culaires  du  second  ordre  ä  modale  imaginaire«  et  les  formules  (16) 
k  la  r^duetion  dßB  m^mes  fooctions  k  variable  hnagiDaire. 

Ajoutons,  que,  par  suite  des  relations 
jointes  aax  formales  (10)  et  {Vl)y  §.  III.  on  trouvera  aisöment 


et 


\W,-WJ-  c»P»,Ä«,^^'""'^''^=  7F,  0  ~  ^y 


y 
dohc  on  aura 


-P,=«-'('-^i)=«^'(^)' 


OU 


(17)    '».«('-S)=-«''+.0-^) 


=->-^oO-^*J 


et 


387 

(18)  ,      /»x-        «»x+r",  _«!»+«■ 

Or  des  fbruiiles  (11).  (12),  (13)  on  dtfduit 


Cl 


iP.  ^ !     £x+j_  __!^_  ^ 

Py     Pc^y    Qy+r    P^,l     ^,11 


^^      '^^iy}      ''^^ ' 


donc  il  viendra,  eu  egard  auz  foriniites  (18) « 


9 


(19) 


l_5fj?       l^P«.     e<        \-P^ 
* — P»  'T       1— n» 


^e.4  '"*.i  '"»'^.i 

J-pr-7    »~^-T    '"^.71 
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§•  V. 

Keiation    entre  les    fonctions    circulaires    du  second 
ordre  par  rapport  äune  variable  x  et  entre  les  indmes 
fooctions  prises  par  rapport  ä  nn  multiple  dex. 

En  vertu  des  formules  (8),  (15),  (16)  §.  III.  on  a 

(l\     )n  .  —  QxQy—^*PyRiRi 
f_      _   RsRr~c*PxPyQxQy 

En  ji  joignant  les  ^quations  (J) 

(2)  Ps=—P-,,  Qt-Q-j,  Rm=R~x, 

il  viendra,  en  substituant  —y  k  jf, 

'  _PsQyRs-PyQxBs 

P'~»—         l_c2p«,P«y         ' 

m      io      -QsQy  +  P'PyR'Ri, 

d'oik 

(4)      {  Qx+y  +  Qx-^  =^1-^WP«,' 

ß  .    1  »      -«9      RxRy 

En  prenant  x=^y,  et  en  observant,  qu'on  a 

(5)  Po=0,    Oo=t,    Ä«=t. 

on  trouvera 
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Qr* 


(«)    l<Ä^=2iz^pr-i 


Ä^2 


I 

puis,  en  ayant  ^gard  auz  relatioos 
(7)  Q«x=l-P*^.    JZ;r*=l-ca/«„ 


•I   > 


il  8  6n  suivra    . 

En  substitnant  ensnite  'ix  k  x  et  j;  ä  y,  on  tirera  des  rormu- 

Im  (4) 

P     I  f»       g    PyQtR* 

»     _l_  I?        «         R%xRr 

d'oA,  ^limiDaDt  Pg"  <^>  ^s*  ?<"  '*"  formales  (8), 

Vs< — V.  j-(iZlc«p,4)a_4ca/»,«Q,aÄ,»        { ' 

*»»—'**  I    (l-c«P,*)«— ^k^i»«*©.««.*        '  ' 
ou,  «n  ayant  tfgard  aux  relations  (7), 
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ftx  -  f-,  j  _6c> A*+4ca  (l+«a)P,«-3c*P,«' 
M^    JO    -  o  1-4P»»  +  (Wi«P,*-lc«P»«+c*ft» 

^'  ~  '^^  1— 6c«P,*  +  4€«(l+ca)P,«-3c*P,« " 
Kemplafons  encore^r  par  2a;daDs  ies  fomules  (Q);  U  Tieodn 

n     a  P«»Qa«*t»« 


«4»— ^l_gao.4-l» 


d'ou,  ä  l'atde  des  fonnules  (8) ,  * 

(10) 

( 'v=4P«<?*fi* (i-c*p,*)4-i*c*P.4ö.*Ä> ' 

n       n(l-2^x«+c»P»*)'(l-c'P»y    , 
«*»-''  (1— cap,*)«— 16c«P,*<?,*Äx*       ' 

J>     _  „  (1-2C»P,HC'M«(1  -C'Pry     , 
'**'— ^    (1— C«P.4)4-16C»P,*<?,««.«  ~*  ■ 

Sans  qu  on  ait  besoio  de  dävelopper  Ies  ^xpressions  contennes 
dans  led  seconds  roembres  de  ces  ^quations,  on  reconnaitra,  ^e 
/^4x»  Q^^i  B^^  peuveat  ^tre  repr^sent^es  par  des  fonctioas  n-  J 
tionelles  et  fractionnaires  par  rapport  k  PA    On  sera  donc  coo- 
duit  ä  supposer  par  inductton«  qu  od  saura  satisfaire  anx  eqaatioBS 


(11)     Pnx — -gpj        Qnx  —  jK-»     Äwf — 2J 


» 

R 


en  d^signaat  par  A%,  B^n,  C^th  B^  des  fooctions  eoti^res  par 
rapport  ^  Px^  et  par    n  ud  nombre  eotier  et  positif. 

En  comparant  Ies  eqtmtSoDS  (6)»  (8),  (10)  anx  öqnations  pre- 
cädentes,  on  cooclara,  qae  3=2^ — 1  sera  le  deiri^  de  Afi 
4=2»  celni  de  />««,  9=3«  celni  de  A^^,  8=:3«-.l  cclui  d« 
Z>3«,  15  =  4*— 1  cefiii  de  A^,  16  =  4«  celui  de  D^^\  et  od  sW 
posera  par  induction,  que  n^-^\  et  n«  seront  Iei9  degrte  de  /«^ 
et  Dl?,  loTsaue  n  däsiene  un  nombre  pair»  et  que  n«  et  n*— 1  seroflt 
Ies  degrös  ae  Ai?  et  u^m  iopsqne  n  d^signe  un  nombre  impair 
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Allons  confirmer  ces  auppositlons^  en  dömontratit,  qa'elidd 
seront  verifi^es  pour  le  nombre  tn+2,  Iorsqa*on  les  suppose  ex- 
actes  pour  les  nombres  m  et  m  +  l. 

Od  a  trouv^,  (18)  §.  III., 
en  eubstituant  (m-|-I);r  ä  or  et  x  ä  y,  il  viendra 


> 

X 


d'on,  en  vertu  des  öquations  (Jl), 

De  plus,  en  concevant,  que  Am,  Am-\^i,  Dmy  Dm\\  soientdes 
fooctimis  dätenfeintfes  d'apr^s  les  sappoaitions  faites  ci-dessus,  6«i 
disposera  de  Am^^,  et  Dm\^  de  mantdre  qu*on  ait 

Dans  le  cas,  oü  m  däsigoe  uu  nombre  pair,  m  +  1  sera 
impair :  done  A^m-\-i  et  D^m-i-i  repr^senteront  des  fonctions  entieres 
par  rapport  k  P^x  du  degr^  (m+I)*  et  (m+1)*— 1;  d*oü  il  suit, 
en  vertu  des  ^(]|uatiön6  präcedentes,  que  Amf^  Am  et  Dm^^Dm 
seront  des  fonctions  entieres  par  rapnort  a  P^x  du  degr^  (m-f-l)* 
etfm+l)«+l,  ou  J^m^A^m  et  tfim^^O^m  du  degr<5  2(m  +  l)« 
et  2(m+l)2+2.  Or,  dans  ce  cas  Ä^m  et  D^«  ötant  du  degrtJ 
TO^— 1  et  m*,  il  s'en  suit  que  A^m^2  sera  du  degrö 

2  (m  +  l)«-(ni*-.l) = (m  +  2)2—1 

et  D^m^2  du  degr^ 

2  (m  + 1)«  +  2— m«=  (m  +  2)« 

Dans  l'autre  cas,  oü  m  designe  un  nombre  impair,  m  +  l  sera 
pair,  et  par  suite  A^mfi  et  ß*m+i  seront  du  degr^  (m+1)*— 1  et 
(m+1)*,  pnis  AmJ^2^m  et  Dta^^Dm  du  degre  (m  +  l)*+l  et 
{m+l)^,  ou  24«m4^  /4««  et  IPmuD^m  du  degrö  2(m+l)*+2  et 
2(m+l)*  Or,  dans  ce  cas  A^m  et  D^m  ötant  du  degrd  m*  et 
m*— 1,  il  s'en  suit  que  A^m^2  sera  du  degr^  (m+2)*et  D^m^2  du 
degr^  (m+2)«— 1. 

On  voit  que  dans  Tun  et  l'autre  cas  A^m\2  et  Df^m^  seront 
des  fonctions  entieres  par  rapport  k  P^s,  et  que  leor  dw^  se 
däduit  de  celui  de  A*m  et  D^m  en  changeant  m  en  m+2.    D^aprös 
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/ 

ee  qo'oD  Tieot   de  dire  les  suppoutions  faites  sabsistanrnt  pai 
cons^quent  pour  tout  nombre  entier  et  positlf  n. 

On  satisfera  dooc  k  l'^quation 

An        • 


P«= 


D^' 


en  d^signant  par  A\  et  D^n  des  fonctions  eoti^res  par  rapport  i 
P^x  du  degr^  n*— 1  et  «*,  lorsqne  n  est  pair,  et  da  degre  «*  et 
n*~l,  lorsqae  n  est  impair. 


Plus  göneralementy  Fexpressioii 

1- 


P'nx 


/«a, 


l-'--* 


/», 


n» 


eo  supposaot  ^  et  z  indf^pei-dantes  de  x,  poorra  6tre  represeotee 

Sar  le  rapport  de  deux  fonctioDS   entiörea  de  P^g  da    degre  n*; 
e  mani^re  que,  si  pour  abr^ger  on  fait 


(12)  Äp/5,=  'JI  /p=AoA/i...  A-i . 


on  aura 

(13) 

^"»     Trrr      *'"' 

done  il  restera  k  trouver  les  racines  Mp^q  et  Np,q,  poar  qoe  b 
relation  eotre  Pus  et  P«  soit  entier ement  a^terminöe. 

Rappeions  nous  poar  cela  les  forroules  (10)  et  (12)  du  §.  ÜL 
savoir: 

,„         lÄ,      _  6    1       _  ..P* 

(i4)  jA-H»=c^'  <?'+''=rfe;'  «'+•=*•  5;  • 

d'oü  Ton  d^dnit 
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La  fonction  Px*^  restera  doDC  la  m^me,  lorsque  x  se  cbange 
en  cC'\-2q,  on  en  x-^-^c^  ou  en  x-^-^x^  et,  par  suite,  il  en  sera 
de  m^me,  lorsq^ae  x  ke  chaDge  en  x-\-2,pQ\-2qc-\-*2TX9  p»  g,  r 
^tant  des  nombres  ODtiers. 

Maintenaot  le  premier  membre  de  requation  (13)  B'f^vanouira 

Eoar  x=:y\  d'oü  il  »ait  que  Py^  sera  une  raciue  du  second  mem- 
re.    Mais  le  premier  membre  restera  ie  m^me,   lorsque  ny  se 
change  en 

ny  +  2pp  +  2^a +2rT, 

ou  y  en 

.2p     .  2^    ,  2r 
^  '   n  ^  '    n        n 

doDC    les   autres    racines    du  second  membre    seront    comprises 
dans  Texpression 

«       n        n 

GQ,  simplement, 
paisqu'on  a 

(16)  tf=:t  +  (). 

Ajoutons  que,  pour  avoir  les  racines    distinctes»    II   safBra  d'attrt- 

buer  k  p  eXq  successivement  les  Taleurs  0,  1,  2,....  n~l,  puis- 
que  tout  autre  nombre  donnera,  en  vertu  des  formules  (]5),  des 
racines  Egales  aux  pröc^dentes.    On  pourra  donc  poser 


a       n 


On  trouvera  pareillement   N^.q^  en  permutant  y  et  z,   en    sorte 
qu'on  alt 

n       n^ 

L'äqnation  (13)  se  röduira  par  cons^quent  k 
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ayant  postf,  comme  ci-demaa. 


(2)  J7,/,=  ff  /■,  =  /^,/,  _..  /^j . 

Od  aara  par  snite 


et 


%  •         ^«  n  • 


maift  OD  a,  (15),  $.  V. 

(3)  P,+«»=-P,: 

donc  il  suivra 

n 

Pais,  corome  de  T^quation  (2)  on  tire 
et 


OD  dMuit  de  l'öquatioD  (1),  noo  sealement 


y,=P,Vp^5, 


maifi  encore 


oa,  Buivant  la  forniule  (3), 


V'==P'J^P^*ä=Dr, 


V'=P'^  \-P^^.  \ 


II  vieDdra  par  saite 
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^,=P».Ä  \-P^f,^  P,jttJ, 


oa,  en  vertu  de  la  formale  (19),  $.  IIL 


1— 


(5)  f^,:=P^.  n  P^^  — 


P*x 


n 


La  fonctioD  q>*x  repr^sentera  donc  une  fonction  fracäonnair« 
par  rapport  k  P*r»  dont  le  namerateur  sera  du  deer^  n  et  le 
denondmatear  du  degr^  it — L  Onpourradira  autaut  del'ezpression 

dont  le  dönominateur  sera  le  möme  qae  celai  de  qflg;  ei,  comroe 
cette  expressioD  sVvanonit  övidemmeDt  pour  x-=^y,  il  en  sera  de 

m^me  pour  x=sg-\ — —x,    eo    vertu  de  la  reiation  (4);    de  sort* 
qu OD  anra 

(6)       i-55=n,__i.. 


d'ou 


il     '"' 


— ^=n,        pt 

1       V*  1^ Z-Ä — 

'""IT«  f"    •• 


(Hiis 


V«.  .  '"« 


1 j!*^-:-  1- 


« 
Thcil  \VL  «^ 
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öu,  snivant  la  formale  (SO),  $.  V. 


1         V** 


(7)  ■-^=«. ^ 


H^3, 


Voici  ta  foniHile  par  laqnede  Texpression  dans  le  preniier 
membre  sera  rödaite  k  une  fonction  fractionnaire  de  g>^x  da  degre 
Df  (p*s  ^tant  elle*ni^nie  une  fonction  fractionnaire  de  P^x  du  degce  n. 
II  sera  parsuite  interessant  d'entrer  en  detail  sur  la  nature  de  la 
fonction  <pg. 

En  diffärentiant  par  rapport  a  x  les  deux  meoibres  de  T^q^a- 
tion  (5)  on  prouvera»  qae  j  ^  {  repr^sentera  une  fonction  fraction- 
naire par  rapport  ä  P^x,  dont  on  diiterminera  les  racines  ä  Tude 
de  r<^quation  (6) ,  en  divisant  les  deux  membres  par  y—^x»  et  en 
posant  y^=^x.  Toutefois  il  sera  a  prefärer  de  parvenir  ä  l'expre»- 
sion  cherch^e  de  dx<px  par  une  niöthode  directe,  surtout,  puis- 
qu*etle  exige  la  conoaissance  de  quelques  formules  remarqnaoles, 
que  nous  allons  ^tablir.  \ 

4 

,D*abord  on  a 
et»  comme  des  formules  (1)>  (3)  du  \,  \s  on  deduit 

et  des  formules  (18)  du  §.  III. 

il  Tiendra 


+  P«,(l-c«/»,/*,)«l: 
puis,  ayant  «Sgard  ä  l'eqaation 

©»x«*.  =  1  -  (1 +C«)/»«  +  C«P«.  , 

ii  s'en  suivra 
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doü,  en  v«rtu  des  formules  (6)  et  (14)^  §.  V, 


(8) 


Ensuite  on  d^nit  des  formales  (1)  et  (3)  du  §.  V. 
d'oii 


et  par  snit« 


»     '/»*+«s/'^8,(l-c«/»x-f^/>«,)«(l-caf»,_,A»,)»" 
Mais  de  l'^quation 

«n  tire 

_  p'.t,-p'. 


"•+•'''■ = .  :^?^h;a 


27 
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pais 

Px+%  Px-«,  a  -  C*P'x4*'"»)  (l-««/»x-,l»,) 


/»x 

ce  qai  changera  l'^quation  ftieÜeatt  eo 


Au  moyeD  de  la  formale  (8)  on  en  di^dait 

('-^)('-^)0-^) 

_      /i       /»x  \«Px+,Px-,0>HQ»-»g»4»fi«-» 

-~V~/»^e/      i»9  Ö»,  Ä*,     ' 

ou,  sairant  lea  formales  (19)  da  §.  III. , 

^,      i(-i^)X-7^)0-iar) 

Cette  formale  condait  ä  aoe  semblabJe  pour  la  fonction  tpx' 
En  effet,  comme  on  a  P^x^^P^-x»  et  parsaite»  en  vertu  de 
l'f^qaation  (5),  qi>*x=fp^^x9  on  dädait  de  reqoation  (6),  non  sut- 
lement 

^  I-        ' 


1 ?-'-=lT. 


T 

fl 


mais  encore 


«2. 


Ml 

ic.,  pour  abreger,  on  pose 
dra 


n. 


Q-pt+-±.  yo  ~  ^»»+^)  0"  /»xU-?, ) 


^fr^MMM^ta^ta^ta« 


C-^.i.)' 


vsLQt  la  formule  (9), 


A-— '     V 


lyant  ögard  ä  lequation  (II),  §.  III.,  savoir 


^y+r+tr— '^y+SÖT'     ^,+(f+?T " 'VhH-'^»  ' 


V  R 


change  la  pr^cMcnte  en 

r  fi  » • -    n 

a>  en  g^n^ral. 


4^ 


done  on  poarra  substitoer  k  la  pr^«deBte 


n    •  «  '    »    ■ 


P 

ou  enfin»  suivant  les  ^aationa  (6)  et  (18) , 
(IDT  "^^  (^""y^+^/V     9^*-«y/ 

« 

Cette  forroule  ^tant  stabile,  ü  ne  sera  pas  difficile  de  troofcr 
rexpreasion  cherchöe  de  dgfpi.  Pour  y  parvenir  il  suffira  de  la 
mettre  soua  la  forme 

et  de  poser  5^^e=0.    En  effet,  comme  on  a 
on  touvera 


puis,  en 


(12)  lffc=Y  • 


d*oit  austti 
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et  observant  qu'il  suit  de  röquation  (1) 

a  cause  de 

la  präc4dente  se  röduira  a 

o^,.=«.(.-^)(i-,^g 


eH 


n 


Mainteoant  soieot 


(18)  »'"=i-S^.  «»'»=1-3^  ' 


n  « 


et  fixoDs  la  döterminatioD  de  v'^w'  en  ajoutant,  que  v*  et  to'  se 
rednisent  ä  I  pour  j?=0,  ce  qai  donne  9)jr=0;  afors»  sd  obser*  ^ 
vant,  qu'on  tire  de  l'quatioD  (12) 


H=^6t^t9 


OD  anra,  oon  seulement 

r 

» 

(8^,«)= 

fl»»'««»'». 

mais  encöre 

(14) 

djr9s= 

:£rv'to'. 

Soient  de  plus 

(15) 

n 

*~^     II 

Vi' 

d'QU 

0 

"»+-1 

-*• 

les  ^qaations  (13)  se  r^duiroDt  k 
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«-«=1-^.    «0^=1-*»^; 


et  en  faisant 


(16)'  «'=g. 

on  aura 

(17)  ©'•=1-1«^,    »'»sl— *V*, 

tandis  que  l'^quation  (14)  se  changera  en 

H 

Si  eosuite  od  d^signe  par  cd  ooe  fooctioD  de  x  djsteniiiiiee  par 
i'^qnatioD 

ou  par 

(t8)  n=ex. 

ayant  fait 


K 


OD  obtieDdra 


Ed  combiDaDt  celle-ci  aux  ^uatioDs  (17)  od  anra  par  conA^neat 

tandis  que  u',  v',  vo*  soot  li^es  ä  la  conditioD  de  devenir  0»  Ij  1 

Sour  a;=09  ou,  ce  qui  revient  au  mtoe,  pour  io=0.    D*apre8  la 
tffiDitioD  pos^e  pourles  fonctioDS  circulaires  du  secood  ordre  üo 
aura  donc 

tl'S-Poi,*,   ü'=0»,fc,  uf'=^RmJkt 

ou,  suivant  i'tfquatioD  (18): 

tt'=Pe«^,    v'^iQBxjk.    w's=Rbm^' 
En  vertu  de  l'^nation  (16)  oo  a  par  snite 
(20)  ipz=KPes,ki 
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et  OD  voit  qae  la  fonction  fractioDnaireparrapport  kP^»,  dMgn^  par 
wx  et  introduite  dans  le  commeDcement  ae  ce  paragraphe«  sera 
elle-m^me  proportionelle  k  ane  fonction  circulaire  du  second  ordre. 

En  eUminant  q>,  des  ^quations  (1),  (6),  (7),   (12)  et  (IS),  k' 
1  aide  de  la  pr^Mente,  öd  trouTera 

(21)  ''''».»=xAr/'.+«?,. 


(22) 


(23) 


n 
n 


(24)  Ä=4/^„ 

n 


'W^Öir  • 


Puis,  comme  on  a 


et 


-f=dJ»e=QoBo=l. 


n 


il  viendra 


- 
n  n 


V 
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dMc,  aprte  avoird^tomn^  If  et  JT  par  lesdq«fiM8<99  «l(S), 
OD  Iroufer»  ib  et  ^,  eo  ^gafd  k  T^oatio«  (19),  par  lea  amaalca 

(26)  Äj=<-£»,  e=  j- 

II  e8t  bon  d'obfieirer  que^  la  vakiir  de  ftn-i  ^tant  eomiKise  ea- 

tre  0  et  1,  JSC  aera  inr<^iear  k  1.    On  aara  par  snite  A<e";  et 
on  voit  qae  plos  n  aera  grand  plaa  k  aera  aa  deasoos  de  c 

Remarqnoas  qa'on  tite  de  la  fonnol»  (21) 


ou,  aelon  lea  ^nationa  (24)  et  (26), 
Si  doDc  on  fait  aucceasiTement 


y=e=0,  y=^.    y=^  +  j^ 


dana  la  formale  (22),  et  qo'oa  pose,  poar  abr^ger. 


n 


(28) 


II 


on  trouvera,  en  observant  que 
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ft=6,  Peines,  Ä-=o, 

Vu  B%  €*• 


» 


oa  bien 


(29)  '*<".»=ä'   ^•''*=^'   ''<'"»=S' 

I 

% 

en  Bapposant  qae  21« >  23«,  C«,  ID«  se  redvisseot  ä  ^£,  l,  1,  1 
pour  a:=c=0. 

Par  ces  formales  on  passe  du  modale  e  ft  up  modale  k  infe- 
rieur  ä  e.  II  restera  ä  redaire  les  seconds  membres  des  dqaa- 
tions  (28)  k  des  formes  quarr^es'^  msis  pomr  cela  il  faut  distineuer 
les  cas  oü  n  sera  pair  et  impair.  C*est  ce  que  dous  ferons  dans 
OD  autre  mf^moire* 

RemarquoDs  encore,  qa*en  attribuant  ä  Ox  des  valears  positi- 
ves, et  eo  faisant  Tarier  $x  depuis  z^ro  par  degn^s  insensibles, 
la  valeur  ^e  Q$x,k  restera  positive,  en  veriu  des  principes  ^tablis 
dans  le  $.  IL,  et  eile  ne  s'evanoaira  que  lorsque  6x=rk»  De 
lautre  cot^,  11  suit  des  formnles"  0^)  et  (29),  que  la  valeur  de 
Qex,h   restera  positive   eu     faisant    varier    x  depuis    0    jusqu'ä 

--->    valeur  de  x   pour  laquelle  Qex,k  s'evanouit  de  m6me.    Les 
deux  limites  tk  et  (9-  seront  donc  les  minies,  et  on  aura 

n 

ou 

(30)  ete=nTk. 

PareilUment,  en  attribuant  ä  $x  des  valeurs  imaginaires,  et  en 
faisant  varier  6x  depuis  0  par  degräs  Insensibles ,  la  valeur  de 
Qex^  restera  positive  et  ne  deviendra  i^ffale  ä  ao  que  lorsoue 
Bx^Qk.  De  Tautre  cotö,  II  suit  des  formules  (!28)  et  r29),  qiren 
^faisant  passer  x  par  Timaginaire  depuis  0  jusqu'ä  q,  la  valeur  de 
Q9x,k  restera  positive  et  n'atteindra  Tinfini  que  pour  la  valeur  q 
de  X.  Les  deux  limites  Qk  et  6^  seront  donc  les  m^mes,  et  on 
aura 

ou 

(31)  SQc^iQk. 
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Puls,  en  obserraot  qne  ff:=T+ß,  on  tke  des  <qn6(u(S. 
et  (31) 

/32)  dff»sr9t  l-fiTt,  fft=e(?«+^). 

et  encore,  par  rölimination  de  d, 

^"^^  Qc  Qk         TJb  Qk 

Enfin,  comme  on  a,  suivant  l'equatioD  (5),  §•  IL» 

en  determinant  6  par  les  öquations 

(34)  bszQc,    5««=1  — ti*,    5o=l' 

on  aora  pareillement 

Qk=irh, 
CD  d^termioant  h  par  l'^quation 

(35)  h=Ok: 

donc  il  sera  permis  de  aubstituer  aoz  öquations  (31)  et  (ß) 

m         «»=».  s=.2,  a=.a. 
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Anflosungrder  gr^ometrisclien  Aufgral^c: 
Durcli  zwei  grcfTCbeHe  Ponkte  einen 
Kr  ei»  zu  besclireiben,  der  einen  grc- 
irebenen  Kreis  so  sclineidet,  dass  die 
beiden  grcmeinscbafllicben  Sebnen 
einer  grcffcbenen  Oeraden  grleicb 

werden. 

VOD 

Herrn  Dr.  J.  R.  Böyinan, 

Gymnasiallehrer  zu  Coblena. 


Es  seien  (Taf.  IX.  Fig.  1.)  A  und  ß  die  beiden  gegebeoen 
Punkte  9  DEFG  der  gegebene  Kreis ,  dessen  Mittelpunkt  C»  und 
m  die  gegebene  gerade  Linie ,  welcher  die  gemeinschaftliche  Sehne 
gleich  werden  soll. 

Beschreibt  man  durch  die  gegebenen  Punkte  A  und  B  einen 
beliebigen  Kreis,  welcher  den  gegebenen  Kreis  (C)  in  zwei  Punk- 
ten D  und  E  schneide,  verbindet  A  mit  B  und  D  mit  £,  und 
yerlSngert  AB  und  DE  bis  zu  ihrem  Durchschnittspunkt  P,  so 
ist  nach  einem  bekannten  Satze: 

PAxPB=:PDxPE    .    .    .    (l) 

_  » 

Zieht  man  nun  von  P  eine  beliebige  Sekante  PN  durch  den  ge- 
gebenen Kreis,  so  ist  ebenso 

PNxPM=zPpxPE.    ...    (2) 

Aus  (1)  und  (2)  ergibt  sich : 

PAxPB=PNxPM.    ...    (3) 
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Die  Punkte  M  und  JV,  in  welchen  die  Sekante  den  eegebeoen 
Kreis  schneidet ,  liegen  folglich  mit  den  gegebenen  Ponkten  A 
ond  B  jedesmal  auf  einer  &eislinie. 

Legt  man  nun  eine  Sehne  FG^=m  in  den  gegebenen  Kreis, 
beschreibt   ferner  mit  dem  Abslande  CH  derselben   vom  Mittel- 

funkt  einen  Hulfskreis  und  zieht  endlich  an  diesen  Huifskreis  Tom 
^aokte  P  aus  die  Tangenten  PK  und  PK\  welche  den  g^ebeneo 
Kreis  in  den  Punkten  M  und  N,  resp.  in  den  Punkten  Jf  und 
N'  schneiden,  so  sind  ÄBIUN  und  ÄBM'N*  zwei  Kreise  (aod 
zwar  die  einzigen)  von  der  verlangten  Ei^^enschaft ,  und  die  Durch- 
schnittspunkte O  und  (y  der  in  c^r  Mitte  von  AB  und  MN,  resp. 
von  AB  und  M'N\  errichteten  Senkrechten  ihre  Mittelpunkte. 

Denn  nach  (3)  liegen  die  Punkte  A^  B,  lU^  ßf,  so  wie  die 
Punkte  A,  B,  at,  ^^  je  auf  der  Peripherie  eines  Kreises;  aocb 
ist  die  diesen  Kreisen  mit  dem  gegebenen  Kreise  eemeinschaft« 
liehe  Sehne  3tN,  resp.  M'N\  wegen  gleichen  Abstandes  vom  Mit- 
telpunkte, der  Sehne  FG,  foigBch  der  gegebenen  GemdoD  ni  gleick 


Ist  die  Gerade,  welcher  die  gemeinschaftliche  Sehne  eleich 
sein  solly  dem  Durchmesser  des  gegebenen  Kreises  selbst  gleich, 
so  ist  ihr  Mittelpunktsabstand  C/r=0,  und  statt  des  Hülfskreises 
und  der  beiden  Tangenten  an  denselben  hat  man  alsdann  die 
£ine  Sekante  PS  durch  den  Mittelpunkt  C,  nnd  also  auch  nur 
den  Einen  Kreis  ABRS,  welcher  den  gegebenen  Kreis  (C)  in 
R  und  S  80  schneidet»  diass  diese  Durcbschnittspunkte  in  dem- 
selben sich  diametral  gegenüberstehen.  —  Hiermit  ist  eine  ein- 
fache Auflösung  einer  in  dem  Aufsatze  Nr.  VIU.  Theil  XV.  be- 
handelten Aufeabe  gegeben ,  nämlich  der  von  dem  Herrn  Heraus- 
geber des  Arcnivs  gestellten  Aufgabe: 

,,Durch  zwei  gejgebene  Punkte  einen  Kreis  zu  zie- 
»fhen,  der  einen  anderen  gegebenen  Kreis  in  den  End- 
»«punkten' desselben  Dürcnmessers  dieses  gegebenen 
»»kreises  achneidet/' 


Wird  die  gegebene  Gerade  Null»  »o  ßillt  obieer  Huifkkreis 
mit  dem  gegebenen  Kreise  (C)  zusammen  #  an  welcnen  man  mm 
die  Tangenten  PT  und  PT*  zu  ziehen  hat»  um  als  verlangteo 
Kreis  einen  der  Kreise  ABT  odetABP  m  erhalten.  —  Dies  ist 
aber  die  bekannte  Aufgabe: 

„Eitlen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  einen  ge- 
»»gebenen  Kreis  von  Aussen  berührt  und  durch  xwei 
»»ausserhalb  desselben  gegebene  Punkte  geht." 
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STeue  Formeln  zur  independenten  B^- 
stimmuns  der  SekanteD-  und  Vaniren« 

tenkoefllsienten. 

Von  dem 

Herrn  Professor  tft.  O.  Bciild  milch 

zu  Dreaden» 


11 

FQr  jed6B  zwischen  ~2^  ^^^  +2^    liegende   x  gelten   be- 
kanntlich die  Gleichungen 

seca:  =  ^  +  j-|  0?«  +  j;^;^  a:*  + ..., 
TS         ^^      1.2.3.4      * 

worin  Äo^-ß«^  £4,  J?^  etc.  die  sogenannten  Sekantenkoeffizien- 
ten, Bi,  £3,  iB5  etc.  die  BernOaltiachen  Zabkn  bedeateo.  Setzen 
wir  zu  grosserer  Gieichförmigkeit  der  Bezeichnung 

miineiwen  «ntsprechend  T,,  r„  *",  et«.  ^  (r%tigeiit«iiH 
koelBaiettte«,  so  ist  3«tM  ftr  ^n>a;>-^i« 
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T  T 

* 

TT  T 

3)      taiix=-ja:+j-2^ar»+j  2.3.4^«*  + ••• 

Die  independente  Bestimmung  der  Koeffizienten  7o,  7i.  7^ 
Tg  etc.  Tenirsacht  bekanntlich  einige  Schwierigkeiten,  die  mao 
nur  durch«  Einßibrung  -imaginärer  Grossen  umgehen  zu  kunnefi 
staubte,  wobei  das  Problem  zuletzt  auf  die  Entwickehmg  der  hö- 
heren Differentialquotienten  Ton 


hinauskam  (m.  s.  u*  A.  den  Artikel  Bernoullische  Zahlen  in 
den  Supplementen  zum  mathematischen  Worterbuche.)-  Es  lasst 
sich  aber  die  Sache  viel  einfacher  ohne  imaginäre  Grossen  ab- 
machen und  man  gewinnt  dabei  Formeln ,  welche  sich  vor  den 
▼on  Laplace,  Scherk  und  mir  selbst  (in  meiner  Differenzialrecb- 
nung)  mitgetheilten  durch  grössere  Einfachheit  auszeichnen. 

I.  Nach  bekannten  Lehren  ist  der  Koeffizient  T^  nichts  An- 
deres als  der  spezielle  Werth,  welchen  der  (2fi)te  Differenzial- 
quotientf  von  seco;  ffir  ^=0  erhält,  also  nach  Caachy's  Be* 
Zeichnung 


4)  7sii=:(I>*^ecr)(o) . 

Dtwickeln  bemerken  wir,  dass  iQr 
die  Gleichungen 


Um  diesen  zu  entwickeln  bemerken  wir,  dass  f&r    o  >^>  —  ö 


1  1 

sec:r= = 


cosar       VI— sin»a? 
=  1+2  8»n'*+  2|j  sin*ar  +  j^  sm«a?  + 


statt  finden,    wobei   wir   die   Reihe   in    zwei   Theile   zerlegso, 
nämlich : 

-    .  1    .  «    .1-3   ,  -    .        .  I.3.5.,.  (2it— 1)  .  ^ 
secx  r=  1  -f  g  sm^^+  23  «"^^+-'  +   24.6...(2»»)    ^^ 

1.3.5...  (2n+l)   .^^^  . 
+  2.4.Ö..,(2n+2)  ^'""^  ""  + 


Denkt  man  «ch  im  zweiten  Theile  f&r  shur  die  bekannte  Reibe 
X  —  g-or* -f-etc  gesetzt  und  die   Potenzirungen  ausgefilhrt,   so 
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würde  eine  Reibe  zum  Vorschein  kommen,  welche  mit  der 
(Sit-f  2)ten  Potenz  von  x  anfinge  und  überhaupt  von  der  Form 
wäre 

iK'o^*"^*  +  ÄiT*'«+*  +  Ä4ar««+«  f 

wobei  es  auf  die  Werthe  von  ATq»  K^%  etc.  nicht  weiter  aulcomnit. 
Wenn  die  nunmehrige  Gleichung 


8eca:=;l+2  i?m«a;  + 2;^ sin*« +....+  -  2,4.g,„(2n)     *^™   ^ 
+  K^'^^^  +  R^x'^^  +  Jr4ar«*f  6+ .... 

(2n)mal  differeozirt  und  nach  geschehener  Differenziation  a?  =  0 
gesetzt  wird,  so  yerschwindet  der  zweite  Theil,  und  da  links  T^n 
zum  Vorschein  kommt,  so  ist  jetzt 

5)     Ta.  =  \  (Z>»«sin«a:)(o)  +  jj  (Z>»«sin*;r)(o)  +...- 

.  1.3.5...  (2n— 1)  ,  ,vi-  .  «-  X 

Zur  Ausführung  der  hier  angedeuteten  Differenziationen  dient 
die  bekannte  för  jedes  gan^e  positive  k  geltende  Formel 

6)    ■m**ar=  2sri[]2  (2*)*— (2*)*-iCOsar+(2;t)*-aCos4ar— .... J 

in  welcher  die  bekannte  Bezeichnungsweise  der  BinomialkoelB- 
zienten 


'_  in(m— l)(m— 2) ....  (m-^i— 1) 

angewendet  worden  ist    Klan  hat  nun  bekanntlich 

Z>**cosfwr =( — l)«ft^cosfw? , 
folglich 

(/>*«cosfu;)(o)  =  (— 1)V^»  / 

mithin  dnrch  (2n)malige  Differenziation  der  Gleichung  6)  filr  x=H) 

(Z)2»sln^a:)(o) 
=  ^^1  M2*)*-,2*'  +.(2*)*-Ä«»-.(2A)*-36*'  + ....  ] . 

Wendet  man  diess  auf  die  Gleichung  5)  für  k:2i.\^  2,  3,... .11 
an,  60  ist  durch  nachherige  Multiplication  mit  ("1)"+^ 

Theil  XVI.  «8 
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->      ^-ir^'T^=\ '  }^[%.V^q 


Fflr  n=0  darf  man  diese  Formel  nicht  benntzen,  weil  ihre  Her- 
leitaog  voraussetzt,  dass  wenigstens  eine  DiiTerenziation  gemaeht 
worden  ist.  Aus  Nr.  2)  folgt  aber  filr  jr=rO  uDmittelbar  Tq^I, 
rnid  nun  hat  man  weiter  7«,  T^,  T^  etc.  nach  der  obigen  For- 
mel; 2.  B.  flSr  ft=z:3 

=  16 -ISO -1^225=61. 
U.    Eioe  ganz  SlinUche  RecbDong  dient  zw  BeatimMang  ?oa 
8)  r»»^  =  (Z)>«-»taiur)(o) . 

Man  hat  Dämlich  zunächst  f&r   q's>^> — ^n 

sinx 
taDJTs- 


V^l  —  sin«a? 


=  sina:  +  s-  sra'x  +  5-j  sin*«  +  ...., , 

wobei  wiederum  die  Reibe  in  zwei  Theile  zerlegt  werden  möge, 
nämlich 

tan*=sin;r +2^sin»*+  i;jsln»x  + ...  +  g;^;;!^]  sw^is 

Denkt  man  sich  im  zweiten  Theile  flir  sinx  seinen  Werth  ffesetit 
so  erhält  man  eine  Reihe»  welche  mit  der  (2ii+l)ten  Potenz  roo 
X  anflingt,  und  daher  bt  auch 
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♦  .      .  1   .  ,    .  1-3  .  .    .       .  I.3...(2ii— 3)  .  -_, 

tan:cssiiuc-f-  j  Bia'je+  gjj  8in%-|- ....  +  ^JZCin—i)  *™       * 

+  jria;»»+i  +  ÄiT*H^»  +  ÄbJ*"*»  + .... , 

wobei  es  anf  die  Werthe  der  mit  K  bezeichneten  Koeffizienten 
nicht  weiter  ankommt.  Durch  (2n— l)roalige  Differenziation  und 
NulliBzimng  to|)  x  wird  jetzt,  da  der  zweite  Theil  vergeh  windet, 

9)r»^=(fl«»-iaiar)(o)  +^  (/)*-»  sin»j;)(«)  +  ||(Z)«^'«fci«*)(o) 

.  I.3.S...  (2n-3)  .^_.  .  ^^_,  ^ . 

^■- +3.4.6...  i2tt-2)(^*^  »«n«-»*)(o). 

Andererseits  ist  nach  einer  bekannten  Formel 

8in«*-*j:  =  p^::ä[(2A— l)ik-isinar— (2*— l)*_asinar+  •••]» 
woraus  maiiy  unter  Rücksicht  auf  die  Gieichnngoi 

ZI*«— *sinfiar=  (— l)*+i^*«-ico8fM?, 
(Z>»«-»sinft;r)(o)  =  (— l)H-i^*«-i , 
leicht  die  folgende  ableitet: 

(Da»-isin«^i^)(o) 

Demzufolge  g§bt  die  Formel  9)  in  die  nachstehende  über: 

10)     (-i)«+ir^.i=  jo.i'^«-i 


+    .    .  

+  ....i:(2ii-lV(2n-l)*-»], 

welche  der  unter  Nro.  7)  verzeichneten  völlig  analog  gebildet  ist; 
man  erhält  aus  ihr  für  n=l,  2,  3,  4  etc. 

I\=:rl,    T^^2,  ^=16,  ^=272,.... 

Hieraus  lassen  sich  auch  rückwärts  die  Bemoullischen  Zahlen  ab 
leiten»  wenn  man  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  I)  die  Form 

28» 
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'*t«-i  —  2««(2««— 1)    *■"» 
giebt;  so  findet  sich  ohne  Mfihe: 

^»—4.3 '^-6'    ^»— 16.15  •*^30* 

III.    Um  endlich  eine  Formel  zu  erhalten,   welche  T]! 
Tfß^x  zugleich  angiebt,  bemerken  wir,  dass  die  GMchm; 

« 

secar  +  tanar= tan  (  T'f+o  •*) 
TT  T 

rsTo  +  y  «+|^««  +  1;^^+'- 
statt  findet,  und  demnach  Rir  ein  ganzes  positives  m 

11)  T«=|I>»tan(j«+^a:)}(«) 

sein  rouss.    Man  hat  nun  weiter  für  xK,Kn 

1         1  COSJ? 

tan  (-r^'\^  ^)  =  "1 5 — 

=r  cosj:  +  sinorcos^r + sin'orcosx  +  •...  +  sin"»a«wjr 
+  sin'H-iarcosa: +8in*"+^a:cosjr  + . , 

oder,  wenn  man  in  dem  zweiten  Theile  der  Reibe  färsi| 
C08J7  die  gleichfl;eltenden  Potenzenreihen  setzt: 

.    ,1        ix 

tan(j«+2^) 

=  cosar  +  sin^rcos^  +  sin^jrco&r  -\- ...  +  sin*  jto&i 

wobei  es    nicht  auf  die  Werthe  der -mit  H  bezeiGhoettsi 
zieoten  ankommt.    Hieraus  ergiebt  sich  durch  mmaiig« 
ziation  und  nachher  für  a:=:0  wegen  Nro.  11) 

Tm  =  (Z>»cosar)(o)  +(/>'»sinarcosa:)(o)  +  (D^sin^axosi) . 

+  (Z)^6in"':rcos:r)(o) . 

Man  bat  aber 


4ir 

olglich  darch  mmalige  DifferenziatioD 

D-+ »8in*+iar = (Ä+l)J>»(sin*ÄC08a?) 
»der  umgekehrt 

ind  mitbin  durch  Anwendung  auf  das  Frühere 

12)        r»=J-(I>»+Wnar)(o)  +  g^(Z)"+%iD«x)(o)  +..... 


und  hier  lassen  sich  sSmmtliche  Differenzialquotienten  der  Sious- 
potenzen  auf  dieselbe  Weise  wie  früher  entwickeln.  Geht  iban 
auf  die  Unterscheidung  gerader  und  ungerader  m  ein»  so  findet 
man  fiir  m  =  2it: 

13)    (-1)»  7i,=  1  +  5 .  ^  [3,.l«-+*-A)-3*-+*] 

+ .    • 

+  ....i(2n+l^(2«+l)«-+»]; 
und  entsprechend  ßbt  m=2ti— 1: 

U)    (-l)-+ira.-,  =  ^.^J2^.2«-] 

+  i.^[4,.2«--lo.4««] 

+ 

+  ^  •  p^,  [r2«)»-i.2««-(2n).^4«- + ... 

....±f2n)o.(2n)*']. 
Nach  der  sweiten  tod  £esen  Formeln  ist  x.  B.  f&r  ns3: 
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T,z=zl.l[V] 


=16—120+120=16. 

Die  letzten  beiden  Formeln  fSr  T^  und  T^n-gi^  scheinen  die  ein- 
fachsten za  sein,  welclie  znr  independenten  Bestinimnnt;  fiber- 
haupt  dienen  können.  Die  wirlcliche  Berechnung  der  Sekanten- 
und  Tangentenkoeffizienten  wird  man  übrigens  unter  Anwendaof; 
rekurrirender  Formeln  jederzeit  leichter  haben  als  nach  irgend 
einef  independenten  Formel;  unter  den  zahlreichen  rekursiren 
Beziehungen  f  welche  man  zu  diesem  Zwecke  angeben  kann, 
scheint  die  folgende 

=sin-2-, 

welche  gleichförmig  ffir  gerade  und  ungerade  m  gilt,  die  einfach- 
ste und  wohl  auch  nicht  bekannt  zu  sein.  Formell  ist  noch  die 
folgende  Ton  Interesse: 

16)    2TmH^^'''oTm  +  miTiTm^  +  m^T^Tm-^  +  ^^» 


hA  welcher  einige  Aehnlichkeit  mit  dem  Binomialtheoreme  li«;! 
Von  beiden  Rekursionsformeln  ist  übrigens  der  Beweis  so  leicht 
dass  ich  ihn  f&glich  übergehen  kann. 
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Heber  die  sieh  nnendlieli  Terf^ssem* 
den  und  die  sich  pnendlieli  Terklei- 

ne^nden  CnrTen. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  G.  H.  Swellengrebel 

%a  Utrecht 


Ist  ons  der  Grad  n  nnd  die  Form  einer  gewissen  algebrai- 
ficben  Curve  f(x,y)=0  völlig  unbekannt,  so  ist  uns  auch  unbe- 
Icannty  weiche  die  Form  sei  der  aus  der  Primitiven  durch  pmaiiee 
Vergrosserung  oder  Verkleinerung  entstehenden  Curve.  Nur  wis- 
sen wir,  dass  —  wenn  wir  den  Coordinaten-Ursprung  als  im  Ver- 
grosserungs- Centrum  liegend  uns  denken,  d.  h.  in  demjenigen 
Punkte,  wovon  die  Vergrosserung  ausgeht,  und  der  daher  bei  der 
Vergrosserung  seinen  Ort  nicht  wechselt  —  die  resuitirenden  Cur- 
ven  respective  durch  die  Gleichungen 

angedeutet  werden.  Anders  dagegen  verhält  sich  die  Sache  im 
Limitfall  fl»= 00»  da  alsdann  nur  ein  gewisser  Theil  der  Primiti- 
ven auf  nie  Form  der  Resuitirenden  Emfluss  hat»  diese  aber  vom 
ganzen  übrigen  Theil  der  Primitiven  unabhängig  ist,  so  dass  man, 
aie  Primitive  ^(a?,y)=:0  möge  uns  fibrigens  vvTUg  unbekannt  sein, 
doch  schon  die  Form  der  resuitirenden  Curven 

fCHx,  Oy)=0  und  f(<x>x^  «y)=0 

vorhersagen  kann. 
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Betrachten  irir  erstens  die  unendliche  Verkieinennig:  Ei  rf 
ducirt  sich    alsdann  der  ganze  vom  Coordinateniirspiiiof  aU 
entfernte    Thell    der    Primitiven    beim  Uebergang   rar  ja^n 
Curve  aufdiesen  Ursprungpunkt  selbst,  sodass  nur  noch  die 
lieh  entfernten,    d.  h.  die  asymptotischen  Zweige  der  Pri 
zu  betrachten  übrig  bleiben.    Wäre  nun  die  Prinaitive  fii^f 
eine  gewisse  Gerade  aj:-f  6^-fl=0,  so  wQrde  sich  für  diel 
/(ooar,  <xy)=0    die  Gerade   aj:  +  %=0,    d.  h.  eine  dndi 
Coordinaten  -  Ursprung   gehend^,    der  PriraitiTen^  parallele  Ge> 
ergeben.    Es   wird   daher   auch    allgemein*    bei  der  rniea^' 
Verkleinerung    einer  beliebigen  Primitive  /(j:,y)=0,    jede 
Asymptoten  m  eine  den  Coordinaten-Ursprung  in  nämlidi« 
tung  durchgehende  Gerade  sich  abändern.    Da  nun  jede  aiseb 
sehe  Curve    eines    gewissen  Grades    n  im  Allgemeloeii  « r  ' 
oder  imaginäre  asymptotische  Zweige  hat,   welche  sich  om« 
zu  ihren   Asymptoten   annähern  und  bei  der  unendüchea  Ve 
nening  noch  inniger  mit  diesen  verschmelzen  und  daher  mc 
sen  verwechselt  werden  dürfen ,  so  ergiebt  sich ,  dass  die  ssi 
Primitiven  fn(x,y)i=0  entstehende  Curve /^(okt,  Qoy)z=iQ'm! 
gemeinen   eine  neue  Curve  nten  Grades  ist,    welche  jeä&A 
Spezialität  besitzt,    dass  sie   aus  einem  durch  den  CoordiLi 
Ursprung  gehenden  Strahlenbüschel  von  n,    den  Asympto&si 
Primitiven  parallelen.  Geraden  besteht 

Das  nämliche  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung,  dafr( 
Curve  nten  Grades  (siehe  Plücker  in  seiner  Theorie 
alge britischen   Curven)  betrachtet  werden  kann   als 

wo 

Oia?+Äiy+l=0.    aaar+Ä2iy+t=0  etc. 

die  n  reellen  oder  imaginären  Asymptoten  der  /«(x,^)  =0  M 
ten.    Durch  ;>malige  Verkleinerung  erhalten  wir  die  Corre 

F  F  »— a 

d«  h.  die  Curve 

[(aia:+6i2^  +  l) (a«ar +*«y  +  i)]  +^£U.»)=0. 

welche  sich  durch  die  Annahme  p==Qo  auf  die  Curve 

d.  h.  auf  den  oben    erwähnten  Straliloubüschel  reducirt 
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Wenden  wir  dieses  an  auf  den  speeielien  Fall,  dass  diePii- 
mltive  ein  Kegelschnitt  sei:  in  diesem  Fall  können  wir»  da  alle 
Asymptoten  einander  in  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  durch- 
schneiden, die  unendliche  Verkleinerunfe;  auch,  wenn  wir  das 
Verkleinerungs-Centrum  in  diesen  DurchschnitUpunkt  der  Asym- 
ptoten verlegen ,  als  ein  unendliches  Annähern  der  Curve  zu  ihren 
Asymptoten    betrachten,  d.  h.  wir  können  uns  die  PrimitiTe 


(a:  +  ey)(x+dy)  +  e=Q 


mit  der  Analogen 


(x+qf)(«+dy)=0 


durch  solch  eine  Verwandtschaft  verbunden  denken,  welche  aus 
der  die  Asymptoten  zu  ihren  Sitnations-Axen  habenden  Affinität 

im  Limitfall  ;9=qd,  9=:cx>  hervorgebt.  Man  pflegt  in  den  Lehr- 
bSchern  gemeiniglich  nur  einfach  anzugeben,  dass  die  allgemeine 
Gleichung  zweiten  Grades 

r 

bei  einem  gewissen  Zusammenhang  zwischen  den  (^oefficienten 
ABCDEF  sich  auf  ein  System  zweier  Geraden  reducirt,  ohne 
dass  man  näher  die  MOgKchkeit  solch  einer  Formveränderung  des 
Kegelschnitts  anzeigte.  Eine  bessere  Einsicht  des  Vorganges 
erhält  man,  dunkt  mich,  wenn  man  zugleich  angibt,  was  denn 
eigentlich  der  Kegelschnitt  in  diesem  Limitfall  erleide,  und  wenn 
man  ihn  entweder  als  sich  unendlich  nach  seinem  Centrum  zu 
verkleinernd  oder  aber  ranendlich  seinen  beiden  Asymptoten  als 
Situations*Axeo  einer  affinen  Transformation  sich  annähernd  sich 
denkt. 

Betrachten  wir  jetzt  die  unendKche  Vergrosserung  einer  be- 
liebigen algebraischen  Cnrve  /„(:r,«/)=:0.  Bei  dieser  Veränderung 
bat  nur  der  unendlich  kleine,  in  der  unmittelbaren  Mähe  des  Ver- 
^rösserungs-Centrums  liegende.  Tbeil  der  Primitiven  auf  die  Natur 
der  analogen  Figur  EInfluss,  da  der  ganze  übrige  Tbeil  der  Pri- 
mitiven beim  Cebergang  zur  Analogen  sich  in's  Unendliche  ver- 
liert und  daher,  weil  nur  von  algebraischen  Curven  die  Rede 
war,    nicht  weiter  berücksichtigt  werden  braucht,    da   sonst  die 
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analoge  Fign  sieb  in  unendlicher  Clntferniiog  vom  Ciiwlrt  i 
Ursprung  um  diesen  winden  nod  daher  zu  den  transeendeitti 
Cunren  gerechnet  werden  musste.  £a  wird  nun  bei  derPaaiära 

im  Allgemeinen  /f^O  sein»    d.  b.    es  wird  im  AUgemeiiei  ^ 

Coordinaten  -  Ursprung  und  daher  auch  das  Vergrosaenum-Cn 
trum  sich  nicht  auf  der  Curve,  sondern  irgendwo  anaserta&i 
befinden,  sodass  bei  der  unendlichen  Vergrossemng  im  Ail^ed 
neu  die  ganze  Primitive /*(a:,^)=:0  sich  unendlich  vom  Co«fis 
ten- Ursprung  entlernt,  und  daher  die  Analoge  f(Ox,  (hr)=OI 
Allgemeinen  eine  Curve  Oten  Grades  wird,  d.  b.*siir  Glec'^ 
Hz^Q  sich  reducirt.  In  speciellen  Fällen  jedodi  icann  et 
ereignen,  dass  in  der  Gleichung /n(a;,^)=0  der  C<>efiicieot  F( 
Werth  0  hätte,   so  dass  die  Primitive  das  VergrosseruD&X 

trum  durchstrich,  Hnd  zwar  in  einer  Richtung,  deren  Wiiüti 

f 
der  Richtung  der  Coordinaten-Axe  ^=:Q  durch  arctg.(^^j 

Sedeutet  würde.  Es  wird  alsdann  der  in  der  unmittelbarea 
es  VergrSsserungs  •  Centrums  liegende  Tbeil  der  Primitivei 
der  unendlichen  Vergrusserune  sich,  mit  Beibehaltung  ihrcrl 
tungy  zu  einer  Geraaen  ausdennen,  sodass  die  analoge  fmUfii. 
=0  —  wenn  wir  wiederum  ihre  unendlich  entfernten  Wio^. 
ausser  Betrachtung  lassen  —  sich  zu  der  Geraden  Fa:i^G}^ 
oder  allgemeiner  zu  der  ihr  parallelen  Geraden  Fx-^-G^K^iOnk 
cirt  In  noch  specielleren  Fällen  kann  es  sich  ereignen,  dsa^i 
Primitive  im  Coordinaten*Ursprung  einen  Doppelpunkt  oder  c^ 
haupt  einen  ofachen  Punkt  hätte.  Es  wird  alsdiann  die  Mi*^ 
A(^»Qy)^=^^  eine  Curve  ^ten  Grades  sein,  und  swar  mtu 
q  Geraden  bestehende ,  welche  den  o,  der  Primi tiven  im  d*^ 
naten -Ursprung  zu  ziehenden  Tangenten  respective  |»arallelli*i 

Es  ist  aber  wo^l  zu  beachten ,  dass  bisher  immer  onr  r 
algebraischen  Curven  die  Rede  war,  sodass  unsere  ficbi 
tung,  dass  die  unendliche  Terkleiperung  oder  VergrcSssems  es 
beliebigen  Curve  /n(^9V^=0  im  Allgemeinen  immer  ein  Sy^'fl 
von  n  oder  q  Geraden  ber vorbringt,  nicht  geradezu  auf  tm$c^ 
dente^ Curven  übertragen  werden  darf,  sondern  bei  diesen»  ^ 
eines  *Systemes  von  Geraden ,  bisweilen  neue  Curven  ber:^ 
ten.  Nehmen  wir  z.  B.  die  logaritbmische  Snirale  f=<^* 
.und  verkleinern  oder  vergrOssern  wir  sie  unendlicDmal,  Mep^ 
sich  in  beiden  Fällen  —  nur  soll  im  letzten  Fall  das  Vereng 
rungs- Centrum  iin  Centrum  der  Spirale  angenommen  werki«' 
eine  neue  Curve«  welche,  so  wie  die  Primitive,  eiaerseüs  »j^ 
mit  unendlich  vielen  Windungen  in*s  Unendllcbe  tnßt^ 
andererseits  unendliche  Male  um  das  Vet^rwssenm^'Cof 
sibh  herumdreht  und  sich  ihm  immer  mehr  nähert  Da  ti^ 
bei  unserer  Lage  des  Vergrösserungs^Centmms,    die  uneBi^ 
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VerkleineruDg  oder  TergrSsseroDg  einer  Primitiven  f(r,q>)s=0 
respective  dnrch  das  Gleichangen- Paar        /.^       oder  durch  das 

Paar  ~^^^^  ansgedrflclrt  wird,  so  ändert  sich  die  Primitive 
9r=lg.r  in  die  Corven 

9'=9=lg.r=lg.  (  aO<r')=:  +  00  +  Ig.r', 

9»' =9»=lg.r =Ig .  (Qxr')  =  —  00  +  Ig.r* . 

In  beiden  Fällen  ist  daher  die  resultirende  Curve'  eine  neue  loga- 
rithmiscbe  Spirale  4  welclie  aus  der  Primitiven  als  auf  diese  Weise 
entstanden  gedacht  werden  kann,  dass  ()ie  ganze  Primitive  sich 
unendliche  Male  um  den  Coordinaten-Crsprung  eedreht  hätte»  und 
welche  mit  der  Primitiven  nicht  nur  durch  die  Verwandtschaft 
der  Aehnllchkeit»  sondern  auch  —  wegen  der  Bedingung 
^'=9  —  durch  diejenige  der  Aebniichkeit  mit  ähnli- 
cher Lage  verbunden  ist.  Ob  sie  aber  mit  der  Primitiven  coin- 
cidire,  hängt  davon  ab,  ob  jede  ihrer  Windungen  nach  Beendi- 
gung der  unendlich  vielen  zur  Vergrusserung  oder  Verkleinemng 
erforderlichen  Umdrehungen  auf  eine  der  Windungen  der  Primitiven 

feräth  oder  aber  sich  zwischen  zwei  Windungen  der  Primitiven 
efindet;  was,  da  die  Anzahl  od  dieser  Umdrehungen  unbestimmt 
ist«  unbestimmt  bleiben  muss. 
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AuflSsuDgr  des  ülalfatti'scliei 

Problems. 

Voo 

Herrn  H.  Seheffler, 

Bsa-Conducteur    bei    den  Herzoglich   Braunschweigieelieo   Eii 

%n  Braanscbwetg. 


Ha  ich  die  nachstehoDde  AuflosuDg  des  Malfattischen  Pro- 
blems  zu  einer  Zeit  gefandeD  habe.,  wo  mir  von  einer  bereits 
veroffeDtlichten  Luson^  desselben  noch  Nichts  bekannt  war;  so 
Termuthe  ich,  dass  dieses  Verfahren  wesentlich  von  den  srboo 
vorhandenen  Auflösungen  verschieden  and  demnach  die  Publika- 
tion desselben  gerechtfertigt  sein  wird. 

Nach  diesem  Problem  sollen  in  ein  Dreieck  ABC  (Taf.  IX. 
Fig.  2.)  drei  Kreise  beschrieben  werden,  von  denen  jeder  zw« 
Seiten  des  Dreiecks  und  die  anderen  beiden  Kreise  berührt 

Dass  die  Mittelpunkte  E,  F,  G  der  eesuchten  Kreise  ad 
den  Ualhirungslinien  AD,  BD,  CD  der  \¥inkel  des  Dreiecks 
liegen  müssen,  leuchtet  ein.  Zieht  man  EF  und  föllt  von  JE  und 
F  die  Perpendikel  EJ,  FK  auf  AB;^  so  muss  EJ  der  Radius  des 
um  E  beschriebenen,  FK  der  Radius  des  um  F  bescbriebeDeD 
Kreises  und  EF  muss  die  Summe  dieser  beiden  Radien  sein. 

Nun  seien  zur  Abkürzung 

a,  6,  c  die  den  Ecken  A,  B,^C  gegenüberliegenden  Seiten  BC, 
CA,  AB  des  Dreiecks; 

2a,  2ß,  2/  die  Winkel  hei  A,B,  C; 
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p,  q,  r  die  Linien  AD,  BD,  CD; 

h  die   Länge  der  von  D  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  gefüllten 
Perpendikel   DL,    DM,  DN,    welche    sämmtlich   dem 
^  Radius  des  in  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  gleich 

sind; 


t,  f,  g  die  LSn^e  von  den  Fosspunkten  dieser  Perpendikel  nach 
den  Spitzen  A,  B,  C  aes  Dreiecks,  also  die  Längen 

AM^AN,    BN=zBL,    CL=^CM; 

X,  y,  z  die  gesuchten  Halbmesser  der  um.  E,  F,  G  zu  beschrei- 
benden Kreise. 

Zieht   man   EH  parallel  zu  AB;    so  hat  man  in  dem  recht- 
winkligen Dreiecke  EFB 

EH=V^EF^^Fm  =  V'{EJ+FK)^(FK-'EJ)^  =2  VeTFK, 
d.  i.  da  man 

EH=JK=zAB^AJ-BK=c^~ r^ 

tango      tangp 

hat, 

(1)  e — d^cottf— ycoti3=2V^, 

und  fijrniinetrisch  hat  man 

(2)  6— «coty— <rcota=2V"2ar,* 

(3)  a— ycot/8^j«oty=i2V^. 

Dividirt  man  jede  der  drei  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  durch  z,  lust 

eine  jede  derselben,  indem  man   -  >  ^  >   —  wie  drei  Unbekannte 

z      z      z 

1 

behandelt,  für  —  auf,   was  sehr  leicht  ist,  da  jede  Gleichung  in 

z 

Beziehung  zu  dieser  unbekannten  vom  ersten  Grade  iät,  und 
schreibt  zur  Abkürzung 


w 


^=Vl.  '»VI.  ^=Vr' 


80  kommt  relip.  aus  (2),  (3),  (1) 

(5)  Z«=g-(X«cota-h2J:+coty), 


4» 

O)  Z»=-(r«coip+2F+oit7), 

(6)  Z*=-(X«eote-|-2J[F-fne«iA- 

c 

Setzt  man  die  Werthe  Ton  2*  ans  CMdnnff  (5)  md  ^  ek 
der  gleich,  molüplicirt  die  linke  Seite  Tor  der  Klinif  r  oüt  — - 

und  in  der  Klammer  mit  —r—o9    die  rechte  Seite  vor  der  Kha- 

siop 

•  g^ 

mer  mit  — g  und  in  der  Klammer  mit  -;-^  ».berficlsichtigtdaiiii, 
daaa  wegen  ^a:6=sin3a:8iii2/?:=8loaco8ix:8in/lcos^ 

sio/?  sin« 

6coso      acoBß 

iat,  streicht  also  lioka  nod  rechts  die  Tor  der  Klammer  stehen- 
den gleichen  Grossen,  mnitiplicirt  hierauf  beiderseits  mit  sioosin^ 
addirt  dann  links  sio^o — sin^o  nnd  rechts  sin*^ — sin^ß,  beachte^ 
dass  links  die  beiden  Glieder 

.  .  ^       sina      ,    ,    .      mnasiüß 

cotv.cososina — sin'a=:  -r—  cos(a4-y)= — ; — *- 

denselben  Werth  haben,  wie  rechts  die  beiden  Glieder 

cot)^cos^sin/}  ~  sin^/3  ^ 

dass  dieselben  also  auf  beiden  Seiteo  gestrichen  werden  können; 
so  stellen  sich*  beide  Seiten  der  Gleiennng  ab  TollstSndige  Qoa- 
drate  dar,  nod  die  Ausziehung  der  Quadratwurzel  ergibt 

(8)  Acoso  -f-  sina=  Tcosß  -f  sio/l 
oder 

JTcosa —  Fcos/3=sin/J— sino 

nnd  wenn  man  fär  X  und  F  ihre  Werthe  ans  (4)  wieder  emfiihrt 
und   mit  V^z  multiplizirt, 

(9)  cosaV^  —  cos/5  Vy=(sin/J— sina)  W. 
Symmetrisch  muss  man  haben 

(10)  conßyTy  —  cosy  VT=(siny — sin  jJ)  Vx , 

(11)  .   cosyVi"— cosaV^of— (ein©— siny)Vj^ 
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Durch  Addition  je  zweier  dieser  drei  Gleichungen  Terschwin- 
det  Eine  Unbelcannfe  und  man  erliSlt  fär  das  Verhfiltniss  der  ande- 
ren beiden  folgende  Werthe; 

^    '  y       Vsiny — sinj5+cosö/«* 

i\*l\  fE—  /f ^»i^"~  sing-t-co6y\» 

'    '  X  ""  vsin/3 — siny-|-co6tf/    ' 

^  X       \sina— 8iny+ cosp/ 

Diese  Ausdrficke  lassen  sieb  unter  Berucksiditigiing  der  Beziehung 

leicht  in  folgende  Formen  brinsen,    von  denen  bald  diese«   bald 
jene  einen  bequemeren  GebraucE  verstattet: 

CO82  cos  "^-^  1+tang  g 

_  /l+co8tt\  /l+sin^\ 

— V1+  8in«y  Vh  cosjSy ' 

^^os^cos-g-g^        /Htangc^ 

cos  S"  cos  ^-o^  1  -f  tang-^ 

(l+cos«\  /l+siny\ 
1 +BinaJ  Vl+cosy/ ' 

ß      ß+r  '  y  * 

_  /l+cos/Tv  /l+sinyX 
""  V  l+smßj  Vl+cosyy  ' 

Hiemach  stehen  die  gesuchten  drei  Radien  i^  fönender  Proportion: 
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co«-^^*'         CM-^        coe-g-^ 

'-cog(45»-|)  eo«(45<»-|)       *-«m(45*-|) 

oder 


(19)  x:jf:i=: 


(*+taög|)*    (l+tMg0'    (l+tang^y 


«der 


(ÄJ  ^y'-l  +  sinal  +  sinßl  +  shiy* 

KonstruirM  lassen  sich  drei  LiDieo,  welche  den  ge&iicli- 
teo  Radien  proportional  sind,  am  leichtesten  nach  der  Formel (20): 
berechnen  dagegen  lassen  sie  sich  am  feichtesten  nach  der 
Formel  (18). 

Um  die  Formel  (20)  zu  einer  geometrischen  Konstroktion 
geschickt  za  machen ,  schreiben  wir  dieselbe,  indem  p,  g,  r  ^t 
obigen  Bedeutungen  haben, 

(21)  X  V.  J^  p+pcosg  ,y+y cos/g  ,  r+rcosy 

^    '  *^'        p+|isina'^+^sin/5  *r+rsiny 

""p+A'f+A'r+A' 
oder,  wenn  /  irgend  eine  beliebige  Linge  bezeichnet. 

Solche  drei  Linien,  wie 

welche  den  gesnchteo  Radien  x^  y,  x  proportional  sind,  lassen  sieb 
ungemdn  leicht  darstellen.  Man  nraucht  nur  auf  dem  Einen 
Schenkel  eines  beliebigen  Winkels  (Taf.  IX.  Fig.  3.) 
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OP,  OQ,  OR  resp.  =  p-fA,  q-^h.  r+h, 

auf  dem  andereo  Schenkel        * 

« 

OJE,  OF,  OG  resp.  =  p+e^  g+f,  r+g 

zu  macheD«  PE,  QF^  RG  zu  slehen  und  dureh  eioen  beliebigen 
Pnnl^t  lä  des  ersten  Schenlcels  (wofär  OL=l  wird)  die  Linien 
LXy  LT,  LZ  resp.  parallel  PE,  QF,  RG  za  ziehen.  Alsdann 
besitzen  die  Linien  OJT,  OY»  OZ  die  verlangte  Eigenschaft, 
indem  man  hat 

x:y:z=:OX:OriOZ. 

Beschreibt  man  nun  mit  den  Radien  OÄ,  OV,  OZ  drei  sich 
gesenseitig  berührende  Kreise,  was  sehr  leicht  ist,  legt  um  die- 
selben nach  Taf.  IX.  Fig  4.  die  gemeinschaftlichen  Tangenten; 
so  bilden  die  letzteren  ein  Dreieck  AB'O,  welches  dem  gegebe- 
nen ABC  ähnlich  ist.  Zieht  man  dann,  wenn  £',  jP,  (r  die 
Mittelpunkte  der  verzeichneten  Kreise  sind,  durch  A  und  F*  die 
Lmie  AF  und  durch  A  und  G'  die  Linie  AG;  so  führen  diesel- 
ben zu  den  Mittelpunkten  F  und  G  zweier  gesuchten  Kreise.  Den 
Mittelpunkt  E  des  dritten  Kreises  liefert  eine  durch  G  mit  G'E^ 
parallel  gezogene  Linie  GE. 

Ausdrücke  fär  die  absolute  Länge  eines  jeden  der  gesuchten 
Radien    erhält  man,    indem  man  die  Werthe  von  jr  =  —     und 

y=^    aus  Gleichung  (16)   und  (17)  in  Gleichung  (7)  substituirt. 

Da  hierin    Z=Y   -  ist;  to  ergibt  sich  nach  einigen  Transforma- 
tionen mittelst  bekannter  trigonometrischen  Formeln : 

.    a    ,    ß         y        «+y       ß+y 
•    sm -gr  sm  ^ cos -k- cos  -q'  cos -g^ 

(23)        ,=2cV2:— ^ ? '  ^  ^ 


a+ß 
cos/cos  -s- 


und  symmetrisch 


•                     sin  o-sm  ^  cos  §■  cos  -s^  cos  ^-»^ 
(24)      yziz'I&yrr. —^ ^ 


cos/Scos  -J*- 


Thtil  XVI.  ^^ 
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ß        'p         9        <^'¥ß       c^i^ 


(25)     jr=2aV^2. • ^ 


cosacos-^ 


Diese  letzteren  Ausdrücke  eienen  sich  besonders   sor.  vitt* 
Bietischen  Berechnung  der  gesnchten  Gr5ssen. 


lieber  die  Entstehnnf?  der  Flftelien 

des  zweiten  Clrades. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  poljtechnitchen  Schale  zu  Carltrshe. 


Man  pfleet  gewöhnlich  die  allgemeine  Gleichung  des  iweites 
Grades  zwischen  drei  Veränderlichen: 

der  Betrachtung  der  Flächen  zweiten  Grades  zu  Grunde  zu  leg^ 
und  dann  von  da  aus  die  Arten  dieser  Flächen  abzuleiten  und  sie 
zu  betrachten.  Es  ist  jedoch  zweckmässiger,  zunächst  die  ver- 
schiedenen Arten  derselben  gesondert  zu  untersuchen  und  erst 
nachher  die  obige  allgemeine  uleichung  weiter  zu  Terfbigen.  An 
Einfachsten  wird  die  Anschauung  dieser  Flächen  hervorgenifei 
werden,  wenn  man  sie  durch  Bewegung. von  Kurven  zweiter  Ord- 
nung entstehen  lässt.  Es  ist  mir  nicht  hekannt,  oh  diese  Entste« 
hungsweise  der  Flächen  zweiten  Grades  allgemein  bekannt  ist) 
ich  will  dieselbe  desshalb  hier  aufführen.  Kugel-,  Kegel-  vd 
Zylinderfläche  übergehe  ich  aus  dem^  angeführten  Grande. 


431 


Das  Ellipsoid. 

Mao  denke  «Ich  io  der  Ebeoe  xz  (ich  nehme  di«i  anf  eioonder 
senkrechte  Koordinatenebeoeo  an)  eine  Ellipse»  deren  Mittelpunkt 
mit  dem  Anfangspunkt  der  Koordinaten,  deren  eine  Axe»  2a,  mit 
der  Axe  der  or,  aeren  andere,  2e,  mit  der  Axe  der  z  zusammen- 
fallt; ferner  in  der  Ebene  der  yz  eine  ähnliche  Ellipse,  deren  Mit- 
telpunkt abermals  mit  dem  Anfangspunkt,  deren  Axe  26  mit  der 
Axe  der  ^,  deren  andere  Axe  %d  mit  der  Axe  der  s  susammen* 
lallt,  Puraliei  der  Ebeoe  der  xy  lasse  man  nun  eine  verlnderlicbe 
Ellipse  eich  so  bewegen,  dass  die  Endpunkte  ihrer  beiden  Haupt- 
axeo  sich  immer  in  den  beiden  vorigen  Ellipsen  befinden,  man 
verlangt  die  Gleichung  der  entstehenden  Fläche. 

Denken  wir  uns  die  bewegliche  Ellipse,  deren  Hauptaxen 
immer  in  den  Ebenen  der  xz  und  yz,  parallel  den  Axen  der  x 
undy,  sich  befinden,  an  der  Entfernung  a  von  der  Ebene  der  xy, 
80  werden  ihre  Halbaxen  sein: 

a)     parallcil  der  Axe  der  ß:,    d^  die  Gleichung  der  Ellipse 
in  der  Ebene  der  xz  ist 


gleich 


b)     parallel  der  Axe  der  y^  da  die  Gleichung  der  Ellipse  in 
der  Ebene  der  yz  ist 


\^3 


Ol«  iG|«i«bq«gMi  der  beweglicbsn  EHip*«  in  der  angefahrten  Lage 
«iad  folglicb 


f -'^  <■-§) 


eliminirt  man  A,  so  erh^  roaq  als  Gleichung  der  gesuchten  Fläche 


aa  +  6*  +c»^*- 


Die  Fliehe  der  Ellipse  in  dieser  Lage  ist 

«9- 
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"»V  04')  (■-?)=•«'('-?)• 

Daraus  folgt,  dass  der  lobalt  eines  Schnitts,  dessen  Grandll&rhe 
diese  Ellipse,  dessen  Hohe  Bh,  gleich: 

also  das  Stfick  des  Korpers»  das  zwischen  der  Ebene  der  2«  n«! 
einem  mit  ihr  parallelen  Schnitt,  dessen  Entfernung  yon  der  Ebene 
der  oTjf  2  ist,  ist  gleich: 

nabß     (l— ^j8A  =  «a6(i— gj^  • 

0 

Setzt  man  z=c,    so  erbUt  man  den  Inhalt  des  halben  Ellipso'tds 

=2  Ttab  (  c —  rt  J  ==  -^  abc, 

also  der  des  ganzen  Ellipsoids 

Alt 
=  "2  abc,  ' 

Uebrigens  ist  die  Fläche  eine  in  jeder  "Weise  begrenzte. 


Das  Hyperboloid   mit  einem  Fache. 

Man  denke  sich  in  der  Ebene  der  xz  eine  (doppeltbeilige) 
Hyperbel,  deren  reelle  Aze  2a  mit  der  Axe  der  or,  deren  imagi- 
näre 2c  mit  der  Axe  der  %  und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Ait- 
fangspunkt  zusammen (%llt;  eben  so  denke  man  sich  io  der  Ebcse 
der  lyz  eine  Hyperbel,  deren  reelle  Axe  26  mit  der  Axe  der|i 
deren  imaginäre  2c  mit  der  Axe  der  %  zusammenfUlt,  wenn  der 
Mittelpunkt  zugleich  im  Anfangspunkt  der  Koordinaten  ist  Mas 
sieht  nun  leicht^  da^  vier  Uvperbellarme  über,  vier  unter  der 
Ebene  der  xy  sich  befinden.  Nun  lasse  man  eine  Ellipse,  (Miral* 
lel  der  Ebene  der  xy  sich  so  bewegen,  dass  die  Endpunkte  ihn' 
Hauptaxen  v^mer  auf  den  Hyperbelarmen  sich  befinden.  Ihn 
fragt  nach  der  Gleichung  der  entstehenden  Fläche. 

Die  Gleichung  der  ersten  Hyperbel  ist: 


a 
die  der  zweiten: 
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Denken  wir  ans  nan  die  bewegliche  Ellipse  In  der  Entfernung  h 
ton  der  Ebene  der  acy,  so  sind  ihre  Axen: 

a)  parallel  der  Axe  der  x  i 

b)  parallel  der  Axe  der  y: 
Demnach  sind  die  Gleichungen  | der  Ellipse: 


X* 


a« 


040  Ki*» 


2^=1.   t=A. 


woraus  als  Gleichuilg  der  erzeagten  Fläche : 

ß«  +  fta      c*— *' 

Dieselbe  erstreckt  sieb  oaeh  zwei  Seiten  bin  ins  Unendlicbe«  be- 
steht aber  aus  eiDem  susammenhäDgeDden  StQcke. 

Der  Inbalt  des  Raumes*  Innerhalb  der  vier  Hyperbelanne, 
und  zwisehen  der  Ebene  der  ay  und  einem  in  der  Entfernung  t 
mit  ihr  parallelen  Schnitte  ist: , 

0 

Jede  der  Hyperbeln  hat  Asymptoten«  deren  Gleichungen:, 
ffir  die  erste         arss^t— j,       ^=0; 

Cr 

fSr  die  zweite       tf=    —z,      jr=0. 

^         c 

Lässt  man  nun  eine  TerSnderlicbe  Ellipse,  genau  wie  so  eben, 
sich  auf  den  Asymptotenarmen  bewegen,  so  findet  man  als  Glei- 
chung des  entstehenden  Asymptotenkegels: 
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« 

Der  Inhalt  des  Stücks    zwiscbett  der  Spitze  und  e'iMB  vt  a 
Ebene  der  xy ,  in  der  Entfemoog  %  parallelen  Sdioitte  iä 


na 

o 


so  dass  das  zwischen  Kegel  und  Hyperboloid  Hegende  KSrpci^ 

nubt 
ist. 

Das  Hyperboloid  mit  zwei  FSchern. 

Denken  wir  uns  in  der  Ebene  der  xz  eine  Hyperbd,  « 
reelle  Axe  2c  mit  der  Axe  der  £,  deren  iniac;inSre  An^i 
der  Axe  der  x  und  deren  Mittelpunkt  mit  oem  Anfansnd 
zusammenfällt;  ferner  eine  zweite  Hyperbel  in  der  Ebene ^ 
deren  reelle  Axe  2c  wieder  mit  der  Axe  der  s»  deren  ini^ 
26  mit  der  Axe  der  y  und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Ü* 
punkt  zusammenfalle.  Man  lasse  nun  eine  Ellipse  (sowokf 
als  über  der  Ebene  der  xy)  sich  parallel  der  Ebene  dfrz< 
bewegen,  dass  die  Endpunkte  der  Hauptaxen  bestSndi?  ti^ 
vier  Hyperbelarmen  seien«  Man  verlangt  die  Gleichung  ^err 
ten  Fläche. 


Die  Gletchnng  der  Hyperbel  in  d#r  Ebene  der  M9  ist 


der  in  der  Ebene  der  yzi 

Sei    nun   die    bewegliche  Ellipse   in    der   Entfemnng  k  v^ 
Ebene  de^  xy ,    so  sind  ihre  muptaxen : 

a)    parallel  der  Axe  der  x: 


V^'. 


b)    parallel  der  Axe  der  y: 
Also  sind  die  Gleichungen  der  beW^gliClien  Ellipse: 
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o» 


(^-0  K^O 


=1,    2=*, 


woraus  oun  als  Gleichung  der  erzeugten  FiSehe  folgt: 

> 

Diese  FlSche  besteht  aus  z^ei  ganz  getrennte^,  sonst  aber  glei- 
chen Stficken,  deren  Entfernung,  Scheitel  Ton  Scheitel,  gleich 
2c  ist.  Das  Kurperstuck  vom  Scheitel  bis  zu  dem  mit  der£beoe 
der  scff  in  der  Entfernung  z  parallelen  Schnitte  ist: 

Die  Gleichung  des  Asymptotenkegels  ist«   wie  oben: 

ZL.  4.  4L..«.*    -..n 

Das    Stück  desselben,    vom   Anfangspunkt  bis   zu  -dem    obigen 
Schnitte  ist:    . 


nah 


SO  dass  das  swischeo  Kegel  and  Hyperboloid  befiodlichs  Stfldk: 
ist 


Das  elliptische  Paraboloid 

Denken  wir  uns  in   der  Ebene  der  xz   eine  Parabel»    deren 
Hauptaxe  mit  der  Axe  der  %,    deren  Scheitel  mit  dem  An&ngs- 

ponkt  zusanimenftllt,  und  deren  Parameter  —  ist;    femer  eine 

zweite,  Parabel,  deren  Scheitel  gleichfalls  im  Anfangspunkt  liegt, 

die  in  der  Ebene  der  yz  sich  so  befindet,  dass  ihre  Ilauptaxe  mit 

26* 
der  Axe  der  s  zusammenfallt  und  ihr  Parameter  —    ist.  Je  nacb- 

s 

dem,  ob  c  positiv  oder  negativ  ist,  werden  vier  Parabelarme 
über  oder  nnter  der  Ebene  der  xy  fldch  befinden.  Man  lasse  nun 
eine  Ellipse,  wie  im  Fraheren,  sich  parallel  der  Ebene  der  xy 
bewegen,   so  dass  die  Enden  ihrer  Hauptazen  auf  den  Tier  Pa- 
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rabelarmen  sich  befinden     Welches  Ist  die  Gleichimg  der  ^rte- 
henden  Fläche? 

2a* 
Die  Gleichung  der  ersten  Parabel  ist  cfl^  ~^'»   ^  ^^^ 

5f*= —  s.  Baraas  folgt »  dass,  wenn  die  bewegliche  Ellipse  b  ia 

c 

Entfernung    h  Ton    der  Ebene  der  xy  ist,     die  Axen   dcfse^ 


a 


\l  —     und    &Y  —  sein  werden»  so  dass  ihre  Gleicfamea* 


j;2  M% 

sind,  woraus  nun. als  Gleichung  der  erzeugten  FiSche  folgt: 

Diese  Fläche  liegt  ganz  auf  einer  Seite  der  Ebene  der  xy.v 
Anfangspunkt  der  Koordinaten  ist  ihr  Scheitel.  Zwisehei  ■ 
Scheitel  und  einem  mit  der  Ebene  der  xy  in  der  EntferEK* 
parallel  gelegten  Schnitte  ist  das  KorperstGck 

nao 


f  > = • 


Diese  Flächeoräume  wachsen  also  mit  dem'  Quadrat  der  (Mb2 
X.  Der  Inhalt  eines  Kegels »  der  denselben  Scheitel  und  dea» 
ben  Schnitt  zur  Grundfläche  hätte ^   wäre: 


2z    z       27t 
c 


nab  —•»•=«-  oÄz', 


so  dass  das  Hyperboloid  um  die  Hälfte  mehr  ist. 


Das  hyperbolische  Parabolöid. 

Denken  wir  uns  in  der  Ebene  der  xz  eine  Parmbel  tob  h 

2a* 
rameter    —  »   deren  Hauptaxe  auf  der  Axe  der  s  li^>  nod  ^^ 

Scheitel  in  den  Anfangspunkt  fallt;    sodann  eine  zw«te  Pai^ 

26* 
vom  Parameter  — -  — ,    deren  Hauptaxe  gleichfalls  auf  der  A^ 


e 


.t 


der  z,  die  Parabel  selbst  in  der  Ebene  der  yi  sich  befindet, « 
rend  der  Scheitel  wieder  mit  dem  vorigen  zusammenläUt*  U* 
klar,    dass  jetzt  zwei  Parabelarme  nach  oben,    zwei  nach  0^ 
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^ehen.  Man  lasse  dud  zwei  Hyperbeln  von  der  Ebene  der  ^ry  ans, 
larallel  mit  dieser  Ebene,  sicn  so  bewegen,  dass  die  Sclieitel 
hrer  reellen  Hauptazen  sich  auf  den  Parabelarmen  befinden,  wäh- 
lend die  Hyperbeln  konjugirt  sind,  d.  h.  die  reelle  Axe  dereinen 
gleich  der  imaffioären  der  andern ,  wenn  die  Hyperbeln  eleich  weit 
ibstehen  Ton  der  Ebene  der  xy.  Welches  ist  die  Glekrhimg  der 
entstehenden  Fläche? 

Es  ist  klar,  dass  eine  Hyperbel  sich  nach  oben,   die  andere 
lach  nnten  bewegt    Wir  müssen  nun  zwei  Fälle   unterscheiden. 

1)    Sei  c  positiv.    Alsdann    ist  die  Gleichung  der  obern  Pa- 
rabel   «•==  — -x,  der  untern  2f*=: z.    In   der  Entfernung  h 

»t  die  reelle  Axe  der  obern  Hyperbel  a\  -r-;    in  der   Entfern 

Dung  —  A  ist  die  reelle  Axe  der  untern  h\  — •  Demnach  sind 
die  Gleichungen  der  obern  Hyperbel: 

c  c 

der  unteren: 

J? £L_i   ,=_* 

26«-     Sa«" 
c  c 

In  beiden  Fällen  folgt  als  Gleichung  der  erzengten  Fläche: 

o«'"6«""c  ' 

2)    Sei  c  neeativ.    Alsdann  ist  die  Gleichung  der  obern  Pa- 

26*  2a* 

rabel  t#'= «,    der  untern  a;*= — x.    Die  reelle  Axe  der 

^  c  c         

V"     2h 
7 ,    der    andern 

in  der  Entfernung  —  A:    oV ;  also  die  Gleichungen  der  obern 

Hyperbel: 


J!!__    * 


c  c 


9 

=  1.  z=h; 


der  untern: 
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e  c 


woran«  wieder  ab  Gleichoiig  det  FlScbe: 


In  jedem  Falle  sieht  man«  bestellt  die  Fliclie  ans  rier  TkeileB, 
die  sieb  ins  Unendliche  erstrecken.  Diese  vier  Theile,  steheo 
sich  gewissermassen  Im  Krenz  entgegen.  Da  ftir  den  Fall  k=ß 
die  obere  Hyperbel  sowold  als  die  untere  sich  in  die  Limen 

▼erwandeln,  so  Tei^inigen  sich  die  vier  StOcIce  in  diesen  zwei 
Linien 9  die  nichts  Anderes  sind,  als  die  Asymptoten  der  Hy- 
perbel 


ä 


1%  eitere  Untersnchungen  dieser  Fläche  liegen  ßii  den  Angeo- 
blick  ausser  unserer  Betrachtung. 
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Heber  üamlberts  iteitz  Ton  der  üna- 
dratur  paralioliscber  Seetoren« 

dem  Herausgeber. 


Das  schone  Theorem  von  Lambert  oder  Euler  über  die 
Quadratur  parabolischer  Söctoren  Ist  in  der  Astronomie  bekann- 
ter wie  in  der  Geometrie;  aber  sehr  mit  Unrecht ,  da  seine  geo- 
metrische Eleganz  gewiss  eben  so  gross  ist  wie  sein  Nutzen  in 
der  Astronomie  bei  der  Berechnung  der  als  Parabeln  betrachte- 
ten Cometenbahnen.  Es  ist  daher  sehr  zu  wünschen ,  dass  das- 
selbe bald  völliges  Bürgerrecht  in  der  Lehre  von  den  Kegelschnit- 
ten erhalte,  was  bis  jetzt  leider  noch  nicht  der  Fftll  ist/ 

Mao  findet  diesen  schonen  Satz ,  in  Verbindung  mit  verschie- 
denen astronomischen  Lehren  und  in  unmittelbarer  Beziehung  auf 
diese,  in  der  eleganten  kleinen  Schrift  von  Lambert:  lusl^nlo- 
res  orbitae  cometarum  proprietates.  Aug.  Vindelic. 
i76L  §.  83.  und  auch  in  seinen  Beiträgen  zum  Gebrauche 
der  Mathematik.  Tbl.  lU.  S.  257.  In  der  Theoria  motus 
corportim  coelestium.  p.  119.  bat  jedoch  Gauss  nachge- 
wiesen, dass  die  erste  Ermdung  dieses  8ch5nen  Satzes  eigent- 
lich Euler  gebührt  Schon  vor  einer  langen  Reibe  von  Janren 
habe  ich  für  denselben  einen  Beweis  in  Grollens  Journal  der' 
reinen  «nd  angewandten  Mathematik«  TkU  XVL  S.  2L 
gegeben,  welcher  bloss  ganz  elementare  Betrachtungen  der  ana- 
lytischen Geometrie  in  Anspruch  nimmt,  und  habe  verschiedene 
andere  Sätze,  namentlich  auch  einen ,  wie  ich  glaube,  merkwür- 
digen Ausdruck  für  den  Flächeninhalt  eines  parabolischen  Seg- 
ments, hinzugefügt  Indem  ich  aus  zufalliger  Veranlassung  diesen 
Gegenstand  jetzt  wieder  aufnehme ,  will  ich  Im  Folgenden  einen 
Ben  eis  des   in  Rede*  stehenden  merkwürdigen  Theorems  geben. 
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der  zwaf  ^uf  einer  einfachen  Betrachtang  mit  Hfiife  der  bbpl^ 
rechnuDg  beruhet ,  sonst  aber  sich  bloss  elementarer  ualfäsc^ 
trigonometrischer  Rechnungen  und  einiger  keiner  Schwim^ 
nnteriiegenden  arithmetischen  Transformationen  bedient  tÜDr 
gens  wfirde  es  auch  leicht  seio ,  die  Anweodung  der  btepfr 
rechnung  mittelst  der  bekannten  Quadratur  der  nrabel  gaü  a 
umgehen ,  und  dann  wurde  der  Aufnahme  des  folgenden  Bevo» 
in  aie  Elemente  der  Kegelschnitte  nach  meiner  Meinimg  wäa 
entgegen  stehen.  Die  Substituirung  einer  ganz  elementara£^ 
trachtung  für  die  im  Folgenden  ^gewandten  wenigen  btesi^ 
formein ,  —  die  übrigens  ganz  allgemein  bekannt  sind ,  —  kau  U 
aber  hier  fiiglich  den  Lesern  vollständig  überlassen. 

Die  allgemeine  Polargleichnng  der  Parabel  ist  bekaimtiek 

_  p p 

''"-2(l  +  cosg))—     .        1    .    ' 

^  4cosg9* 

wo  der  Winkel  q)  von  dem»  von  dem  Brennpunkte  der  IM 
nach  iherm  Scheitel  gezogenen  Radius  vector  an  immer  nadv 
selben  Seite  hin,  etwa  nach  der  Seite  hin,  auf  welcher  #i^ 
sitiven  Ordinaten  genommen  werden,  von  0  bis  300^  ^ 
wird;  also  ist 


lAcosK'f)* 


und  folglich 


1^«^_£!32 ?!.  Jl^ 


g^r^9=  1 — ^—16"  1 

32  cos  5-  9*  cos  5-9>* 

Bezeichnen  wir  aber,  indem  wir 

« 

annehmen,   den  Flächeninhalt  des  zwischen  dem  von  dem  fko 
Dunkte  der  Parabel  nach  ihrem  Scheitel  gezogenen  Radios  reii' 

jp  und  dem  Radius  vector  r  enthaltenen  Sectors  der  Parabdir^ 
5,  so  ist  nach  einem  bekannten  Salze  der  lotegralrechniiBg    1 


S=^lJ**f^; 


also  nach  dem  Obigen 
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öjtV 


Nun  findet  man  aber  leicht  nach  einer  bekaooten  Integralformel 

— TT = 3  (.— TT  +  — T— >"■  2  «* 

o     cosö»  cos  öS»'        COSjV 

•der 

t 

J   — T-7=j*"82''C^+— ri; 

"^        cos  g-  g)*  cos  s-  9^ 

=  3tangj9. j . 

cosjrg)' 

Abo  ist  nach  dem  Obigen 


Nun  ist  aber 


also 


.    1    ,     ,       »      4r— « 


und  folglieh,  weil 


\'P<W> 


ist,  also  sin 5 9)    und    coso  9  positiv  sind: 


U2 

folglicb 


,    1     '^nr^ 


Feraer  findet  man  leicht: 


cos  j  9)2        . 


p 


Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

S=^  Vp.(2r+P)  Vli^. 

Bezeichnen  vir  nun  fibsrhaupt  den  zwischen  den  beiden 
Vectoren  r  und  r'  enthaltenen  Sectör  der  Parabel  durch  S,  and 
nehmen  in  dem  Falle,  wo  r  und  r'  auf  einer  und  derselben  Seite 
der  Axe  der  Parabel  liegen»  fm,  dass  r'  grösser  als  r  sei,  so  ist 

S =24 Vp.  KV+p)  sfW^p  T  (2r  +p)\r5:^j, 

indem  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  uatore  Zeiebei 
nimmt,  jenachdem  die  Vectoren  r  und  r'  auf  einer  und  derselben 
Seite,  oder  auf  Terscfaiedenen  Seiten  der  Axe  der  Parabel  liegen. 

Die  von  den  Vectoren  r  und  r'  mit  der  Axe  der  Parabel  ein- 
geschlossenen und  auf  bekannte  Weise  genommenen  Winkel  be- 
zeichnen wir  durch  9  und  9^  so  dass  ako 

«— — J_ «/  ^ ~^    ■ 

1        '  T 

4COS292  4cos2  9>'* 

ist,  und  den  von  den  beiden  Vectoren  r  und  r'  mit  einander  ein- 
geschlossenen, nach  der  Seite  der  Parabel  ^hin  liegenden  Winkel 
wollen  wir  im  Folgenden  durch  Q  bezeichnen. 

Betrachten  wir  nun  zuerst  den  Fall,  wenn  die  Vectoren  r,  f 
anf  einer  und  derselben  Seite  der  Axe  der  Parabel  Uegmi»  and 
nehmen  arosserer  Bestimmtheit  wegen  an,  dass  diese  vectoreo 
beide  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  Parabel  liegen  und 

r'^T  sei,  so  sind  offenbar  cos 5- 7  und  coso9>'  beide  positiY. 
also  nach  dem  Obigen 

VT  = j — ,     yr  = — ^-j — 

2cos^^  2cosr^' 
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oder 


Vp=^2co8a  9 .  Vr ,      Vp  =  2cos  5  y'«  Vf' ; 


folglich 


coSö^.Vr  =  cosa^'.Vr' 


Nan  ist  aber  to  diesem  Falle  otfenbar 


also 


folglich 


oder 


abo 


y'=9+ö,    g)=.g)'^.ö; 


cos  59  •  1/r=:;:cosö  (9+Ö).  Vr', 
cos  2  9*'Vf^  =  cos  2  (9>'-^Ä)-  V'r ; 


Vr        "^^^^^^^  K      .    1    ^       1 

777=  1 =  ^os^e^Bin^eUing^ip, 

cos  5  9 

r;^= j =cos,2e+sijijötaDg,2g)'; 


I  Vr— cos^e,-!/^ 

tang29=-— 1— — -- 

fiiOgö.Vr' 


^—  • 


sipje.Vr 


4a 

Weil  noD 

Cos  29*=: j ,      COS  2  9^= i — 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

.  r'sin  2  ö* 

coB  5  9*= j —Z • 

r+r'— 2cos  2  Ö.VTW 

1    .s                 "'°^^ 
cos  2  9*= 1 ~Z» 

r  +  r'— 2Q0Säö.  Vit' 


ulso  nach  dem  Obigen 


irr'sinaÖ' 


p= ^ j 

r  +  r'— 2cos5«.  VTy 

Hierans  folgt  mittelst  leichter  Rechnung: 

4r{Vr— cos  2  Ö.VrO* 
4ip— /!= j - 

r  +  r'— 2cos2Ö.V^rr^ 

MVr'— cosjö.Vr)« 
if^^p  = — j -— 

r  +  r'-2cos^e.  V^rr' 


and 


r+f— Scos^«-  Vrr^  +  Sr^sins^ 

'J!T^pr=z'iT ^ • 

r+r'— 2cos2d.  Vr?" 

r  +  r'— 2cos|ö.V7?+  2r8ia|6> 
21^+^=21^ 


r+r'— 2cosg».VrF 
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Weil  aoter  der  gemachten  Voraussetzung  tang  5  9   und  tang  3  y 
beide  positiv  sind,  so  sind  nach  dem  Obigen 

Vr  —  cos^ö.Vr',     Vr'  — C0S2Ö.  Vr 

respective 

negativ,  positiv; 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

2(Vr  —  cos  5  ö .  VrO  Vr 


Y  r  +  r'— Scosgö. 


rr' 


2(Vr'-  COS5  e.Vr)Vr^ 


y  r  +  r'-.2cos^Ö.  Vrr' 

Nach  gehöriger  Substitution  in  die   aus  dem  Ob^en  bekannte 
Formel 

0=  Jj  Vp.K2r'+P)VS^-(2r+p)V4;^| 


ergiebt  sich 


6« 
Vp 


1        - l  1 

r'Cr+r'— 2cos2  0  Vit'  +  2rsin  ^  Ö*)(Vf'-cos  ^  Ö  .Vt)Vr' 

(r+r'-2cos^  ö.  Viy")y  r  +  r'  — 2cos  |ö.Vi^ 

1        , 1  1 

r(r+  r'— 2cos  ^ ö .  VTr^  +  2r'sin  ^  Ö«)  ( Vr— cos  ^  ö  .Vr^Vr 

(r  +  r'— 2cos|ö.Vi^)y  r  +  r'— 2cos^d.V"r7" 

Der  Zähler  der  Summe  der  beiden  Bräche  auf  der  rechten  Seite 
des  Gleichheitszeichen^  ist 


Theil  XVI.  au 
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1  , 1 

(rfr'— 2co«5Ö.Vn^)|r'(Vr'-co«5«.Vr)Vr' 


1 
+  r  (Vr— CO82  Ö.  VfO  Vr] 

+ aiysin^e^Cr + /— 2  CO82  ö .  VT?") 

=  (r+r'-2cos|ö.VlTÖ{»*+r'^-Kr+Ocos2Ö.V1r^+2r^ 

=:  (r+r'— 2  cos^O  .Vit'  )  l(r+rO«— (r+rOcos  ^ö .  Vrr'  — 2rr'co«2^|. 

Setzt  man  jetzt 

(,.^.^0»— (r  +  rOcos^ö.Vr?"— 2rr'co«2Ö"=0, 

und   I58t    diese   quadratische  Gleichung  in  Bezug  auf  r+r^  als 
unbekannte  GrSsse  auf,  so   erh&lt  man 

2cos^Ö.Vfy" 
r  +  r'^i  j         _ 

|— coSgö-V^nr'  ; 

also  ist 

1        j 1 

=  (r  +  r' +  cos  2  Ö .  VitO  (r +i^--2co8  ^  d -VrP") , 
und  folglich  obiger  Zähler 

ir+r'+  CO82 Ö.V'n^Xr  +  r'— 2co8,jd.VfT^)»  . 
Daher  ist  nach  dem  Obigen 
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Vp 
oder 


—  =  (r-fi^  +  co8^e.Vrr')  y  r  +  r'— 2cos  Jö-VIrP", 


Weil  diese  Formel  in  Bezug  auf  r  und  r'  vullig  symmetrisch 
ist»  so  ist  es  nun  nicht  tnehr  nuthig,  aozunehmen«  dass  r'  der 
grossere  Radius  vqctor  sei»  indem  man  vielmehr  in  dieselbe  jede 
zfvei  beliebige  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Axe  der  Parabel 
liegende  Vectoreu  einführen  kann.  Auch  ist  es  natürlich  nicht 
weiter  nothig  anzunehmen,  dass  r,  r'  auf  der  positiven  Seite  der 
Axe  der  Parabel  liegen. 

Wir  wollen  nun  auch  den  Fall  betrachten»  wenn  dieVectoren 
r,  r'  auf  verschiedenen  Seiten  der  Axe  der  Parabel  liegen»  und 
wollen  für's  Erste  grosserer  Bestimmtheit  we^en  annehmen»  dass 
r  auf  der  negativen »  r*  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  Pa- 
rabel liege. 

Weil  in  «Uesem  Falle  unter  der  so  eben  gemachten  Voraus 

1  1  , 

Setzung  offenbar  cos 5 9  negativ  und  cosö9>'  positiv  ist,  so  ist 

Vr= ^.        Vr'=— ^ 

2cos  ö  <p  2cos  Ä  9>' 

oder 


Vp=— 2cos,2  9>.Vr,  Vp=^'^coB^q>Wr^', 


folglich 


1  1    .     .* 

cos  5  9.  Vr= —  cos  5  tp  .  Vt  . 


Nun  Ist  aber  in  diesem  Falle  offenbar 

9'  +  (36üö-^)  =  g)'— g)  +3600=6, 


also 


9>'=:g)+d— 360<>,      9  =  9)'— 0+360^; 


30» 
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11  11,  ,^J. 

cos  Ä  9'  =  — CO»  2(9+0)»     008^9= — cos^iV"^)^ 


folglich  nach  dem  Obigen 


cos  ^2 9^ •  Vr  =  cos  2 (9  +  ö).  Vr' » 
cos  ö 9'.  Vi^=  cos  2  (9'— ö) .  Vr ; 


woraus  ganz  eben  so  wie  vorher 


un 


so  wie 


und 


tang29>=— j 

sinöö.V*^ 

tang2<p'= j f 

singO.Vr 


4iysin^ö* 


r+r' -2cosöÖ.Vit' 


MVr-coSgd-VrO* 


4^/9= r » 

r+r'  -2cosoö.Vfy 


4r'^r'— cos20.Vf')* 

4?^  — p=: 1 > 

r+r'— 2cos2Ö.Vri^ 


1        , 1 

r+r'-"2cos2d.Vrr^+2r'sin5Ö* 

.2r+p=2^— 1 ~: 

r+r' — 2coSöÄ.  Vrr^ 
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r  +  r'— 2co8  0  0 .  Vr?"+  Srsio  5  ö« 
2r'+jt,=2r'— ^ j fL. 


folgt 


Weil  unter  der  gemachteD  Voraussetznog  tang^^  negativ  und 

1 

taDgg^'  positiv  ist»  so  ist  nach  dem  Obigen 

respective 

positiv,  positiv; 

o  nach  dem  Vorhergehenden 

2(Vr — cos  Ci  S .  Vr*)Vr 


y  r+f— ScosJö.V^rr' 
2(Vi^-cos5Ö  .Vr)Vr' 


/^ 


Nach  gehuriger  Substitation  in  die  aus  dem  Obieen  bekannte 
Bormel  * 

©  =2iVp.{(2r'+p)W=p+(2r+p)V4;i:i?^ 

« 

^rgiebt  sich 

55  = 
Vp 

1    •  1  1 

rXr+r'— 2co8  2« .  W^+  2rsin  g  ö«)(Vr'— cos  j  6.Vr)Vr' 

(r+  r'-acos^ö •  V^)  yr +1^-2008^6.^^0^ 
Kr  +  r'-2cos  2  ö .  ViT^+2r'8m  I  d«)  (Vr-co8  fi  e .  Vr*)  Vr 

"  ^  ■        , 

(r+r'— 2co8gÖ.V^)  V '+»^-2co8g  Ö.VtT" 
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welches  wieder  gaoz  dieselbe  Fonnel  wie  oben  ist  Also  ist  ucb 
in  diesem  Falle  ganz  wie  oben 

« 

und  da  diese  Formel  in  Bezug  anf  r  und  r^  vuilig  symraetrisdi 
ist,  ao  ist  es  nicht  notbie»  dass  r  auf  der  negativen,  r*  anf  der 
positiven  Seite  der  Axe  der  Parabel  liege ,  sondern  es  kaon  auch 
umgekehrt  sein. 

Als  Resultat  der  ganzen  vorigen  Betrachtnne  ergiebt  «di, 
dass,  wenn  r,  r^  zwei  beliebige  Vectoren  der  Parabel  sind,  und 
6  den  von  diesen  beiden  Vectoren  eingeschlossenen,  nach  der 
Seite  der  Parabel  hin  liegenden  Winkel,  der  von  0  bis  360" 
wachsen  kann,  bezeichnet,  in  völliger  Allgemeinheit  der  Flicliefl- 
Inhalt  des  parabolischen  Sectors  8  durch  die  Formel 

esgVp.fr+r'+cosje.  V1rT^)y  r+1^— 2co8|e.V^ 

dargestellt  wird. 

Bezeichnet  nun  i  die  Sehne  der  Parabel,  welche  die  End- 
punkte der  beiden  Vectoren  r,  r'  mit  einander  verbindet,  so  ist, 
jenachdem 

0<Ö<180« 
oder 

ist,  nach  den  Lehren  der  ebenen  Trigonometrie  respective 

j*= i3  4  r'*— 2rr' cosö 
oder 

s^  =  r^+r'^'^  2rr'co8(360«— Ö) ; 
also  allgemein 

1« = r«  -1-  r*»  —  2rr'co8d; 
und  folglich 

C0SÖ=: ~ . 

also 
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200.2  ««_  M —^^^r- - —2S5— ' 
folglich 

und  hieraas,   wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt, 
jeoachdem 


oder 


ist: 


oder 


cos  a 


0<Ö<180o 


180o<e<360o 


2       -       2V^i? 


J  fl .  V^=  ±  I  V(r + r')«- *• . 


2co«  J  6 .  WF=  dbV^(>'+»^)*— «•  • 


2 
Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

wenn  man  immer  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenach- 
dem  der  von  den  Vectoren  r,  r'  nach  der  Seite  der  Parahel  hin 
eingeschlossene  Winkel  ein  coocaver  oder  ein  convexer  Winkel 
ist,  was  auch  Im  Folgenden  stets  festgehalten  werden  soll. 

Nun  setze  man 
so  ist,  wens  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt: 


r1-r'TV(r+rO*— j*=ar+yT2VÄ.Vy, 

und^  folglich    durch  Vergleichung   der  rationalen  und    irrationalen 
Theile  auf  beiden  Seiten: 
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aUo 

woraus,  indem  jetzt  keine  Beziehung  der  Zeichen  sa  da  «I9 
Statt  finden  soll» 

folgt,  80  dass  man  folglich  die  beiden  Gleichungen 
hat,  aus  denen  sich 

^= — 2 — '       y= — 2 — 

ergiebt.    Da  nun  im  Obigen 


positiv  genommen  Ist,  so  muss  man 


—  \ 


setzen,   weil  von 

das  obere  Zeichen  einen  negativen  Werth  liefert ,   der  hier.  «^ 
weil 


V  r+r'iFV"(r  +  r')«-«' 


positiv  genommen  worden  ist«  nicht  statthaft  ist 

Dies  vorausgesetzt  kann  man  nun  leicht  6  auf  folgesi'^ 
ausdrücken : 

also  ist,  wenn  man  multiplicirt:  . 
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T  ('-i^')'_(tif-X'-*t")'K'^X^)' 

d.  i. 


5®  _  A+r'+A*      A+r^-Ai 


oder 


oder  aucb 


«=^l(=±?-'^C^)'i 


®  =  ßV  2  • '  <"+'•'+*>*  T  (r+r'-^)«  I 


Dies  ist  der  merkwürdige  Ausdruck  für  den  Flächeninhalt 
eines  parabolischen  Sectors,  welcher  gewohnlich  nach  Lambert 
benannt  wird,  aber  eigentlich»  wie  wir  oben  bereits  bemerkt  haben» 
schon  früher  von  Euler  gefunden  worden  ist.  .Ausser  demPara-  . 
meter  der  Parabel  Ist  also  bloss  die  Kenntpiss  der  beiden  einen 
parabolischen  Sector  begränzenden  Vectoren  und  der  dem  densel- 
ben gleichfalls  begrenzenden  Boeen  der  Parabel  angehurenden 
Sehne  nathlg»  um  dessen  Flächenmbalt  mittelst  der  Lambert'schen 
Formel  berechnen  zu  kOnnen. 


494 


Besttminnngr  der  tMnge  der  auf  einen 
Kegrel  gewickelten  fi^cliranlienllnle. 

Von  dem  , 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  poljtechnUchen  Schale  so  Cnrltrnbe, 


Eine  Gerade  beweee  sicli  ttm  eine  andere,  Indeai  sie  mit  ihr 
bestfindiff  denselben  Winkel  a  macht  and  eie  lieetändfig  in  dem- 
selben Punkte  trifft.  Auf  ihr  bewegt  sieh  ein  Punkt  gegen  letitere 
hin:  welche^  ist  die  von  ihm  beschriebene  Kurve,  wenn  beide 
Bewegungen  gleichförmig  sind? 

Die  fragliche  Kurve  ist  eben  die  In  der  Aufschrift  genannte. 
Sei  also  y  die  Winkelgeschwindigkeit  der  bewegten  Creraden,  ß 
die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Punktes,  und  nehmen  wir  ein 
rechtwinkliges  Koordinatensystem  so  an,  dass  die  feste  Gerade 
darin  die  Axe  der  x  ist;  die  Ebene  der  ory  sei  so  gewählt,  das« 
der  bewegliche  Punkt  anfiinglicb  in  ihr  liegt;  femer  sm  die  Axe 
der  X  so  genommen,  dass  die  bewegliche  Gerade  anfönglich  in 
der  Ebene  der  az,  also  der  bewegliche  Punkt  in  der  (posItiTen) 
Axe  der  x,  und  die  (positive)  Axe  der  y  sei  so  gewänlt,  dass 
die  Bewegung  der  Geraden  von  der  positiven  Axe  der  x  gegen 
die  positive  Axe  der  y  geht 

Am  Ende  der  Zeit  I  üeet  die  bewegliche  Gerade  so^  da» 
ihre  Projektion  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  yt  macht ,  wShrend 
der  bewegliche  Punkt  in  ihr  um  die  Länge  ßt  gegen  den  festen 
Punkt  gegangen  ist.  Sei  (Taf .IX.  Fig.  5.)  O  der  Anfangspunkt  der  Koor 
dinaten,  OiS  die  Projektion  der  beweglichen  Geraden  (am  Ende  der  Zeit 
0  auf  die  Ebene  der  xff,  so  macht  die  bewegliche  Gerade  selbst 
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n 


mit  der  Ebeoe  der  scy  den  Wiokel  5- •**<•«>    feroer  ist  wOB:=zyt 

Ist  also  die  Entfernung  des  Durchschnittspunktes  der  beweelicben 
Geraden  mit  der  Axe  der  x  Fon  O  gleich  a,    so  ist  die  Länge 

jeoer  Geraden  gleich  ,  die  von  OBiat^a.  Ist  D  die  Pro- 
jektion des  beweglichen  Punktes  auf  die  Ebene  der  jcy  in  der- 
selben Zeit,  so  ist  BDzzzßtsina,  also  CD^zaUut — ßß\na.L  Sind 
also  X,  y,  2,  die  Koordinaten  des  beweglichen  Punktes  am  Ende 
der  Zeit  t,  so  hat  man: 

x=5  (otgcr— -  ßtsina)  cosiyt)  ,\ 

y  =a  (otgtt  —  ßUxua)  s\n{yt)  ,>      (1) 

Durch  Elimination  von  t  erhält  man  die  (swei)  Gleichungen  der 
beschriebenen  Kurve  (Schraubenlinie.)  Aus  der  letztero  Gleichung 
ergiebt  sich : 

pcosa 
so  dass  die  Gleichungen  def  Schraubenlinie  sind: 


(2) 


Eben  so  erhält  man  hieraus: 


C-^)'+  feX^-SV  <3) 


als   Gleichung    der    von    der    bewegten  Geraden   hesehriebenen 
Kegelfläche. 

Soll  die  Schraubenlinie  auf  einem  Zylinder  vom  Halbmesser 
r  sein 9  so  ist  a  =  oo,  atga^r,  tft=0,  also  i 

x=rc9ßiy(),  ^=rsin(yt),  »=jJ^; 

a'*  +  ,ya=r*. 

Der  Weg 9  den  der  bewegliche  Punkt  zurficklegt,  während  die 
bewegliche  Gerade  eine  Umdrehung  vollendet ,  heisst  die  Hohe 
des  Schrattbengangs. 
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Nan  erfolgt  eine  Tollstftndige  Umdrehung  in  der  Zeit  — ,    dem- 

nach  i8t  die  Hohe  des  Schraubengangs  -^.      Heisst   man  die- 
selbe A,  so  ist 

also  sind  die  Gleichungen  der  Schraubenlinie  (2): 

(2«i  \ 


die  der  (4): 


y=(*_)tg«.s.n(^j^^-j- 


(6) 


(6) 


2»  ' 

Setzt  man  zur  Abkflnong  -r-szk,  so  ergiebt  sich'  ans  (5): 

somit  die  Länge  des  Bogeos  der  Kurve,   wenn  er  von  x=:0  ao 
gerechnet  wird: 

—  r*  Vi  +  *»tgMa  -  «)•  Sz . 


cos« 

^  0 


Setzt  man  a — ^x=y,  x^^^a^^y,  so  Ist  dieselbe: 


-y**  VI  +  *«tg»4»y«8y 


Integrirt  man.  so  ergiebt  sich  als  fragliche  LSoge: 
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"*"  2ktga    ^V(a— 2)Atg«  +  Vi  +  (a— 2)«;fc*tgW  * 

Will  mao  die  Länge  derSchraubt^oÜDie  bis  zum  i^ollendeten  nten 

2ft9r 
Cmiaafe  (n  auch  eine  gebrochene  Zahl)  ^  so  hat  man  2 =-7-  cosa 

zu  setzen.    Die  vorkommenden  Logarithmen  sind  natürliche. 

Für  den  Fall  des  Zylinders  ist  atga=r,  a=:0,  0=00»  also 
die  Länge: 

/*'Vl+ifc%^x=  V^I+Ä^.i,  (8) 

wie  bekannt 

Für  z=a  bort  die  Kurve  in  der  Spitze  des  Kegels  auf;  also 
ist  ihre^ganze  Länge: 

^V^l  +  o%«tg*«+  ^- log(aAtga+V  l+aHHg^a).  (9) 

Man  findßt  leicht,  dass  die  Tangente  an  die  Kurve  (2)  im  Punkte 
&»  y»  0  iQ>^  der  durch  denselben  Punkt  gehenden  Lage  des  be- 
weglichen Geraden  einen  Winkel  d  macht,  bestimmt  durch  die 
Gleichung 

cos^=    ..  ,  (10) 

Vl+A*tgMa— 2)« 

und  im  Falle  der  Kurve  (4): 


dessgleichen,  dass  die  Normale  an  die  Kegelfläche  (3)  in  diesem 
Punkte  senkrecht  auf  der  Tangente  der  Kurve  in  demselben  Punkte 
steht  ) 

Wenn  man  die  Kegelflfiche  in  eine  Ebene  abwickelt,  so  legt 
sich  die  Schraubenlinie  ebenfalls  in  die  Ebene.  Ihre  Gleichung 
findet  sich  folgendermassen. 

DieLinie  AB  (TtifAX.  Fis.6.)  drehesichmitder  Winkelgeschwindig- 
keit xsina  um  A,  während  iB  gegen  A  mit  der  Geschwindigkeit  ß  hin- 
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schreitet.  Die  entstandeoe  Kurve  Ut  die  Abwickelung  der  Scfaraabeo- 
ÜDie,  wenn  man  die  einzelneo  Theüe  dieser  Kurve,  statt  loitiaii- 
fend  an  einander  zu  liegen,  von  einander  trennt  Denkt  man  sich 
nämlich  B  als  Anfangspunkt  und  beschreibt  mit  AB  einen  Kreis, 
so  wird  die  so  eben  gesuchte  Knrve  ein  oder  mehrere  Dmläofe 
machen,  bis  sie  In  A  ankommt.  Man  wähle  nun  zwei  Linien  ilS, 
AD  so,  dass  der  Boeen  BD=2a7ttga  (dem  Dmfang  der  Gmod- 
fläche  des  Kegels),  lege  nun  nach  einander  an  a3  u.  s.  f.  nm 
A  Winkel  gleich  BAD.  und  lege  die  zwischen  ihnen  befindKchea 
Stöcke  der  Kurve  in  derselben  Lage  in  den  Winkel  BAD,  so 
werden  diese  Stucke  die  Abwickelnoj^en  der  Schranbenlioie  sein, 
während  die  Fläche  ABD  die  Abwickelung  der  Kegelfläche  ist 
Da  de?  Punkt  B  den  Weg  2aftif(i  macht  m  derselTOo  Zeit,  in 
d^r  oben  eine  Umdrehung  der  Linie  AB  statt  hatte,  so  lässt  dcb 
leicht  die  Winkelgeschwindigkeit  von  AB  bestimmen.  Sei  näm- 
lich T  diese  Zeit,  so  ist 

ayigtt,r=2antga,     t= —  . 

Ist  nun  /  die  Winkelgeschwindigkeit  von  AB  io  dieser  letrten 
Bewegung,  so  Ist,  da  AB= : 

a 


/.t=:2a9rtga. 


cosa 


T  = 


7~' 


demnach 


2JWlna      in  . 

t=Ä  — ,     /=ysina,  (12) 


/  Y 

wie  oben  angegeben  wurde. 

Nehmen  wir  A  als  Anfangspunkt  von  Polarkoordinaten,  und 
sei  AC  die  Lage  der  erzetigeDden  Linie  am  Ende  der  Zelt  t,  so 
ist  die  Lage  von  B  (B*)  bestimmt  durch 

Winkel  SAC^r^iüa.t, 

cosa       ^  ' 
also,  vfetm^BAC^-^i    AB=sr: 

'  COStt 


m 


eine  archimedische  Spirale. 
Ihre  LfiDge  findet  sich: 


^  p  V(«*tga  -(.)»  + 1  a« .         (14) 


Asina 


Um  die  einem  Umgang  entsprechende  Länge  za  finden,  moss 
man  voo  |>=iO  bis  q  =29ssino(  integeren. 

M«i  setze  ^=:A:tgfiup»  so  erhSlt  man  aas  (14): 

\i[f'  Vi + A«tg^  (o-^)*  ^x ,       (15) 


co8a_ 


und  om  die  Länge  eines  Umgangs  zu  finden,    moss  a?= — r — 

gesetzt  werden.  Da  diess  genau  mit  Obigem  zusammenstimmt, 
80  folgt  daraus,  das  die  Kurve  sich  unverkürzt  abwicicelt,  was  zu 
erwarten  war. 
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Ceber   die   Bestimmanfr  des   flüttel- 
punktes  einer  Fläclie  zweiten  Orade» 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnitchen  Schale  la  Cmrltmke. 


Stellt 

die  Gleichung  einer  FISche  zweiten  Grades  dar,  so  iverden,  wenn 
diese  Fläche  einen  Mittelpankt  bat,  die  Koordinateo  desselben 
Xq,  yo>  *o  doich  folgende  Gleichungen  hestimmt: 

_     (BC-ßß)  G+(DE-CF)H+(DF  -BE)J 
*^-~      JBC-AD^—BB»—CF*+2DEF      * 

_      (DE~CF)  G+i^  C-E*)H +{EF-~AD)J 
ifo—      ABC—ÄD»—BE*—CF*-{^DEF      ' 

_      {DF—BE)  G+iEF—AD)H+(ÄB—F*)J 
*»— —       ABC-^D»~'BE»—CF*+2BEF 

IstnuD  der  Nenner  dieser  Ausdrücke  nicht  Null»  so  bat  die  FiScfie 
einen  Mittelpunkt.  Sie  hat  aber  deren  unendlich  viele,  wenn  zwar 
der  Nenner  Null,  zugleich  aber  alle  drei  Zähler  auch  Null  sind. 
Nun  Ist  aber,  sobald  der  Nenner  Null  und  einer  der  Zähler  Null, 
jeder  der  zwei  anderen  Zähler  Null. 

Heissen  nämlich  die  drei  Zähler  Z|,  Z^,  Z^^  der  Nenner  ff, 
so  findet  man  leicht,  dass  , 


I 
I 
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i 

AZi+FZ^+EZt  =—  GN. 
FZt  +BZt+DZ,  =—BN, 
EZi+DZt+CZ,z=-JN. 

Ist  nun  z.  B.  nebst  ^=0  auch  Zs=0,   so  folgt  hieraua: 

AZi+FZ^=0, 

EZi+DZ^=0; 

woraus  notbwendig  Zi=Zs=:09  was  den  Satz  beweist. 

lo  diesem  Falle  liegen  die  Mittelpankte  zuweilen  in  geraden 
Linien   (bei  zylindrischen   Flächen). 

Als  Beispiel  wollen  wir  die  FiSche 

betrachten«    Hier  ist:  . 

A=:lfi.  Ä=a«    C=46«+9aa,   />=— 3a«,    iS=-2A?. 

Also  Z|=Z2=Z^=:iV=0.    Denken  wir  ans  aber  zuerst  G  =  H 
=/,  so  ergiebt  sich: 

ao_  (gC-l>»)-KZ)i:-Cf)+(/>F— ■«£)     ,, 
5;  —      DF—BE + EF-AD + ^Ä— *^     —  '^  • 

*>  _^£"-Cf  +  AC—E'+EF—AD     , 
d.  b.  alle  Mittelpankte  liegen  auf  der  Geraden ,  deren  Gleichungen 

< 

sind.     Die  FiSche  selbst  ist  ein  elliptischer  Zylinder. 


Theil  \VI.  31 
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Klsenachalleii  der  greraden  Kegel  «nd 

Kegretetnnipfe   mit   §phäri§ch  se- 

krammten  Orundllftchen. 

Ton  den 

Herrn  Schnlrath  J.  H.  T.  Müller 

sa  Wiesbaden. 


Wenn  man  aus  zwei  Gegenpnnkten  einer  KegelflSche  mit 
den  sphärischen  Radien  o\  qf'  zwei  Kugelkreise  G'»  G"  be- 
schreibt» so  sind  durch  die  Umfanse  dieser  Kreise  zwei  gerade 
konische  Flächen  bestimmt»  weiche  die  dureh  jene  Punkte  gebende 
Gerade  zur  gemeinschaftlichen  Axe  haben»  so  daiiss  der  Mittel- 
pnnkt  der  eirten  konischen  Fläche  ausserhalb»  und  der  der 
andern  innerhalb  der  Kugel  liegt 

Hier  soll  von  derjenigen  konischen  Fläche  ausgegangen  wor- 
den» welche  ihren  Mittelpunkt  ausserhalb  der  Kugel  bat»  ond 
zugleich  q'^q"  ansenommen  sein.  Die  Eigenschaften  der  anden 
Fläche  ergeben  sich  später  sogleich  aus  denen  der  engten»  wenn 
q"  negativ  genommen  wird. 

Aus  jener  Verbindung  des  konischen  Raumes  mit  der  Kngel 
entstehen : 

f.  zwei  Kegel  C»  C  mit  den  sphärisch  gekrOmm- 
ten  Grundflächen  (?'»  C^  deren  Azeu  sich  um  deo 
Kugeldurchmesser  unterscheiden»  * 

2.  und  ein  Keeelstumpf  <C  mit  den  beiden  sphäri- 
schen Grundflächen  G'  und  G",  welcher  den  Kugel- 
durchme^ser  zur  Axe  bat  und  dem  Unterschiede  jener 
beiden  Kegel  gleich  ist 
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3.  Der  Halbmesser,   die  Oberfliehe,   der  Inbalt  der  Kugel 
soll  immer  mit 

r,        Ä,        » 

bezeichnet  werden. 

4.  Legt  man  durch  die  Peripherien  der  Kugelkreise  G',  G*' 
Ebenen,  se  sind  die  Höhen  der  zugehörigen  Kugelabschnitte  Ti\ 
V  gleich 

r(l  — cosp') ,     r(l — cosp'O ; 

fo^liob  Ist 

G'zsiim*.  siD4p'>=s|]i}p'*.  Kl 

G"=4«r«.8inip"«=ßin4p"«,jr. 

Hieraus  erhält  man  die  KngelkegeU  welche  G'  und  G"  zu  Grund- 
flScben  und  den  Mittelpunkt  der  ^ugel  zur  Spitze  haben,   gleich 


und 


4 

K-  nr'  .sinip^ssini^^ .  & ; 


4 


Werden  diese  um  die  zugehörigen  Kegel  mit  ebenen  Grund* 
fliehen  Termindert,  so  erhält  man: 

5.    Die  Kugelabschnitte 

1  • 

Ä'CTg-  Tcr^  (4sln^p^  —  sinp'^cospO; 

a^'s  y  «r»(4sin4p''«-sinp"«C08p") . 

Da  4sin^^=l-— cosp,  so  ist 

4sin  s-sinp^— sinp^oosp  =  2— 3cosp  -f  cosp' 

=  (2-fco8p)  (1— cosp)*. 


folglich  auch 


2t = s-  «r»  {2+coöp)  ( 1  — cosp)^ 


oder 

31' 
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6.  Der  Regelstumpf  mit  den  ebenen  Grundflächen  Gp 
dl ,  deren  Peripherien  mit  deneu  von  G'  und  G"  zusammental- 
len,  ist,  wie  man  sieh  alsbald  überzeugt , 

Wird  dieser  um  die  beiden  Kugelabschnitte  21',  21"  vermehrt, 
so  entsteht  unser  Kugelkegelstumpf  C  und  man  erhält  nach 

Division  mit  w^r^'  < 

TtT 

+ 4siDip'*— sinp^cosp' + 48in4ß"»-8in^"«ro8j", 

and ,    nachdem  man    da«  Product   entwickelt  und  das  Ganze  T»r- 
einfaebt  hat. 


3 


."% 


Ag  .€=8m(p'+p")  (sinif'+sinp")  4-4sini9'> + 4sini9 

= 28ini(p+?'0<«>8f(*'+«").2sini(*'+«'0cos  j(^'— p") 
-|-4sini«'>-f4sinia"*. 
Da 

.   .  -  .    .   .   .-      1— cosp'  .   l — COSä" 
8in4(f'«+8lnip">= — 2~^  +  — 2~^ 

so    ist,    wenn    die   Gleichung    durch    4    dividirt    worden,    ««ü 
ö-»rr'=Ä  ist. 

|=sini(p -K»")«co8  j  ((f'+  p'Ocos  lif'-ff)' 
+  1  -  oos  2  l*'  +  «")  cos  5^  (*'—?") 


Es  ist  demnach 


=  1  -  cos i (9' + 9")'co8^(9'  -  9") • 


€  =  (  l-co»5^(^'  +  p'0"cost(p'-p'0J  .Ä 
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d.  i.  Der  Inhalt  eines  Kugelkegelstumpfs  wird  ee- 
fonden,  wenn  man  die  dritte  Potenz  des  Cosinus  der 
halben  Summe  der  Radien  beider  Grundflächen  mit  dem 
Cosinus  des  halben  Unterschieds  derselben  multipliclrt 
und  diesem  von  1  subtrahirten  Producte  die  zugehörige 
Kugel  zur  Einheit  giebt. 

Denkt  man  sich  diesen  Stumpf  aus  der  Kugel  herausgeschnit- 
ten, ^o  bleibt  ein  von  einer  Kugel-  und  einer  Kegel-Zone  negrenz- 
ies  Zweiflach  flhrig,  dessen  Inhalt 

Ä-C=cosi(p'+^")'cosi((>'^()'O.K 

^urch  eine  sehr  einfache  Formel  gegeben  ist. 

7.  Um  den  zu  denselben  Grundflächen  gehurigen  Kegelstumpf  zu 
finden,  dessen  Seitenkanten  einander  unverlängert  schneiden, 
setze  man  q"  negativ,  wodurch  man 


»-€  =  cos^(^'  +(>'0cos5-(^'-^^")*.» 


erhält. 


Demnach  ist  für  diesen  Fall  das  Product  aus  dem  Co- 
sinus der  halben  Summe  der  Radien  in  die  dritte  Potenz 
des  Cosinus  ihres  halben  Unterschieds  der  Coeflicient 
der  Kugel. 

8.  Wird  in  (6)  q'  =  q''=z(^  gesetzt,  so  erhält  man  einen 
Kugele 5* linder,  dessen  Aze  durch  den  Kegelmitt^lpunkt  geht,' 
und  es  wird 

£s=(l--cos^').&. 

Der  Kugelcyliuder  ist  daher  gleich  der  Kugel  roultipli- 
cirt  mit  der  Ergänzung  der  dritten  Potenz  des  Cosinus 
vom  Grundflächenradius  zu  1. 

Wird  aus  der  Kugel  ein  Kngelcylinder  herausgeschnitten, 
dessen  Grundflächenradius  =60^  ist,  so  ist  die  so  ausgehöhlte 
Kugel  acht*knal  so  klein  als  die  Kugel  selbst. 

9.  Macht  man  dagegen  in  (7)  p'=:^''  =  ^,  so  entsteht  ein 
Kugel  kegelstumpf,  dessen  Seiten  einander  im  Mittelpunkte  der 
Kugel  halhiren  und  es  ist  dann 

€ = (l-cosp)»=i28inl^«  Ä . 

Die  auf  solche  Weise  ausgehöhlte  Kugel  ist  demnafh 
der  mit  dem  Cosinus  des  Grundflächen halbioessers  roul- 
tiplicirten  Kugel  gleich.     Vergl.  (4.) 

Ffir  9=60^  sind  also  beide  Körper  einander  gleich. 
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10.  Setzt  man  ^''=:0»  00  eotstehl  ein  Kogelkesel, 
Spitze  im  Gegenpmilcte  des  Mittelpunkts  von  G'  liegt    ffiernadi 
wird 

<C=  (1— cos^  p*)  .Ä  =  j(l— cosrt  (3+cos^)3. 

Für  ^=900  wird  (£==!&,  fiir  ^=60®  wird  »— €= |ar«. 

11.  Wenn  in  (6)  die  Seitenkante  des  Kegelstumpfii  nut 
&  iMseichnet  wird,  so  ergiebt  sich  ietcbt,  dass 

4i«=2r»(l  +  cos(^'+9'0). 

oder 

1 

ist. 

Die  Verbindung  dieser  Gleicbung  mit 


C=|l-co8i((>'+^'0»co8^te'-(>'0J.  j-«^' 


giebt 


Da 


Es  ist  daher  der  ausgeh5hlte  Korper  einem  Kegel  gleicb, 
welcher  die  Seitenkante  des  Stumpfes  zum  GrundflSchen- 
durchmesser  und  den  Kugelradtns  zur  Hohe  hat,  wem 
man  diesen  Kegel  mit  dem  vierfachen  Producte  der  Co 
sinus  der  halben' Summe  und  der  halben  Differenz  der 
Grundflüchenhalbmesser  muilSplicirt. 


2cos  gCp'  +  9")  cos  2  (p'— P")=  cos^'+coso" 


and 

rcosp'+rcos^'' 

glUeh  der  mit  a  zu  bezeichnenden  H8he  des  KegelstompfiB  mit 
ebenen  Gmndflichen  ist,  so  liat  man  auch 
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Darnach  ist  die  .konisch  aiisgeb5Ute  Kugel  doppelt  so 
gross  als  ein  gewöhn  lieh  er  Kegel,  frelcher  aie  Sd- 
tonkante  des  Stumpfes  zum  Durchmesser  der  Crnindfläche 
nnd  d^n  Abstand  beider  Kreisebenea  zur  H5he  bat« 

12.  Geht  der  Stampf  in  einen  Kugeicyllnder  Gber,  so  wird 
in  (Il)...a3x2f  und  man  erhält 

4 

Die  cyilndrisch  ausgebohlte  Kugel  ist  also  einer  Kfcel 
gleich  y  weiche  die  Seltenkante  des  Cylinders  zum  Doräi* 
messer  hat. 

13.  Es  bleiben  Jetzt  noch  die  beiden  Ergünzungskegel 
dcA  Kugelkegeistumpfs  zu  betrachten,  weiche  entstehen,  wenn 
der  Mantel  des  letztern  bis  zum  Durchschnittspuokte  erweitert 
wird,  und  von  denen  der  erste  C  den  convexen  Kugelkreis  6^ 
der  andere  (L"  den  concaven  G"  zur  Grundfläche  hat 

Die  zugehSrigen  Kegel  mit  ebenen  Grundflächen  6|,  Gn 
seien  <£■ ,  Cn  und  ihre  Hohen  «%,  an,  folglich  a^ — a||=a. 
Vergl.  (11.). 

Dann  ist 

a  ^  (cos^'-h  cosp")*' 
und  die  Halbmesser  von  G^ ,  G^x  =rsinp',  rsio^''  und  man  erhält 

COSp'+COSp^        .      ,  •      t      A  ,  t        //v 

">  =  6lne--sine^-''^"'^  =^"'^^^^2  ^^  -^  >'^ ' 

Daher  sind  die  ebengruadfllcbigen  ErgSiuangskegel 

1  1  '         ' 

Wird  C|  um  den  Kugelabschnitt  TU  vermehrt  und  Cn  und  H" 
vermindert,   so  erhält  man  die  gesachten  Kugelkegel  <Ef  C  und 

1 
es  ist,  ^enn  man  <5)  benutzt,  und  beiderseits  durch  ^^rr'dividirt: 

3     _,     co8g'-hioap"    .    „ ,  4  .  ,  -     .    -       , 
;^  «'=5H7Z:iS7'«'V"+4«ini*'«-Mn9'»cosp'. 
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Wird  rechts    das  dritte  Glied  auf  den  Nenner  des  ersten  ge- 
bracht,  so  erhält  man 

und  durch  eine  leichte  Cmformong  des  CoeffidenteD  von  sra^: 

3 


«r' 


Daher ^  wenn  man  noch  sinp'^  verwandelt: 

Wenn  man  den  Sinus  der  halben  Summe  der  Grnnd- 
flächenhalbmesser  durch  den  Sinus  ihres  halben  Unter- 
schieds dividirt,  so  erhält  man,  flir  die  Kugel  als  Ehi> 
heit,  den  Inhalt  jedes  der  beiden  Ergänzungskegel. 
wenn  man  jenen  Quotienten  mit  dem  Quadrate  des  Co- 
sinus der  äälflte  des  zugehurigen  Radius  multiplidrt  und 
dieses  um  1  vermehrte  oder  verminderte  Produet  mit 
dem  Quadrate  des  Sinus  der  Hälfte  desselben  Radios 
multiplicirt. 

14.  Wird  in  (13)  .  .  e"  negativ  genommen,  so  erUlt  raao 
das  andere  ^u  denselben  Grundflächen  gehörige  Paar  von  Kugel- 
kegeln ,  wodurch  sich  hier  bloss  der  Quotient  beider  Sinus  amkenri 

15.  Da  nach  (4)  sinio^.jK  den  Inhalt  eines  Kugelkesels  giehtj 
welcher  p  zum  Grundfläcbenhalbmesser  und  den  Blittei|Minkt  der 
Kugel  zur  Spitze  hat:  so  werden,  wenn  man  in  (13)  die  erste 
Endgleichung  um  sinJp'*.2L  vermindert,  die  zweite  aber  um  stnie'^.& 
vermehrt,  zwei  Doppelkegel  ^',  ^'  entstehen,  deren  gemein- 
schaftliche  Spitzen  der  Kegelmittelpunkt  und  die  Spitze  der  Ergän- 
zungskegel  eAid  und  welcne  bezieninigsweise  die  Peripherie  von 

G',  G"  zur.  Randkante  haben. 
•  %        \ 

*  JDe|^  InhäK  derselben  ist 


1    8in4(?ji:i?'0  .    .,  ^ 
^•4sin4(9'-(>")*"'^    •^• 


Hieraus  erhält  man  unmittelbar 
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Es  verhalteD  sich  daher  diese  Poppelkegel  wie  die  Qua* 
drate  der  Sinus  der  (Sphärischen  Ilalbmesser«  mit  denen 
ihre  Kanten  beschrieben  worden. 

Das   andere  Paar  von  Doppelkegeln  wird  eben  so  behandelt« 

16.  Ergänzen  die  sphärischen  Halbmesser  q*^  q"  der  Grund- 
flächen der  Kugelkegel  (C%  iE"  einander  zu  180^,  so  wird  die 
äussere  konische  Fläche  eine  Berührungsfläche  an  die 
Kugel,  and  man  eihält  alsdann,  nachdem  die  Eudgieichungen  in 
(13)  durch  XL  dividirt  worden, 

C  1  ] 

i     ^ 
COS  g-  q'* — COSp' 

■^  -7  cos/ 

1 

ttod  wenn  man  im  Zähler  cosp'  durch  coss-^—siOtP'*  ersetzt» 

sinjp'* 

In  diesem  Falle  muss  C— C=2ll  sein. 

17.  FOr  die  Innern  Kegel  geht,  wenn  p'-f-f^^'^lSO^  wird, 
die  konische  Fläche  in  eine  Ebene  über  und  die  Kugelkegel  wer- 
den zu  Kugelabschnitten,  deren  Summender  Kugel  gleich  ist. 

18.  Werden  die  Azen  der  Kugelkegei  C,  C"  mit  a'>  a*' 
bezeichnet,  so  erhält  man  aus  (12)  und  (4)  fiir  die' äussern  Kegel: 

< 

af      cosp'+cos^"  .     / .  1  '         't       #  • 

r       smp' — smp'       ^  ^      ••  ♦ 

8in(p'-|'p'0  +8inp' — ^sinp^' 

sinp'— sinp"  ^ 

1  ^ft%Am^  t\*t 


1  a'o  ;»!/«'' 


„    cos4g-8inig- 
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19.  Ist  p  die  SpHze  des  fiussern  und  q  Ae  des 
Kngelk^elpaares ,  sowie  o  der  Mittelpviikt  der  Ksgd,  u 
op=6  die  gemeiDSchaftlicfae  Axe  der  Doppelkegel  ^,  ^. 
man  hat  6=0'— r=ra''+r.  Daher  ist  aus  (18)  naä  mvM 
Umformung 


ond  flir  oq=c 


*'""sinl(^^-^'0     ' 


""""ßiniC^'  +  ^O     • 


woraus  die  geometrische  Bedeutung  der  in  (13)  oad  (15)  v^i 
menden  Sinusquotienten  hervorgeht 

Auch  folgt  augenblicklich  aus  diesen  beiden  Gleichn^ 

dass  das  Rechteck  aus  den  Axen  op»  c^  derUi 
Doppelkegelpaare  gleich  dem  Quadrate  des  Ea^ 
messers  ist 

20.  Endlich  sind  noch  die  Seitenkanten  2f',  ^^ 
fiussern  Ergänzun^skegel  zu  bestimmen.  Sie  ergeben  md^ 
wenn  man  sich  erinnert,  dass  in  (]1) 

«=rcosjfe'  +  ^'0 

war.    Man  erhält  nämlich  für  die 

äussern  innern 

Ergänzungskegel 

.  ring'       ^  ._       8tnp*       ^ 

'  "sinl(e'--^'0  8inl(^'+^'0   • 


sidK^'-^")'  '^  ~sini(^'-H-0 


aus  deren  Verbindung  sich  wiederum  die  in  (19) 
Sinusquotienjjfn  ergeben. 

Diese  einfachen  Beziehungen  zwischen  einem  kw^ 
RaAAe  unl'der  Kugel,  deren  Zahl  sich  leicht  vermehren  Fhs 
bedfirfy  zu  Ihrer  Herleitung  bloss  der  Bekannts«Jiaft  mit  ddl 
mentenderStereqpnetrie  und  der  Goniometrie  und  eignen  sieb  «2^« 
zu  ifusich  zusammenhängenden  Uebungen ,  ähnnch  den  is  ' 
,,Geomi^riseheu  Ausläufern''  von  mir  zusammengestdte - 
dieser  Bemerkung  mogb  die  Mittheilung  dieser  Kleinigkeit  f^ 
fertigt  sein. 


4n 


Velier  die  Bestimmnns  der  gymmetrl- 
sclieii  fnnlLtioDeD  der  UViurzeln  einer 

OlelchuniT* 

(Nach  Abel  Transon,   in  den  Noavelles  Annale«  de  Ha- 
th^matiqne«.    Fävrier  et  Mars  1850.) 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

•B  der  polytechnbehen  Sehnte  aa  Carlarnhe. 


§.  1. 

Seien  f^z),  w(ai)  ganze  Fonktionen  von  x;  a,  ^,  c die 

(n)  Wnrseln  der  Gleichung 

f(«)=0,  (l) 

•0  ist  bekanntlich 

Mulüplicirt  man  nun  beiderseitig  mit  g>(x),    8o  erhäk  ma^ 

m 

F'(x),tp{x)_  q)(x)  ,  (fix)  ,     _r/^,  s  y(«)  ,  y(ft)  e   • 

wenn  man  (falls  diesu  thunlich  ist) «  9(0:)  durch  x-^a,  x — 6  u.  s. 
w.  dividirt»    bei   welcher   Division   nie   Reste   bekanntlich  9(0), 

9K^), sind»   so  dass  f(x)  eine  ^anze  Funktion  von  x  ist,   um 

einen  Grad  niedriger  als  9(0?).    Bringt  man  die  zweite  Seite  auf 
einerlei  Nenner«  so  ist 
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F'MM^)  _  ai^^£tp(a)  + 

~F(j;r"-^^)+ F(x) '  ® 

wenn   £  bedeutet,   man  solle  die  Operation  auf  alle  Woneln  a, 
b, ausdehnen»  also  z.  B. 

£q>(a)  =  <p(a)  +  g>(b)  +  g>(c)  + (4) 

ist.    Daraus  folgt  offenbar,  dass  man  die  symmetrische  Fasktioo 

F'Mfpüc) 
(4)  erhält,  wenn  man — rü~~r~  n^ch  fallenden  Potenzen  von  «ent- 

t{x) 

1 

Hickeft  und  den  KoefGzienten  von  —  nimmt. 

X 

Da  man  hat 

FXx)=0,  (!) 

so  kann  man    hierdurch  x*  ausdrücken  vermittelst  der  niederem 
Potenzen  von  jr»  so  also  dass  etwa 


.    x"=— piJ?"— *— fv?*^* — ....;    (5) 

ebenso  kann  man  a^^,  o:"-!-*,....    ausdrficken  durch Poteozeo von 
X,  niederer  als  die  nte.    Z.  B.  aus  (5)  folgt 

jjii+irs — Pia?*— '/i^a:"-"'  — ... ; 

setzt  man  hier  für  a^  seinen  Werth  (5) ,   so  erhält  man  den  ver- 
langten Ausdruck  von  x^-^K 

In  dieser  Weise  kann  man  überhaupt  vorläufig  die  Grtoe 
F'(x)fp(x)  durch  niederere  Potenzen  von  x  ausdrück^i,  als  die 
nte,  und  man  wird   etwa  erhalten: 

F'(ar)9(a:)  =  Aio;— >  +  Äjo:«-«  + (6) 

Hat  man  diess  gethan ,  so  ist  in  (3)  offenbar  f{x)zdi  und  man  bat: 

9(a)  +  fp(b)  +  9(c)  + =Äi .  (7) 

Vermittelst  der  gelehrten  Methoden  wird  man  also  immer  die  syn- 
metrische  Funktion 

v(ö)+9(6)+^(c)+ (4) 

der  Wurzeln  der  Gleichung  F{x)^sO  ausdrücken.  k5nn6n. 


$.  2. 

Gesetzt  nun,  es  handele  sich  um  die  symmetrische  Funktiafi 
zweier   Buchstaben 
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die  man  durch 

£g>(ß:,y)  (8) 

darstellen  kaon,  wobei  bemerkt  werden  muss,  daeg  £  bedeatet. 
X,  y  sollten  alle  Werthe  annehmen  (§.  l.)»  oder-  alle  Verbindan« 
gen  dieser  Werthe  zu  zwei. 

Man  dividire  nun  zunächst  F(a:)  durch  x — a,  und  sei  Fi{x) 
der  Quotient >  so  dass  6,  c,,..,i  die  (n — 1)  Wurzeln  der  Gleichung 
Fi(ar)=0  sind.    Aus  §.  1.   folgt  nun,    dass   der  Koeifizient  von 

—   in  der  Entwickelung  von 

F\(i).fp(a.  ») 

die  Summe 

(p(a,  b)  +  <p(a,  c)  + +  9(«.  0 

ist    Stellt  man  nun  diesen  Koeffizienten  durch  ^(a)  dar^  so  ist 

>       • 

und  man  wird  die  verlangte  symmetrische  Funktion  durch  Ent- 
wkkelung  des  Ausdrucks   — j/ZT       finden. 

$.3. 
Bfan  habe  die  symmetrische  Funktion  dreier  Buchstaben 

80  wird  man  znereA  das  Polynom 


•       j 


1 

bilden.    Sucht  man  nun  den  Koeffizienten  von   —    in    der    Ent 

X 


Wickelung  von 


F^'(x)g>(a,  b,  x) 
F2(x) 


80  ist  derselbe  gleich 
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SO  dass  man  die  symmetrische  Fmktion  ^^(y»  z)  wa  iN^oeluieo 
hat,  was  nach  §.  2.  geschieht 

Dass  man  so  (ortfahren  kann,   ist  klar. 

Dass  es  hinreichend  ist,  ganze  Funktionen  zn  hetrachten,  ist 
leicht  einzusehen,  da  eine  jede  nicht  ganze  rationale  Fuiridioa 
der  Qnötient  zweier  ganzen  ist,  und  zugleich  auch  jede  ratienale 
Funktion  einer  oder  mehrerer  Wurzeln  einer  deichnng  enetxt 
werden  kann  durch  eine  ganze  Funktion  dieser  Wurzeln.  (Serret. 
Cours  d'AJgdbre  superieure  $2me  le^on  pag.  19.  suIt.)« 


§.  4. 

Man  sieht  leicht  ans  dem  Vorstehenden,  dass  jede  symme- 
trische ganze  Funktion  der  Wurzein  einer  Gleichung  eine  ^nzc 
Funktion  der  Koeffizienten,  ohne  irgend  einen  numerischen  i>iTi- 
sor  ist;  so  wie  dass  man  sie  durch  algebraische  Dirisionen  er* 
hält,  bei  denen  der  Koeffizient  des  ersten  Gliedes  in  den  Diri- 
soren  Immer  der  Einheit  gleich  ist  Besonders  geht  die  erste 
Behauptung  klar  aus  der  zweiten  Methode  des  §,  1.  hervor. 


f  6. 

Sei 

^  +Ptar"'-*+Ä^»^*+ +p»=0  (9) 

die  gegebene  Gleichung  (F(;r)=:0),  also  pi,  p^, deren  Koef« 

fizienten  mit  den  Zeiffern  1,  S,..m.  Denken  wir  uns  nun  Irgend  em 
Produkt  solcher  Koefnzienten,  so  heissen  wir  den  Zeiger  dessel- 
ben die  Summe  der  einzelnen  Zdger,  indem  man  Sorge  trSgt, 
den  Zeiger  eines  Buchstabens  so  viel  mal  zu  zählen ,  als  dieser 
Buchstahe  vorkommt  So  ist  z.B.  der  Zeiger  desPlrodnkti|»i^piB^ 

=3.1+4.2  («=10. 

Besteht  eine  Funktion  aus  mehrern  solcher  Produkte,  so  Imsst 
der  höchste  Zeiger  der  einzelnen  Glieder  der  Zeiger  der  Funktion. 
So  ist  also  von 

* 
der  Zeiger  28. 

Man  habe  nun  eine  symmetrische  Funktion  einer  oder  meh- 
rerer Wurzeln  der  Gleichung  (9) ,  so  heisst  der  hOchste  Grad  der- 
SjBiben  die  höchste  Summe  der  Exponenten  der  einzelnen  Glieder, 
ist  diese  Funktion  nun  durch  die  Koeffizienten  von  (9)  ausgedrOdct, 
so  hat  sie  einen  gewissen  Zeiger  und  man  kann  nun  nachweisea, 
dass  der  Zeiger  Vmer  sjrmmetrischen  Funktion  ihrem  Grade  ^tHA  ist. 
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lo  B«Eag  aaf  die  symiiMtrisciieii  FnnAfioDen  eines. Bachsta- 
bens  genfigt  es ,  den  Beweis  zu  liefern  für  die  Funktion  SAaf^p 
wo  A  eine  Zahl  ist  Cm  diese  Funktion  zu  erhalten,  muss  man 
dividiren  ({.  1.) :  . 

Sei  der  Quotient 

so  ist 

9r  =  —  fiVi^i  — P«9r-« — .—.  — ivq'o  +  (rn--r)Apr . 

Da  aber  ^o  =  iliny  also  den  Zeiger  0  hat,  so  hat  allgemein  gr  den 

j 
Zeiger  r.    So  demnach  hat  der  Koeffizient  von   — ,  d.  i.  9^  den 

Zeiger  n,  was  den  Satz  beweist. 

Wäre  A  selbst  eine  ganze,  rationale  Funktion  der  Buchsta- 
ben p,  so  h&tte  9o  denselben  Zeiger  tif  wie  A,  also  9«  (AJBa^) 
den  feiger,  n'+n. 

In  Bezug  auf  die  Funktionen  zweier  Buchstaben  genfigt  es, 
die  Funktion  Zg^z^  zu  betrachten. 

Heisst  man  die  zweite  Art,  in  §.  1.  aufgeffihrt,  die  durch 
Reduktion,  so  dass  wir  also  unter  Reduktion  der  Funktion P(j:)9^a?) 
vewtehen  die  Operation,    vermöge  der  alle  Potenzen  von  x  oie 

hoher  als   ""  ' 

vermittelst 


wenn  man 

telst  der  Gleichung  Fi(j;)^0  vornimmt    Da  aber 

«•-»  + 


Fi(x)=ae^Ha 

ar»-»  +    a» 

+  Pi 

+  Pi« 

+Pi 

SO  ist  klar,  dass  man  hierdurch  eine  Funktion  ^(a)  erhalten  wird, 
so  dass  in  jedem  ihrer  Glieder  der  Grad  von  a  mit  dem  Zeiger 
des  Buchstahens  0  die  Summe  n^n'  betrSgt,  so  dass  die  Reduk- 
tion, die  darauf  tolgt,  nämlich  der  Grosse  ^(.T)/^(d:),  vermittelst 
F(ar)=0,  eine  Funktion  vom  Zeiger  n+n!  giebt 

So  kann  man  leicht  fortfahren. 

Wenn  man  eine  allgemeine  Gleichung  vom  mten  Grade  mit 
zwei  Unbekannten  a:  und  y  hat,  so  geben  die  Zeiger  der  Koeffi- 
zienten von  X  zugleich  den  Grad  derselben  in  y  an.  Der  voran- 
gegangene Lehrsatz '  lehrt  somit  den  Grad  In  y  einer  jeden  sym* 
metrischen  Funktion  der  Wurzeln  ai^  4b>*— ^«>  kennen. 
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...    Eben  so  dient  dieser  Satz  auch  za  Abkürzungen  der  tu  dea 
ersten  Paragraphen  angegebenen  Rechnungen. 


$.6. 

Sei  n  der  Grad  der  symmetrischen  Funktion,  m  der  vonFXx). 
Wenn  n^m,  so  kann  man  in  F(a:),  Fi(x)f  F^isX  u.  s.  fl,  ebc» 
so  in  P(x)y  Pi(x),  l^a(a?)  u.  s.  w.  alle  Koeffizienten  weglassen, 
deren  Zeiger  hoher  als  n  ist»  was  anmittelbar  aus  dem  yorigeo 
Lehrsatze  folgt. 

Ganz  eben  so  wie  in,$.  1.  kann  man  leicht  folgende  SStze 
beweisen : 

Die  Samme  der  Werthe«  welche  die  ganze  Fonktion  09(6) 
erhält,  wenn  man  darin  a  und  b  durch  alle  Wurzeln  der  Gleichung 
F(x)  =  0  ersetzt,  zu  je  zwei  anf  alle  möglichen  Arten  rerbundeo, 
ist  gleich  dem  mit  verkehrtem  Zeichen  genommenen  zweiten  Glieda 

des  Restes  in  der  Division  — „.  .      •    Dessgleichen  ist  £ab(p{e) 

gleich  dem  mit  verkehrtem  Zeichen  genommenen  dritten  Gliede; 
2fibcq>(d)  gleich  dem  eben  so  genommenen  vierten  Giiede  n.  s.  w., 
was  ans  (3)  unmittelbar  hervorgeht. 


i  7. 

Man  verlange  die  Bestimmung  von   £(fib% 

Nach  $•  6.  ist  hier  bloss  eine  Division  nothwendig.  Sei  F(x)^ 
die  Gleichung: 

so  wird  man  nur  auf  die  vier  ersten  Glieder^  achten  mOssen.  (§.  & 
erster  Satz.).  Es  genügt  also,  den  Koeffizienten  von  ^  in  d« 
Entwicklung  von 

F(x).afi 
_  [mx^-^ 4-  (m~l)yig"»-^+(m— 2)/>ag"'->+(m— 3)ft.iy>-^]g« 
.    __  fiMT^  \  (m— IjPiOr^  4-  (fii--2)|?aar*+ (m— 3)p,x 

zu  bestimmen 


(:. 
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BW«  +  (m-l)pix>+  (»1—2)1», 


Demnach  ist  das  zweite  Glied  des  Restes  —  3p3-f  Pi^at   also 


Heller  die  SchwiDipiinirsdauer  des  ein< 
fachen  und  des  znsammenf^esetzten 

Pendels. 

Von  dein 

Herrn  Professor  Dr«  J«  Dienger 

an  der  poljtechnitchen  Schole  cu  Carlsruho. 


Schwingt  ein  einfaches  Pendel  (Taf.  IX.  Fig.  7.)  von  der  Länge 
/=  CAt  ist  CB  eine  Vertikale,  (LI  die  anfängliche  Lage,  von  der  aus 
das  Pendel  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  geht ,  CJa  die  Laee  am 
Ende  der  Zeit  t,  MCB=q>,  ACB=a,  so  findet  man  t  nach  der 
Formel : 


■=-vi/ 


9       dip 


igj      y^cosg?— cosa 

(man  sehe  z.  B.  Poisson. Mechanik  §.  182.). 

Setzt  man  hier  cos9=I~^»  coscf=l— j3,  also 

dq>_  1 

so  ergiebt  sich: 
Thüil  XVI.  *  32 


(1) 
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'—^H  V  ^-.)(i-f)' 


® 


um  hierans  die  Zeit  7*  za  fioden,   welche  der  K5rper  bimodrt. 
um  nach  Äzu  kommen,  hat  man  bloss  9=0  zu  setsen.  Deasach 


=lv^l/ 


^         ax 


^ «  v*<^')0-l) 


Man  setze  in  dieser  Formel  x=zßy,  so  giebt  sie: 


V"y(l-5^Kl-5»> 


und  trifft  somit  zusammen   mit  der  im  Archiv.  Theil  XIIL  S.  & 
§.  15.  I.  aufgestellten  Formel,  wenn  dort 

ß       1— cos«  „_4/  l-cosa        .    a  ^ 

m*=2  = 2 — '  m^Y  — - —  =8in^  (?) 

ist.    Da 


SO  folgt  aus  jener  Formel»  dass 


also 


(,nrV|)'=l.     an(2Vf)=  +  t; 

iVf =iif,  r=iiV^[' 


(4) 


wenn  M  der  zu  m=rinä  gebSrige  Modolarqnadraat  ist   (Aiekiv. 
TbeU  XI.  8.  400.  §.3.  (5)).    Für  «  =  0  oder  m=0   ist  Ms=*, 
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was   die  bekaimte  Formel  flir    die  Schwingimgen   dee  eiufachen 
Pendele  ist 

Ein  sneammengesetztee  Pendel*  schwingt  bekaDotlich 
genau  wie  ein  einfaches  von  der  Länge  ^n »  wenn  K  das  Träg- 
heitsmoment des  Körpers ,  S  dessen  Masse  und  R  die  Entfernung 
des  Schwerpunkts  von  der  Aufhängaze  ist  Die.Schwingungs- 
dauer  T  ist  also 


^=W^ 


SRg' 


.(5) 


Hier  ist  o  der  anfängliche  Winkel ,  den  die  Linie  Rmit  der  Ver- 
tikalen machte.  Es  dGrfte  vielleicht  nicht  ohne  Interesse  sein, 
diesen  letztern  Satz  auf  elementare  Weise  abzuleiten. 

Es  stelle  PQ  (Taf.  IX.  Fig.  8.)  ein  zusammengesetztes  Pendel  vor, 
das  sich  um  eine  horizontale  Axe  AB  dreht  G  sei  sein  Schwerpunkt« 
JP  sein  Gewicht  Die  Senkrechte  GC  auf  AB  heisse  jR.  Man 
wird  sich  nun  das  Gesamrotgewieht  des  Körpers  in  G  vereinigt 
denken  können,  so  dass  io  G  die  vertikale  Kraft  P  angreift. 
Diese  zerlege  man  in  zwei,  eine  nach  GC^  die  andere  senkrecht 
auf  GC  gerichtet.  Die  erstere  trägt  zur  Umdrehung  des  Pendels 
Nichts  bei;  die  letztere  ist  Psimp,  wenn  q>  der  Winkel  ist,  den 
JB  mit  der  Vertikalen  macht.  Die  Umdrehong  um  die  Axe  AB 
geschieht  folglich  durch  ein  wirksames  Kräftepaar,  dessen  Moment 

PRsiufp  (6) 

Ist. 

Sei  nun  a  irgend  ein  .Element  (Atom,  Punkt)  des  Körpers, 
dessen  Gewicht  p  ist;  sei  ferner,  in  der  wirklich  stattfindenden 
Lage,  /  die  WinKcIgeschwindigkeft  des  Pendels  um  AB\  ifi'ihre 
Beschleunigung,  so  sind  ry,  nff  die  Geschwindigkeit  und  ihreBe- 
Kchlennigung  rar  den  Punkt  o ,  wenn  dessen  (senkrechte)  Entfer- 
nung von  der  Axe  AB  gleicn  r  ist  Hat  aber  p  die  Beschleuni- 
gung r^,  so  wirkt  auf  dieses  Element,  in  der  Richtuag  der  Be- 
wegung, also  senkrecht  auf  r,  die  Kraft  ^--^*),  d.  h.  ein  dre- 
hendes Paar«  dessen  Moment 

9    *  9 


*)    Diese  Formel  Ist  immer  leicht  abzoleiten.    Denn  wirkt  auf  dat 
Gewicht  P  die  beständige  Kraft  9,    so  ist  die  Beschlennigong  x=^, 

nach  der  Formel  Pxg^Olx.^    Hier  ist  P^p,  x=zr^,  also 

^      V  9 
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ist.  Da  alle  Punkte,  über  oder  unter  der  Axe,  in  ^eidiei  Rieh- 
tung  drehen,  so  kann  man  alle  diese  Paare,  die  in  paaUeleOt 
auf  AB  senkrechten  Ebenen  wirken ,  in  ein  einxigee  sosaminen- 
setzen,  dessen  Moment 

s(??^)  =  |^Ä(pr.).  (7) 

wenn  jS(pr*)  bedeutet,  dass  die  Grossen  fn^,  auf  alld  Ponkte  des 
Körpers  bezogen,  addirt  werden  sollen,  und  welches  Paar  in 
einer  auf  AB  senkrechten  Ebene  wirkt:  Dieses  letzte  Paar  mnss 
vorhanden  sein,  wenn  die  Beschleunigung  ^  statt  haben  soll. 
Wirklich  vorhanden  ist  das  Paar  (6) ,  das  in  einer  auf  AB  senk- 
rechten ^Ebene  wirkt.  Daraus  folgt,  dass  ^  so  beschaSeo  ada 
rauss,  dass 

*S(pr*)=PÄsin<p, 

•7 

PRsm<p 

Denken  wir  uns  nun ,  der  KSrper  PQ  stelle  ein  einfaches  Pendel 
von  der  LSnge  /  und  dem  Gewichte  Q  dar,  so  ist  offenbar  ia  (B): 

R=l,    P=(i,    S(pr»)=ÖÄ* 

zu  setzen,  und  die  entsprechende  Beschleunigung  ^  findet  sich: 

.       QRsmg>        sin^» 
*  =i7    QR%    =9  T"  •  <®^ 

Sollen  ifun  das  einfache  und  das  zusammengesetzte  Pendel  in 
dieser   (9  entsprechenden)   Lage   gleiche  Bewegung  haben,     so 

muss  ifßz:;:ilf',  d.  h. 

P/gslny  ^  ysiny  S(jn^) 

sein.  Da  hier  tp  picht  mehr  vorkommt,  so  gilt  es  unabhSng%  von 
9,  d.  h.  das  einfache  Pendel  von  der  Länge  -^^-^  hat  genau  die- 
selbe Bewegung,  wie  das  zusammengesetzte.  Bekanntlich  beisst 
^  die  Masse  des  Körpers;  ist  sie  =S,  so  Ist  P^^Sg, und  wenn 
K  das  Trägheitsmoment,  so  ist  S(pr^=igKt  also 


SR' 

Heisst  K*  das  Trägheitsmoment  des  Pendels  in  Bezug  auf  eine 
durch  den  Schwerpunkt  gehende,  mit  AB  parallele  Aze,  so  ist 
wie  leicht  abzuleiten: 
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also 


ItsiK'  +  IPS, 


'=««+*• 


Naeb  dem  Voraang  von  Coriolis  (Berechnuns  des  Ef- 
fekts der  Mascbinen)  wSre  es  zweckmSssiger,  die  Somme 
S(pr^  geradem  ahr  Trlgneitsmoment  K  zu  bezeichnen ,  so  das« 
dann 


l=s 


K  ' 
PR' 


(11) 


«nd 


Kz^K'  +  iPP,     /=  ^  +  Ä .     (12) 

» 

Weitere  Entwickelaogen  hiervon  sa  geben.  Hegt  jetzt  nicht  in 
meiner.  Absicht;  ohnehin  ist  es  nicht  schwer,  nie  Tlieorie  des 
Reversionspendets  ans  der  letzten  Gleichung  abzuleiten,  was 
eanz  elementar  geschehen  Icaiin,  wie  ich  diess  auch  immer  beim 
Unterricht  thue.  Die  Formel  (5)  ist  somit,  unter  der  letzten 
Annahme: 


PRff^g 


(5) 


n-orin  also  T  die  Zeit  bedeutet,  die  verfliesst,  während  ^  Linie 
G(XR)  von  ihrer  Snssersten  Lage .  wo  sie  den  Winlcel  «  mit  der 
Vertikalen  machte,  znr  vertikalen  Lage  geht  Was  den  Werth 
von  M  betrifft,  so  ist  flir: 


n 


«— -V,         IMM. Q-, 

a=:Z2-', 

iiri:::-i,uoutK7. 

«=2«,    «=1,5709]. 

a=24« 

«=  1,58819. 

«=4«>,    Jlf=  1,57127. 

«=260, 

«=1,59125 . 

0=5  flo,    ilf=  1,57187. 

«=280, 

«=1,59456. 

a=80,    Af=  1,57271. 

«=30». 

«=1,59614. 

a=10o.  ilf=  1,67379. 

«=320, 

«=  1,60197. 

«=12«,  «=1,5^11. 

«=340, 

«:=  1,60608. 

«  -140,  i|f=;i^7fl«7. 

«<=3eo, 

• 

«—1,61045. 

a=16»,  «=1,57848. 

«=380, 

«=1,61509. 

«=18»,  «=1,58054. 

a=40«, 

«=1,62002. 

a=20*.  «=1,58284 

a 

• 

1.  s.  w\ 
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Vebunf^au^aben  fQr  Schüler. 


Aufgaben  von  dem  Herrn  Profeicor  Dr.  J.  Dienger  an  4er  polytediu- 

tchen  Schule  sa  Carltruhe» 

L 

Sei  O  (Taf.  IX.  Fig.  9.)  die  Spitze  elaer  Parabel,  OC  deres 
Axe  und  Ihre  Gleichung': 

Mao  mache  OCz=:OD=s^,  ziehe  an  irgend  einen  PanidC  der  Pa- 
rabel die  Linien  DE,  CE,   so  ist 

^zsCE(p+CE). 
Wäre  allgemeiner  OC^=iOD=ze,  so  hätte  man:^ 


2. 

Sei  in  Taf.  IX.  Fig.  10..  0^=OA=e,  man  mache  ODzzif 
(worin  B  willkfihrlichy  ganz  oder  gebrochen)«  ziehe  um  Z>  mit  dem 
(beliebigen)  Halbmesser  r  einen  Kreis ;  ao  einen  Punkt  P  in  des- 
sen Umfang  ziehe  man  die  Linien  AF  und  BF 9  so  ist  2 


oder  wenn  man  lieber  «rill: 


48» 

Fifr  csrO  ist  D  in  O.  und  dann 

welcher  Satz  besonders  leicht  ausgesprochen  werden  kann. 
Für  s=sl  ist  D  in  A,  und  dann: 

wie  natflrlich. 


I  s  c  e  1 1  e 


Bezeichnen  a,  b,  e  die  drei  Seiten  eines  sphSriscben  Drei* 
ecks  ond  e  dessen  sphärischen  Ezcess,  so  ist  immer 

1  -f  cos2a  -f  cos26  -f  cos2c  -f  32t;os  »0*  cos  »  6*  cos  5  c^sin  ^  e^ 

=s=cos(a  +  6  +  c)  +  cos(a  +  6— c)+cos(a  +  c— 6)+co8(6  +  c— a). 

•  • 

Diesen  Satz  hat  Herr  Armand  Hue»  Professeur  d*Hy* 
droffraphie  ä  Bayonne,  in  den  Mouvelles  Annales  de 
Matn^matiques.  Tome  X.  1851.  p.  25.  auf  folgende  Art 
bewiesen. 

Bekanntlich  ist»  wenn  A,  B,  C  wie  gewöhnlich  die  1/^inkel 
de^  sphärischen  Dreiecks  bezeichnen , 


also 


0=:^+J8+C— 1800, 

sin2e=— <%osa(-^+Ä+C) 


Entwickelt  man 


cob\(A+B+C) 


uMttelst  der  bekannten  Formeln 


^                 cos  2  C         j 
axn^(A+B)=: 1 —  cosg(«— 6), 

COSüC« 


ifld 


810  aC 


1                  «1«  2  ^         1 
,     cos«  (i<+Ä)  = f -*^  «o>  2^^  +  *^  * 


COSZj  c 


80  kommt 


81115  CcosgC  j  1  . 

810^6= j ;  jcosgCa— 6)— co8,^(a+Ä)| , 

CO85C 


2 


al80 


folglich 


8in  06CO8  2  c=8iD  2  asin^osrnC , 
8ln  5  e*  cosä c^=8in2a'8in  gft^ßJnC*. 


Drückt  man  nm  einC»  in  den  Seiten  des  Dreiecks  atM,  «0  ^hilt 
man 

_^  (C08C  —  COSflCOSft)* 

8inC»Äl-co8C«=:  1 sin^inö^ 

(l-^co8a*)(l--co»A*)— C08C*— cosq*co86*  -f  2co8aces6co8c 
^^  aina^infr^ 

1 4-  2co8aco86co8C — cosa^;— cos6^-*cosc* 
^  8ina%(in6* 

4cosa  co8ftco8c— -co82a— coii26— cosäc*-! 

32  sin  2  a*«in  g  t*coß  2  **'*^®*  3  ** 

Fahrt  man  diesen  Aosdrack  von  sfaiO  in  die  Gleichung 

sin  2  e*  cos  2^%=^^^^  Ain  ^VhinC^ 

m 

ein^  80  erhSlt  man  naoh  gehöriger  Rednction: 

1  -f  cosSa  -f  cos26  +  cos2c  +  Jßcos  ja^cosgÄ^cos  ^^bIb^^ 

=  4co8acos6iosc  =:2cos(a-f-6)co8C  f  2co8(a~6)co8ü 

=  co8(a-f-6+c)  +  cos(ii+6— c) + cos(fl+e— 6) + co«(6+f-fl)» 

welches  der  zn  beweisende  Sats  war. 
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lilterarligiclier   IBevtehtt 


Geschichte  der  IHatheinatik. 

Die  Vorstellungen  der  alten  Griechen  und  Römer 
liber  die  Erde  als  Himmelskörper.  Von  Dr.  Ludw. 
Oettinger,  Grossb.  Bad.  Hofrathe  und  Prof.  der  Mathe- 
matik zu  Freiburg  i.  B.    Freiburg.      1850.    4. 

Diese  116  Seiten  starke  Abhandlung  enthält  eine  seht  inter- 
essante Zusammenstelloug  der  Vorstellungen  der  Alten  über  di6 
Erde  als  Himmelskörper »  die  wir  den  Lesefn  des  Archivs  zinr 
Beachtung  recht  sehr  empfehlen.  Die  Geschichte  von  der  Gestalt 
der  Erde  ist  bis  In  die  neueste  Zeit  fortgeiabrt.  Dem  Alterthum 
gebohrt  das  Verdienst,  di%  Lehre  von  der  Kugelgestalt  festge- 
stellt zu  haben.  Als  eine  Cigenthömlichkeit  ist  zu  bemerken,  dass 
vent  den  späteren  Scbriftstellern  (€leomedes  und  Ptole- 
maus  an  den  Orten,  wo  sie  die  Kugelgestalt  behandeln)  nicht 
mehr  die  rimde  Gestalt  des  Erdschattens  ibi  Mondfinsternisse*, 
welche  Aristoteles  auffährte,  erwähnt  wird.  —  Ort  und  Bewe- 
gung der  Erde  sind  tm  Alterthwn  zwei  zusaMnengehörige  Be- 
griffe. Nur  wenige,  weiter  sehende  Männer  wussten  sie  zu  son- 
dern. Aus  den  gegebenen  MittheiluDj^n  gebt  aber  ganz  unzwei- 
deutig hervor,  dai«s  hn  Alterthum  die  Grnndzfige  des  copernica- 
niscben  Systems  ausgesprochen  watfen.  -^  Auefa.  die  «chiefe 
Stellung  der  Erdaxe  gegen  die  Sphäre  hatte  man  im  Alterthum 
erkannt  y  aber  nicht  gegen  die  Etfosahn^  also  nicht  in  der  Welse 
wie  sie  gegewwärtig  ernannt  ist  —  Die  Gradmeseungen  des  Alterthums 
sind  zwar  liur  als  Versuche  fSr  die  Orössenbealimmung  der  Erde 
zn  betrachten,  haben  aber  eine  gescUcbtIiche  Bedeutung,  denn 
die  im  Alterthum  aufgefundenen  Biethoden  bilden  noch  jetzt  die 

Band  \VI.  62 
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Grundlagw  für  die  Gnlssenbestiroinung  der  Erde  durch  Grad- 
messungdR  —  Durch  die  in  dieser  Abhaadtung  gegebenen  Nach- 
weisungeii  durfte  nun  die  Behauptung  gerechtfertigt  sein,  dass 
diejenigen  Unrecht  thun,  welche  die  Verdienste  der  Alten  in  Be- 
gründung der  Astronomie  als  Wissenschaft  zu  entwertheo  sick 
bemühen.  —  Ptolomäus  schloss  die  Reihe  der  bedeutend^en 
Astronomen  des  Alterthunis.  Er  scheint  mehr  mit  beobachten- 
dem, als  mit  schöpftrischem  Talente  begabt  gewesen  zu  sein,  aod 
es  soll  sofort  seinem  Verdienste  nicht  zu  nahe  getreten  werdeo. 
Der  Gedanke  aber  liegt  sehr  nahe,  dass  er  Copernicus  Stelle 
hätte  einnehmen  können ,  wenn  er  mit  schöpferischem  Geiste  alle 
die  Mittel  erfasst  hätte«  welche  ihm,  wie  wir  aus  seinen  Werken 
sehen,  seine  Vorgänger  als  Vermachtniss  hinterliessen,  und  f^ena 
er  sich  von  den  Sinneneindrücken  hätte  losreissen  können,  tod 
denen  sich  dieselben  schon  losgerissen  hatten.  Denn  gerade  er 
war  es,  welcher  (Alm.  Lib.  I.)  die  Wahrheit  der  Sinneneindruck« 
den  richtigem  Ansichten  anderer  gegenüber  zu  begründen  suchte.— 

Dies  sind  etwa  die  von  dem,  Herrn  Vf.  selbst  in  der  Vorrede 
namhaft  gemachten  Hauptpunkte',  welche  in  dieser  interessaoten 
und  lehrreichen  Schrift  weiter  ausgeßihrt  werden. 


Geometrie- 
Geometrische  Analysis*  Eine  systematische  Ao* 
ieitnng  zur  Aofidsung  von  Aufgaben  ans  <ler  ebeoeo 
Geometrie  auf  rein  geometrischem  Wege,  für  die 
hohem  Klassen  der  Gymnasien  und  Realschvlen  tob 
Dr.  Christian  Heinrich  I^agel,  Recto?  der  Realenstalt 
BO  Ulm.    Ulm.    1860.    8^.  « 

Wir  begrüssen  diese  Anleitung  snr  georoeftrieehen  Analjsi» 
mit  grosser  Freude,  in  welcher  der  Herr  Vf.  den  Aaföngem  aof 
dem  von  den  griechischen  Geometem  uns  TorgezochoeteB 
trefQichen  Wege»  —  der  denn  doch  nun  eiomal  der  eioiig 
richtige  und  wahfe  Weg  bei  dem-  geometrtsiphen  Unterriclite  bleibt, 
—  eine  sehr  gute  methodische  Anleitung  ser  AuCUieung  geonetn* 
scher  Aufgaben  giebt.  Alle  pädagogfisehen  Kunststücra,  die  man 
jetzt  hin  und  wieder  namentlich  bei  dem  geomeliiechen  Elemeotsr* 
Unterrichte  machen  sieht,  taugen,  —  insofern  sie  nicht  bloss  eioe 

Sans  oberflächliche  geometrische  Bildung  bezwecken,  die  aUe^ 
ings  auch  für  manche  Individuen  Ihren  Nutxen  haben  kaoa, — 
nacn  unserer  innigsten  Ueberoeugnng  gar  nichts,  und  man  wird 
durch  dieselben  nie  einen  Knaben  Eum  Geometer  machen ,  ja  fte 
werdeo  auch  nicht  einmal  Ut  irgend  einem  praktischen  Benif,  der 
hauptsächlich  in  einer  mathenatiaehen  Grandlage  wuselt,  (ficktig 


•  • 
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heran  bilden.    Nar   vreoD  man  bei  dein  seoinetriacheii  Unterrichte 
zur  strengen  Methode  der  Alten  zurückkehrt ,  wobei  9lih  jedoch, 
was  schon  öfter   von  uns  bemerict  worden  ist,    ininiei'^ noch    ein 
gewisser  Mittelweg  inne  halten  Uisst*)»  wird  man  wahrhaft  glück- 
liche Erfolge  erreichen.    Am   allermeisten  gilt  dies  aber  von  der 
Aaflösung  geometrischer  Aufgaben ,  wo  jede  nicht  nach  der  stren- 
geo  Methode  der  Alten   versuchte  Auflösung  zu  blossem  Herum- 
tappen  und  Herumsuchen  führt,  ohne  alle  eigentliche  Methode; 
und  wird  dann  zufällig  eine  Auflosung  gefunSln,  so  ist  dies  mei- 
stens nur  die  Frucht  eines  glücklichen  Zufalls,    der  filr  das  geo- 
metrische Talent    dessen,    der  diesen   glücklichen  Fund  zufällig 
that,  eigentlich  gar  nichts  beweiset.    Wir  freuen  uns  daher  noch- 
mals  sehr  über  das  Erscheinen  der  vorliegenden  Anleitung,    die 
einem      wahren     Bedürfnisse     abhilft,       und      heissen     dieselbe 
im    Interesse     des    wahrhaft    Frucht     tragenden    geometrischen 
Elementarunterrichts  herzlich  willkommen.  Mit  dem  vollsten  Rechte 
bat  der  Herr  Vf.  sich   ganz   an  die  strenge  Methode   der  Altfen 
gebalten,    und   überall   Analysis.    Synthesis,    Determination    und 
Beweis  von   einander  streng  unterschieden,    und  darüber  überall 
sehr  fassliche  Erläuterungen  gegeben;    sein  Buch  ist  keineswegs 
ein  gelehrtes,    aber  dagegen,  ein  recht  praktisches  Buch  zu  nen- 
nen,   was  vorgerückteren   Schülern  und  Lehrern,    die  in  diesen 
Dingen  noch  zu  lernen  haben  und- lernen  wollen,    ein  treffliches 
Hülismittel  darbieten  kann  und  wird,  und  die  Anzahl  der  zur  Er- 
läuterung gebrauchten  Beispiele,    bei    denen  der  Herr  Verf.  mit 
Recht  weit  weniger  auf  Neues  als  auf  Zweckmässiges  ausgegan- 
een  ist,   ist   fttr  den  Zweck,    welchen   der  Herr  Vf.  zu  erreichen 
beabsjchtigte,  gross  genug.  Schon  ein  blosser  Blick  in  dieses  Buch 
tbut  einem  in  der  strengen  Schule  der  Alten  erzogenen  Lehrer  der 
Geometrie  wahrhaft  wohl,  gegenüber  dem  meistens  sehr  seichten 
und  nichts  sagenden  Geschwätz,  was  man  jetzt  namentlich  inpädago- 
gischen  Zeitschriften  häufig  über  den  mathematischen  Unterricht  an- 
trifft. Wir  haben  In  diesem  Buche  In  dem  Herrn  Vf.  freudigst  den  • 
^Wfir  fem  berger''  erkannt:    denn  wer   die  Geschichte  der  Ma- 
thematik und  des  mathematischen  Unterrichts  kennt,    weiss  sehr 
wohl  und  erinnert  sich  mit  dem  wärmstenDanke,dassWürtemberg  lange 
Zeit  die  eigentliche  Pflanzstätte  der  strengen  Geometrie  in  Deutschland 
war.  Was  er  über  P  f  I  e  i  d  e  re  c  auf  S.  V.  der  Vorrede  sagt,  unterschrei- 
ben wir  vollkommen ;  er  hätte  aber  neben  demselben  auch  noch  viele 
andere  seiner  Landsleute  mit  eben  demselben  Rechte  nennen  kön- 
nen, und  wir  werden  ihn  nicht  erst  an  Johann  Friedrich  und 
Wilhelm  Pfaff,  an  Hauber  (den  Commenfbtor  des  Euklifies 
und  Herausgeber  archimedischer  Schriften),    an    Schwab   (den 
Herausgeber  der  Data  des  Euklides    nach  Robert  Simson), 
an  C  am  er  er  (den  trefflichen  Herausgeber  der  Schriften  des  Apoi- 
lonius),  an  Bohnenberger  (dessen  Astronomie  ein  wahres  Mu- 
ster geometrischer  Strenge   im  Geiste  der  Alten  ist)    und  noch 


«)  M.  ■.  s.  B.  im  Litprar.  Her.  Nr.  LT^.  S.  761.  die  Anzeige  Yon 
Sehidmileh'i  aoBgeeeichneter  Geometrie  des  MasMet ,  die,  wenn  anch 
nicht  nach  der  Mijthode  des  Euklide«,  aber  doch  In  demtelben  ttren- 
gen  Geilte,  welcher  hnnpIsHchliok  die  Geometrie  der  Alten  charakte- 
ririrt,  abgefiust  i«t. 
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viele  andere  Würtemberger  zu  erinnern  brauchen;  ja  ladir 
treffliche  ]|(Htiiliery  der  so  vieles  Ausgezeichnete  aach  aal^ 
Gebiete  der  reinen  Geemetrie  geleistet  bat,  and  sich  lasse bi 
Pfleiderer  in  Tübingen  anfhielt  (er  sagt  in  der  Vomiea 
seiner  Principiorum  caleuli  differentlalis  et  interriii 
expositio  elementarls.  TabTngae.  1795.  p.  D.:  »Am 
mens,  Dn.  Pfleiderer,  Phys.  et  Math.  Prof.  In  Cniveniute Tdb 
gensi,  refagium  miU  secum  obtniit:  ubi  stndiis  ad  levando<e* 
ris  Intentus,  quae  aa  novani  DfssertatioHis  meae  editkwieffl,  ^a 
necessariam  visam,  sparsim  praeparaveram ,  tn  ordineai  redefti 
cum  amico  communicavi ,  ipsinsoue  observationes  conmiloi;  ■ 
factum  esse  spero»  vtt,  quod  pnnlico  nonc  efiero.  scriptni« 
Sit  necelnsattentioneindignum'O  kann  mit  bierber  gereeboet  «fs^ 
Aber  solcbe  Namen  kennen  freilich  unsere  Pfidagogea  jetzt  «li 
mehr;  wie  könnte  das  über  auch  anders  sein,  da  Me  den  Eiii^ 
des  nicht  mehr  lesen,  dessen  eifriges  Stadium  Ibneii  jeded^ 
wiss  sehr  anzurathen  wSre! 

Einzelnes  atm  dem  Buche  des  Herrn  Rector  Nagel  anfr 
ren,  verbietet  uns  leider  der  Raum;  um  aber  zu  zeigen,  wksc 
bei  aller  praktischen  Brauchbarkeit  desselben,  ohne  aUnr 
lehrten  Flitterstaat,  der  hier  sehr  leicht «anzobringen  wm 
wäre,  und  leichten  Verstfindlicbkeit  seines  Inhalts ,  darin  M^ 
der  Alten  weht,  kOnnen  wir  uns  nicht  versagen,  s«ni  ScM 
der  Kurze  noch  seinen  Inhalt  anzugeben: 

Eniei  Buch.  Ueber  die  Natur  und  über  die  TM> 
einer  Aufgabe.  Die  Natnr  der  Aufgabe«  Von  den  bf 
bestandtheilen  einer  Aufeabe.  Von  der  Aufgabe  im  engem  ^ 
Von  der  Construction.  Von  dem  Beweise.  Von  der  l>etei^ 
tion.  —  Zweites  Buch,  Ueber  die  geometrische  i'«i 
lysls.  Wesen  der  geometrischen  Analysls.  Anflusan^ 
geometrischen  Aufgaben  darch  Anwendung  der  geonte 
Analysis.  Der  Zusammenhang  der  geometrischen  Analj»» 
der  Constmction  und  dem  Beweise.  — -  J)riti€»  Bück  l< 
Verschiedehen  Hauptwege,  am  zur  Auflusaag  f,tn 
trischer  Aufgaben  zu  gelangen.  Allgemeine  Bemerbi» 
Aber  diese  Wege.  Die  Auflusang  der  Aul]|^abeB  dorcb  Ai^ 
Die  Anfllisung  der  Aufgaben  durch  Reduetion.  Die  Anfluwtf 
Aufgaben  durch  Lehrsätze.  Die  Aufloeong  der  Aafgabeo 
Data  (mochte  man  doch  die  ..Dedomena*'  oder  »«Data" 
Euklides,  dieses  Kostliche  Ueberbleibsel  aus  demgriefk 
Alterthume,  wieder  eitrigst  sindlren!).  Die  Anfiüeiiiig  der  . 
ben  durch  geometrische  Oerter.  <*—  Viertes  Buek*  L«kR 
den  geometrischen  Oertem.    Anhung^  Sammtuag  ▼onAsfol' 


Astronomie. 

Storia  Celeste  dcl  R.  Osservatoria  di  Palern« 
1702  al  1813.  Parte  seconda  1803—1813.  Tomov 
ISll'-lSlS.  Vienna.  1849.  4.  Auch  unter  dem  T^i 
Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  den  I' 
fehle  »Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Koste* ^ 
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auiig«geben  von  G.  h»  van  Littroir»  Director  der  Stefn* 
lyirte  and  o.  5.  Professor  der  Astronomie  an  der  k.  k, 
0&iver«ität  za  Wien  u.  s^w.  und  F.  Scbanb,  Adjonct 
der  i^ternwartei  32.  Theil*  Neuer  Folge  12r  Band.  Ent- 
haltebd  Piaezi'a  Beobachtungen  in  den  Jabren  1611 
bis  1813.  Wieb.  1849.4  (M.  vergL  Literar.  Ber.Nr.LVUL 
»•  790.). 

Mit  diesem  Bande  ist  die  bucbst  verdienstliche  Herausgabe 
der  Piazzi  sehen  Beobachtungen  nun  vollendet,  wq^u  wir  den 
Herren  Herausgebern  von  Herzen  Glück  wünschen.  Die  eifrige 
Benutzung  dieses  attsgezeichneten  .und  schwierigen  Werkes  wird 
der  Astronomie  gewiss  noch  weit  mehr  schone  Früchte  tragen, 
alid  dies  bereits  geschehen  Ist,  wie  z,  B.  in  der  Abhandlung  von 
C.  A*  F«  Peters:  Ueber  die  eigene  Bewegung  des  Sirius,  in 
der  neuesten  Nummer  der  astronomischen  Nadirichteo*  (Nr.  746.) 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Liter.  Ber.  N r.  LVI.  S.  773.) 

Jahrg^n^  1850.  Erste  Abth.  rMfirz.).  $.  233.  Pohl: 
Auszug  aus  seiner  Abhandlung  „Ueber  aie  Siedepunkte  mehrerer 
alkoholhaltiger  Flvissigkeiten  und  di.e  darauf  gegründeten  Verfah- 
ren den  Alkoholgehalt  derselben  zu  cbemiscb-technischen  Zwe- 
cken zu  bestimmen",  —  Ausserdem  befinden  sich  in  diesem  Hefte 
eine  grossere  Anzahl  höchst  interessanter  Verhandlungen  über 
eine  Reise  i<m  die  Erde,  welche  von  der  k.  k.  Marine  unternom- 
men werden  soll,  und  die  Betheiligune  der  k.  kt  Akademie  der 
Wissenschaften  bei  dieser  Reise.  Der  k.  k.  Viceadmiral  v.  Dahl- 
rup  hat  diese  Reise  ;tur  üebung  der  Mannschaft  der  k.  k.  Ma- 
rine und  zur  Forderung  commercieller  Zwecke  bei  dem  k.  k. 
Kriegsministerium  beantragt ,  und  der  Antrag  bat  im  Ministerrathe 
allen  den  Anklang  gefunden ,  den  er  verdient  Die  Reise  soll  mit 
einem  k.  k.  Kriegsschiffe  in  das  atlantische  und  das  stille  Meer  unter- 
nommen werden,  und  das  Schiff  soll,  statt  vom  stillen  Meere  auf  dem 
Wege  über  das  Cap  Hörn  wieder  zurückzukehren,  seine  Fahrt 
nach  Westen  fortsetzen  und  China,  Siam,  Singapure,  Ceylon, 
Bombay,  das  Cap  und  die  Westküste  Afrikas  berühren.  Der 
Minister  für  Handel,  Gewerbe  und  öffentliche  Bauten, Herr  v. Brück, 
fordert  die  Akademie  auf,  diese  Reise  um  die  Erde  zur  Forderung 
ihrer  Zwecke  zu  benutzen,  und  dass  die  Akademie  diese  Auffor- 
derung eifrigst  ergrfiifen  würde,  liess  sieb  bei  dem  allgemein,  be- 
katinteo  grossen  Eifer  und  Erfolg,  womit  die  k.  k.  Akademie  sich 
der  Fürdeiung  der  Wisseosobaften  nach  allen  Richton^n  hin  wid- 
met, thicht.^wi^^  ertvartett«  nsd  wird  durch  die  in  diesem  Hefte 
mttgetheilten' interessanten  Verhandlangen,  welcbe  in  der  Akade- 
mie 'über  diesen  C>egenstand  Stittt  gefunden  haben,  genugsam 
bestätigt. 

Jahrgang  1850.  Erste  Abth.  April.  Matberoatiscbe  und 
physikalische  Ahhandliinaen,  im  eigentlichen  Sinne,  enthält  die- 
ses Heft  zwar  nicht;  daeegen  aber  viele  interessante  Aufsätze  aus 
andeTOv  Gebieten   der  Naturwissenschaften,   z.  B.    der  Gedl^e 
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und  KiystaUograpbie.    Wir  erwähnen  davon   nur  die  Mgoin 

S.  369.  V.  Morlot:  Ueber  die  Miv^jk  des  älteren Dasnusii 
der  Miocen-Formation.  —  S.  396.  Wedl  und  Müller:  MOß 
zur  Anatomie  des  zweibuckli&ren  Kameles  (Canelns  bactraw; 
—  S.  425.  Bou^:  Ueber  die  Paläo-,  Hydro-  und  Orj^ra^ielo 
Erdoberfläche  oder  den  wahrscheinlichen  Platz  des  Wassere  ■! 
des  Landes,  so  wie  über  die  wahrscheinliche  Tiefe  derXiai 
und  die  absolute  Höhe  der  Länder  und  ihrer  Gebirge  KaW 
der  ▼erschiedeneo  geologischen  Perioden. 

Jahrsang  1850.  Erste  Ahth.  (Mai.)  S.  504.  AjAem 
zur  AusfÜhruDS  von  Beobachtungen  fiber  die  an  eine  jMät 
Periode  gebundenen  Erscheinungen  Im  Pflansenreidie.  ^aektl 
Ideen  von  Quetelet»  Spring,  theilweise  nach  den  Aasklki 
und  Erfahnmgen  von  Fritsch.  (Diese  ausführliche  Abk«dhi| 
empfehlen  wir  allen  denen >  die  sich  mit  solchen  Beobachtapi 
wie  die  in  Rede  stehenden  beschäftigen  wollen.)-  —  S.  Sli  k 
mehrfacher  Beziehung  interessant  ist  .auch  eirte  Abhandlnof « 
Simon y  in  diesem  Hefte:  Deber  die  Seen  des  SalzkaniiBctjift 

Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (Juni).  8.  19.  WiiUi 
Wertheim:  Hauptresnltate  seiner  neuesten  UntersachnDgetlv 
die   allgemeinen  Gesetze  des  Gleichgewichts  und  der  Be«4| 
der  flüssigen  Körper.  —    S.  31.     v.  Ettin^shausenx^Znrli 
Weisung    der   Existenz   der  Wurzeln    algebraischer    Gleicfa^ 
Betrifft  eine  neue  Einkleidung  des   dritten  Gauss'selien  Be«Ü 
des  bekannten  algebraischen  Hauptsatzes ,  den  wir  der  Beadl^ 
unserer  Leser  empfehlen.  —  S.  34.  Derselbe:  Beitrag  zark^ 
gratioo  irrationaler  Differential-Formeln.    Betrifft  eine  der  htA 
sichtigung   sehr   werthe  Vereinfachung  der  in  den  Li^bite 
gewöhnlichen  Behandlung  der  Integrale  von  der  Form 
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—  S.  37.  Kr  eil:  Vortrag  ^her  das  Indoctions  -  Incilnatoriva  m 
der  Prager  Sternwarte  und  ein  selbstregistrirendes  MetaHtheis^ 
meter. -^  S  46.  Pierre:  Ueber  eine  Methode  die  SpannknßM 
Dämpfe  in  der  Luft  direct  zu  messen.  —  S.  S2,  v.  Ettiaeflittj 
sen:  Bericht  über  Spitz er's  Abhandlungen  über  die  mM 
Zahlengleichungen. 

Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (Juli.)  S.  119.  A.  T.E^ 
tings hausen:  Ueber  einige  Eigenschaften  der  FlSeben,  ««Ü* 
zur  Construction  der  imaginären  Wurzeln  der  GleicfaiiiiMi  (fin^ 

—  S.  150.  Koller:  Bericht  fiber  BOhm's  Abhandlang:  ^Beoli* 
tungen  von  Sonnenflecken  und  Bestimmung  der  Rotatioas-Elen^ 
der  Sonne.  Wir  führen'  die  Hauptresnltate  dieser  AhhaiiAiC 
kurz  an: 

Neigung  des  Sonnenäqnators  g^gen  die  Ekliptik  .  •  •  6^  5^ ' 
Länge  des  aufsteigenden  Knotens  des  Sonnen!^iiators  7P'^ 
Tropische  Unulrehungszeit  der  Sonne 95^iffil  TiP 
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Die  FOD  Lalande  und  Delambre  g^machteo B^stiimniiDgett 
^giken  im  Mittel  respectivew 

70  19' ;    780  6(y;    25,021  Tage. 

Kein  einziger  der  beobachteten  Sonnenfiecken  berechtigte  zur 
Annahme  einer  eigenen  Bewegung  der  Sonnenflecken.  Ausserdem 
lieferten  die  Beobachtungen  unzweifelhaft  die  Bestätigung: 

a)  dass  die  Sonnenflecken  in  beiden  Hemisphären  der  Sonne 
gleich  zahlreich  erscheinen  ^  und 

b)  dass  sie  in  der  Nähe  des  Sonnenäquators  und  in  einer 
heliocentriscfaen  Breite  über  S5^  hinaus  nur  selten,  dagegen  in 
der  zwischenliegeiiden  Zone  am  häufigsten  vorkommen.  — 

S.  154.  Doppler:  Einige  Mittheilungen  und  Bemerkungen, 
seine  Theorie  des  farbigen  Lichts  der  Doppelsterne  betre'fl^nd. 
Herr  Doppler  legt  In  dieser  Abhandlung  der  k.  k.  Akademie  die 
neueren  von  verschiedenen  Physikern  und  Astronomen  angestell- 
ten Forschungen  vor,  welche  zur  fiestätlgung  der  Richtigkeit  sei- 
ner Theorie  gedient  haben,  und  macht  dabei  hauptsächlich  auf 
zwei  Memoiren  des  Herrn  Sest ini,  Astronomen  am  Collegio  Ro- 
mano zu  Rom  aufmerksam,  welche  folgende  Titet  haben: 

1)  Memoria  sopra  i  colori  delte  stelle  del  catalogo  di  Baily, 
osservati  dal  P.  Benedetto  Sestini.  Roma  1845. 

2)  Memoria  seconda  intorno  di  colori  delle  steife  del  cata-* 
logo  di  Baily,  osservati  dal  P.  Benedetto  Sestini.. Roma.  1847. 

•  

Wir  halten  allerdings  die  Resultate,  zu  denen  Herr  Sestini 
durch  seine  Beobachtungen  gelangt  ist,  für  so  bemerkenswerth, 
dass  wir  dieselben  nach  den  von  Herrn  Doppler  gemachten  An- 
führungen unseren  Lesern  hier  mittheilen  wollen: 
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1.  Die  Farbe  des  Lichtes  der  Fixsterne,  welche  keine  Dop- 
el-  oder  mehrfache  Sterne  sind,  ist  ganz  gegen  die  bisherige 
leinung  der  Astronomen,  die  gemeinhin  nur  den  letzteren  farbi- 
ges Licht  zuerkannten,  nicht  bei  allen  die  weisse  und  eben  so 
wenig  die  gelbe,-  sondern  es  finden  sich  unter  diesen  Sterne  in 
gar  nicht  unbeträchtlicher  Menge  von  oranger,  rother,  grüner, 
blauer  und  violetter  Farbe  mit  allen  möglichen  Nuancirungen  vor. 
Die  Sterne  von  gelblichem  Lichte  mit  theil weise  schwacher  far- 
biger Nuancirung  machen  beiläufig  die  Häl fite  von  allen  aus;  solche 
vun  weisse^  Lichte  betragen  ungefähr  V6  ^^^  j^^  von  oranger 
Farbe  etwas  über  y^  —  so  also ,  dass  für  die  übrigen  Farben  nur 
etwa  ein  schwaches  Yj^q  ^^^  allen  übrig  bleibt. 

2.  Ganz'ffegen  alles  Vermuthen  finden  sich  femer  diese  far- 
bigen Sterne  dtirchaus  nicht  über  das  ganze  sichtbare  Himmels- 
gewölbe gleichförmig  und  noch  viel  weniger  bezüglich  der  einzel- 
Den  Farben  in  gleichem  Verhältnisse  vertheilt  vor,    sonderD    es 
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k&t  iti  diestfr  BesSehang  ein  auffaH^er  hScbst  beacbtenBweither 
Uoterscbied  statt.  Eine  eeoaae  voiPHerrn  Sestini  «eiber  anf|e- 
stellte  Vergleicbung  zeigF  nämlich :  '• 

a)  dasB  die  weissen  Sterne  am  bäufigsteo  in  der  nördlichen 
Himmelsbäifte  und  zwar  beilSufig  zwischen  60.—  90^  nurdficber 
Breite  sich  vorGnden,  die  südlichen  Gegenden  dagegen  daran  sehr 
arm  sind;. 

b)  dass  die  bei*  wettern  meisteii  Sterne  mit  i*arbigem  Lichte 
innerhalb  einer  Zone  liegen,  welche  beiläufig  von  3(F  nSrdficber 
bis.  zu  300  siidlicher  Breite  reicht. 

Hier  muss  berichtigend  hinzugefugt  werden ,  dass  man  sich 
durch  eine  Einsicht  in  aen  beieefägten  Catalog  leicht  davon  ube^ 
zeugt,  dass  dieser  Gürtel  nichts  weniger  als  mit  dem  HimmeU- 
Aequatbr  parallel  läuft« 

c)  .das9  ferner  auf  der  nördlichen  Hälfte  dieser  Zone  TerUlt- 
nissniässig  die  meisten  blauen  und  violetten ,  in  der  audlichen  hiogtgeo 
die  meisten  orangen  und  rothen  Sferne  sieb  vorfinden. 

d)  dass  es  weiter  von  aUen  Partien  des  gestirnten  Himmeb 
keine  gibt,  an  welcher  im  Vergleiche  zu  den  daselbst  befindlicheo 
anderen  Sternen  so  viele  blaue  und  violette  Sterne  vorkorameo, 
als  jene»  wo  sich  das  Sternbild  des  Herkules  befindet  Nunabei 
ist  es  bekannt,  dass  nach  Hers  ch  eis  und  Arge  lande  rsUn 
tersuchungen  unser  Planetensystem  mit  der  Sonne  als  seinem 
CentraikOrper  aus  der  südlichen  gegen  die  nördliche  Hemisphäre 
und  zwar  ungefähr  in  der  Richtung  von  Flusse  Eridanes  gegeo 
das  Sternbild  des  Herkules  hin  sich  bewegt;  es  erecbeint  dem- 
nach  nur  als  eine  noth wendige  Consequenz  meiner*)  aotgesteUteo 
Theorie,  dass  die  südliche  Himmelshälfte  verfaältnissraSssig  mehr 
orange  und  rothe,  die  aCrdliche  dagegen  mehr  blaue  frod  violette 
Sterne  zählen  müsse, /so  wie  insbesondere  in  der  Gegend  wosick 
beiläufig  Herkules  befindet,  von  allen  die  meisten  blauen  und  vio- 
letten vorkommen  müssen.  Aus  gleichem  Gründe  muss  aocb  die 
südliche  Hinimelshälfte  bedeutend  ärmer  an  Sternen  geringerer 
Grosse  sich  zeigen  als  die  nurdliche.  Ich  habe  "in  meinen  frühe 
reu  Abhandlungen  des  letzteren  Ums  tan  des  ausdrücklich,  des  ror- 
hergehenden  wenigstens  andeutungsweise  erwähnt,  und  die  B^ 
obachtung  bat  meine,  wie  es  mir  schon  damals  schien,  gegt^o- 
dete  Verrauthung  niöbt  zu  Schanden  werden  lassen. 

3.  Das  farbige  Licht  der  einfachen  oder  der  ale  solcfae  lo- 
tenden Fixsterne  ist  gleich  jenem  der  Doppel-  und  mehrfadieQ 
Sterne  höchst  wahrscheinlich  einer  Aetidemn^  unterworfen,  «Tie 
jedoch  von  viel  längerer.  Dauer  ist  als  jene  bei  den  meisten  Dop- 
pelsternen. Für  diese  Ansicht  sprechen,  wenn  auch  nur  wenigst 
doch  gut  constatirte   Beobachtungen. 


')    (d,  h.  Herrn  l>op|ilee'«) 
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NeliBt  der  lkreit9  MrannteD  i^ut{altofidwFftrbv»räii|ieriiBgclM 
Sirius  fahrt  Herr  Sestini  neuerlichst  Doch* den  Stemfb  iD'dtfn 
Zwillingen  an,  welcher  S(brn«im  Aimaaest  als  rot^  bezeichnet 
J^ird,    während  ihn  doch  heut  zu  Taj^  Jed^rmafiP  X9  de^  ent- 
schieden weissen  rechnet.  • 

4.  Endlich  hat  Herr  Sestfni  -durch  seine  Beobachtungen 
verbunden  mit  einer  sorgfaltigen  Vtrgteichung  früherer  daraufbej^ 
stigtichen  Angaben,  die  Anzahl  der  bereits  beicannten  an  Farbe 
veränderlichen  Doppelsterne  noch  um  mehrere  vermehrt,  wie  diess 
aus  seinem  Memoire  von  1845,  pag.  11,,  und  aus  jenem  von  1847, 
pag,  10.  zu  ersehen  ist 


Vermochte  Sehriftea. 

BulletinH  de  l'Acadöpile  Royale  des  seienoes,  des 
lettres  et  des  beanx^^arts  de  Belgique.  Tome  XVI. 
Mm»  Partie.  1849.  Tome  XVll  Ire  Partie.  1850*  (V«rgl. 
Literar.  Ber.  Nr,  LI.  &  714*)* 

Tome  XVI.  Ilme  Partie.  1849«  p.  17.  Oßs  proportien« 
du  Corps  bumain;  par  M.  A.  Quetelet«  Troisiöme  articfe  (Voir 
le  deuxitoe  articie.  T*  XV.  Ilme  Partie,  p.  16.).  Proportiens  de 
l*homme  d  apr^  les  artistes  Ualieni^  de  U  rep^M^^ance.  «^  p.  "IS, 
8nr  Telectricits  et  sur  les  aoomaiies  que  cet  eltoeot  mi^t^rolo- 
gique  a  pr^sent^s  dans  ces  derniers  t^mps,  par  JU.  Ar  Qpie^e- 
fet  —  p«  30.  Troisi^me  uote  sur  de  nouvelles  applications  cv- 
rieuses  de  la  persistance  des  impressions  de  la  r^tme;  par  M,  j. 
Plateau.  —  p.  39..  Note  sur  la  polarisation  des  c^lectrodes  du 
voltametre;  par  M.  P.  Loyet  —  p.  251.  Methode  particuli^re 
pour  d^terminer  la  coUimation  d*une  lunette  m^ridienne,  k  Taide 
des  observations  astronomiques ;  par  M.  le  capitaine  Liagre.  — 
p.  254.  Quatrieme  note  sur  de  nouvelles  appiications  curieuses 
de  la  persistance  des  impressions  de  la  r^tine;  par  J.  Plateau. 
—  p.  b82.  Sur  r^lectricit<$  de  l'air  pendant  les  neuf  premiers  mois 
de  l'annöe    1849;    par  M.  Que  tele t.  —  p.  343.  Nptice  sur  une 

Krojection  g^ographiqoe  nouvelle;  par  M.  !H>  Donny.  -~  p.  345. 
i<^moire  sur  les  poInts  brillants  des  courbes  et  des  surfaces ;  par 
M.  De  Boer.  —  p.  347.  Notice  sur  la  d^composition  electro-chimi- 


y 

compositioo  electro-chimique  par  des  voltametres  diffi^rents;  par 
M.  Maas  (S.  vorher);  -*  p.  545.  Memoire  sur  la  thöorie  des 
r^sidus  quadratiques  par  M.  Sc  haar.    Happorf  de  M.  Timm  er* 
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maiis.  —  p.  546.  Siir  jin  pMnoiii^ne  m^tfarolo^qi»;  parM.Eim. 
de  Salys-'Longcbamps.  — 

# 

Tome  XVA.  Ire  Partie.  1860.  p.  3.  Sor  l'^lectricH^  atmo 
spb^riqoe;  par  M.  A.  Quetelet.  —  p.  13.  Sut  le  oainJean 
HaDnema,  dit  Famiral  Tromp;  par  M.  A  Quetelet.  —  p.  134. 
Sur  les  pointa  focaux  de  rellipse;  par  IIL  le  capitaine  Liagre. 
Id  diesem  Aufsätze  discutirt  ae^  Herr  Yf.  den  folgendeo  von  ihoi 
aufgestellten  Satz: 

9,11  existe  sur  le  grand  axe  de  rellipse  un  nombre  InfiDide 
points,   situäs  deux  k  deux  k  ^gale  distance  du  eentre,   etteU, 

3ue  les  rayons  vecteurn  men^s  de  chaqu^couple  k  an  mtoe  point 
e  la  couroe^  sont  ü^s  entre  eux  par  unerelatioo  ind^pendaate 
de  la  Position  de  ce  poinf 


:V 


,,Le8    abscisses    de    ces    points   focaux   sont  de  la  forme 

— SSi^— >    lo  nombre  n  pouvant  recevoir  toutes  les  Talen» 

^ti^res  et  positives «  depuis  z^ro  jusqu'a  rinfini*'  wo  unter  aood 
b  die  beiden  Halbaocen  der  Ellipse  'verstanden  werden.  EsscheiDt 
dieser  Gegenstand  nicht  uninteressant  zu  sein ,  und  wobi  eine  noch 
weitere  Untersucbung  zu  verdienen  als  die  von  dem  geehrten 
Herrn  Verf.  bier  mitgetheilte  im  Ganzen  nur  kurze  Betrachtung 
ffiebt.  —  p.  216.  Note  sur  les  tremblements  de  terre»  ressentiseo 
1849,  par  M.  Alexis  Perrey.  p.  2!iS5.  Supplement  anx  Mm 
sur  les  tremblements  de  terre  ressentb  en  1847  et  1848.  —  p.  ^28. 
Sur  les  variations  de  pression  atmosph^rique  et  de  temperatore, 
k  la  fin  de  janvier  et  au  commencemeot  de  fo^vrier  18S0.  Lettre 
de  M.  A.  Perrey*  —  p.  344.  Sur  un  nun  beige.  Note  comninn- 
qu^e  par  M.  Quetelet.  —  Notice  sur  une  formule  ponr  calcnler 
leiasticite  de  la  vapeur  d'eau,  par  M.  Henri  Brückner,  d'Aix 
la  Chapelle.  Die  auf  diese  Weise  überschriebene  Abbaodlan«: 
entbftit  aber  auch  noch  verschiedene  arithmetische  Bemerknoges 
über  die  Verwandlung  der  Wurzeln  in  Kettenbrüche,  die  Loga- 
rithmen und  die  Reihen.    Wenn  man 


m-l  • 
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U.      8.       W« 

setzt,  so  ist  nach  dem  Herrn  Verf.: 

1  1 

(a'»  +  6)-=o+^  J_    j 

^  fl  +  etc.  . 
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p.  424.    Sur    les    variatiens  annaeiles  du  magnc^tisme  terrestre  ä    t 
Bnizelles;    par  M.  Queteiet.   —    p.  426.    Sur  les   t^l^graphes  / 
ölectriques;   par  M.  Queteiet.  — 

Auaserdem  enthalten  diese  beiden  Bände  noch  viele  andere 
interessante  Mittheilangen ,  namentlich  meteorologischen  Inhalts. 


Subscriptions  -Anzeige. 

Bei  A.  C.  Kronberger,  Buchhändler  in  Prag,  und  J.  F. 
Gress,  Buchhändl*  in  Wien,  wird  auf  folgendes  Werk  Sub- 
•criptioo  angenommen: 

Tafel  siebenstelliger  Logarithmen  der  Sinus  und 
Tangenten  für  jede  -Secunde  des  Quadranten.  Heraus- 
gegeben von  Jakob  Phil.  Kulik>  ordentlichem  Profes- 
sor der  hebern  Mathematik  zu  Prag.  Erste  auf  dem 
Continente  von  Europa  veranstaltete  Ausgabe. 

Welchem  Mathematiker  ist  es  unbekannt»  wie  lästig,  zeitrau- 
bend und  ungenau  die  Interpolationen  werden,  wenn  mittelst  der 
gewohnlichen  Tafeln,  welche  nach  Hinuten  fortlaufen,  die  einem 
gegebenen  Winkel  zugehörige  trigonometrische  Function,  oder 
umgekehrt,  zu  dieser  der  correspondirende  Winkel,  oder  endlich, 
wenn  beim  Uebergange  von  einer  trigonometrischen  Function  zur 
andern ,  diese  mit  der  erforderlichen  Schärfe  bestimmt  werden  soll. 
Ein   anderer  Nachtheil   der  gewöhnlichen  Tafeln  ist  noch,   dass 


•  ^ 


• 


• 
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die  natiirlieheii  Logürttfunea  der  Fanetionen»  vraislie  aiiste'i^ 
CoA:r -hergeleitet  weroen,    sich  mitteUl  derselben   anfkeiieW 
'  friedigende   Weise   berechnea  la^een.     Allen   diesen  DnfnköTfi- 

lichkeiten  wird  aber  durclr  dieses  Werk,  welches  soirohl  (er  k? 
Se  Clin  de  des  Quadranten  die  Logarithmen  der  Sirnis  voil  lit 
genten,  als  auch  in  den  ersten  18  Graden  die  Cosinus  u  %& 
als  7  Decinialstellen  liefert»  abgeholfen. 

Bedingungen  der  Herausgabe. 

Dieses  aus  96  Druckbogen  bestehende  Werk  erscheint  nur.  m& 

sicfi  ei ne  r  e s e  T  h  e  i  I  n a}i  m  e  unter  den  deutschen  Mathei&aik»n 

dafflr  ausspricht.  Das  Ganze  wird  auf  6  Lieferungen  besteh«. « 

^     iJer  Ladenpreis  jeder  einzelnen  Liefenmir  bei  den  jetziseii  b.tft 

li  Preisen  des  Papieres,    Satzes  und  DhioMs  nur  auf  1  Thalfr^!» 

stellt  werden :  hiedurch  erhHlt  der  Abnehmer  das  Werk  um  6  Tu 

ler  in  die  Hahde ,    während  die  jSAorA^ec^e'schen  Tafeln  is  F<> 

.  •    burff  hier  über  30  Thalev  kosten»  und  dabei  mit  so  kletBeo  Tpn 

ffedruckt  sind,  dass  sie  unausbleiblich  auch  die  besten  Anger  r 

.  Grunde  richten  müssen. 

"  ■» 

Sobald  der  erforderliche  Aufwand  zur  Herausgabe  de$\^'> 
durch  Silbscription  gedeckt  sein  wird ,    nimmt  der  Druck  <w  i 
Anfang,    und  wird  ohne  Unterbrechung  durch  2  Jahre  fort?« 
und    Beendigt.    FQr  durchaus    reinen  correcten  Druck  mit  s« 
Lettern  auf  ^tem  festen  Papier  wird  gesorgt.    Beim  E>s«i ' 
der  ersten  Lief^ung  wird  auch  die  letzte  berechnet,   und  «^^ 
den  ausser  den  bestellten  Exemplaren  nur  so  viele  abgesostn.» 
zur  Declifung  der  allenfalls  sich  ersebendea  Defecte  ^rfordctti^ 
den.    Jede  Buchhandlung  Deutschlands   nimmt  Subscripti«.«  a 
Die  Namen  der  p.  t.  Herren  Subscribenten ,  welche  diesabec^«« 
lieh  geschrieben  mittheilen  wollen ,  werden  dem  Werke  Torgeorvi 


Nachschrift  des   Herausgebers. 

I 

Ich  mache  auf  diese  Tafeln  alle  Mafliematiker  aufmffi^^ 
und  die  grosse  Wichtigkeit  einer  durch  dl^  einzelnen  Sera*  ii 
des  Quadranten  fortschreitenden  Tafel  leucntet  wohl  tob  ^"^1 
ein,  da  das  Interpoliren  doch  immer  eine  sehr  lästige  Arii^i  j 
und  die  Rechnungen  erschwert.  Ich  wünsche  daher  sehr.  Äl 
dieses  Unternehmen  des  geehrten,  durch  andere  Shnliche  i'^ 
nehmungen  schon  hinreichend  bekannten  Herrn  Vfs.^  recht  ''\ 
Theilnanme  unter  den  Mathematil^^ern  finden  mOge.  ' 
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JLIterarliselier   Berlelit. 


Oeodäsie. 

Courfi  (leTopographie  et  de  G^od^siefait  k  T^cole 
frapplicatioii  du  corps  d'^tat  major.  Par  J.  F.  Salneuve^ 
Chef  d'escadron  d'etat  msnor.  Seconde  Edition.  Pa- 
ris. 1850,   3  Thir.  10  Sgr.    8/ 

Sind  wir  auch  oicbt  gerade  der  Meinung ,  dass  diese»  Werk 
besondere  Vorzüge  vor  uusern  bekannten  deutschen  Werken  der- 
selben Gattung  bat,  so  glauben  wir  doch  die  Leser  des  Archivs 
auf  dasselbe  aufmerksam  machen  zu  müssen .  weil  es  in  Frank- 
reich sehr  beliebt  zu  sein  scheint ,  und  allerdings  eine  ziemlich 
vollständige  Darstellung  der  niedern  und  hohem  Geodäsie  liefert. 
Ausserdem  findet  man  in  demselben  auch  manche  in  Deutschland 
noch  unbekannte  Instrumente  beschrieben^  z.  B.  einige  Distanz- 
messer,  die  wohl  euige  Beachtung  verdienen  durften,  und  gross* 
tentheils  von  einenP  geschickten  hohem  piemontesiscben  Oinzier, 
Herrn  Porro^  angegeben  worden  sind,  von  dem  der  Herr  Vf.  in 
der  Vorrede  sagt:  »^qui,  ä  une  profonde  Instruction,  Joint  une  sa- 
gaeit«^    merveilleuse   dans    Tapplication    des   principes    d*optique, 

3u*il  possede  si  bien.  On  lira  surtout  avec  int^ret,  je  pense,  la 
escription  de  sa  lonette  anallatique,  de  sa  longue-vue 
cornet,  et,  surtout,  de  Tappareil  propre  ä  >mesurer  les  bases" 
über  welchen  letzteren  eine  Commission  der  Akademie  der  Wis- 
senschaften in  Paris,  bestehend  aus  den  Herren  Binet,  Faye 
und  Largeteau,  einen  sehr  günstigen  Bericht  erstattet  hat.  Der 
Inhalt  der  einzelnen  Kapitel  dieses  allerdings  in  mancher  Bezie- 
hung zu  empfehlenden  3ucbs  im  Allgemeinen  ist  folgender. 

Livre  I.  und  Litre  II.  Diese  zwei  ersten  Bücher  enthal- 
ten eine  ziemlich  vollständiee  Darstellung  de(  ebenen  und  sphä- 
rischen Trigonometrie,  selbst  auch  den  Binomischen  Lehrsatz, 
und  hätten  ganz  wegbleiben  sollen. —  Ijivre  III.  Topogra- 
phie. C  h ap.  I.  Notions  gc^ni^rales.  C h  a p.  iL  Canevas topograpbl- 
que.  Chap.  III.  Diff^^rens  modes  de  lever.  Instruments  propres 
ä  mesurer  les  angles.  Cbap.  IV.  Instruments  employ^s  ä  la 
mesure  des  distances.  Chap.  V.  Lev^es  au  goniom^tre  et  ä  la 
chaine.  Chap.  VI.  Levöes  a  la  Chaine,  alignements,  transver- 
sale^.     Chap.  VII.    Instruments  k  r^^flexion.    Chap.  VIII.    En- 
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semble  des  Operations  d'une  levee  relatires  4  la  planin^trie,  ea 
combinant  tous  les  procedes  di^crits  isol^meot  Chap.  IX.  Kivel- 
lemeDt  Chap.  X.  Nivellement  topographique  et  ügax6  da  ter- 
rain.  Gbap.  XL  Du  dessin  des  cartes  topograpbiqaes.  Chap. 
XII.  Lev^es  militaires.  Chap.  XIII.  Plans  cot^s.  Chap. XIV. 
Copie  et  röductioo  des  cartes  et  pians.  Chap.  XV.  Compas  de 
Proportion.  Chap.  XVI.  Eniploi  de  la  boassole  et  de  Fedi- 
ni^tre  ä  la  perspective.  —  Liere  IV.  Optique.  Dieses  Boeh 
enthält  eine  fär  den  Zweck  des  Werks  sehr  vollständiee  Abhiiid« 
lung  über  Optik  ,  worin  sich  manches  BemerkeDswerthe 
findet,  z.  B.  die  lunette  anallatioue  deM.  Porro.  —  £tor<  V. 
G^od^sie.  Chap.  I.  Ensemble  des  opi^rations  göodesiqaes. 
Chap.  II.  Mesnres  des  bases  (p.  ^60.  Appareil  noiiTeati  povr 
mesurer  les  bases  gäodäsiques  par  M.  Porro.  Chap.  III.  Me- 
snres des  angles  et  description  des  iostramentf  qui  y  sont  con- 
sacr^s.  Chap.  IV.  Caiculs  relatifs  k  la  räsolution  des  triangles. 
Chap.  V.  Caiculs  des  Coordono^es  des  points.  Chap.  Vi.  NV 
tions  de  Geometrie  analvtique,  indispensables  k  rintelligeoce  des 
forraules  de  latitude.    (Hätte  auch  wegbleiben  können.)     Cfaa 


trique.  Chap.  X.  Projections.  —  JüivreVL  dbservations 
et  caiculs  astronomiques.  Chap.  I.  Notions  preUminaires. 
Chap.  IL  Pr^cession,  nutation^  aberration,  parallaxe,  r^fraction. 
Chap.  III.  Marche  d'une  pendule,  latitude  et  longitade  d'nn 
point;  azimut  d'un  cotä.  —  Suite  de  iableaux  m9.  a  i'in> 
scription  des  angles  observös  et  des  «^Nments  de  re- 
duction»  ainsl  qu'jaux  diffärents  caiculs  g^odösi^ues; 
V  aux  caiculs  astronomiqaes. 


Astronomie. 

Schumachers    Tod. 

Es  ist  dem  Herzen  des  Herausgebers  des  Archivs  Bedarfniss, 
seinen  Lesern  das  Hinscheiden  eines  Mannes  anzuzeigen,  iveickem 
er,  so  lange  er  das  Glück  hatte,  mit  ihm  in  vrisseoscbafttichem 
Verkehr  zu  stehen,  die  höchste  Achtung  gezollt  hat,  eine  Achtnng, 
die  nie  dnrch  etwas  getrübt  worden  ist,  und  auch  Aber  das  Grab 
hinüber  danern  wird,  so  lange  das  Herz  des  Herausgebers  des 
Archivs  noch  schlagen  wird.  Heinrich  Chriiiian  Sekuma- 
i;Aer  ist  nicht  mehrt  Seine  Verdienste  um  die  Wissenschaft 
zu  würdigen,  kann  hier  nicht  der  Ort  sein.  Sie  sind  der  Welt 
bekannt  Aber  eine  kurze  Skizze  seiner  äusseren  Lebensumstfode 
wird  und  muss  bei  so  hohem  Verdienst  den  Lesern  des  Archivs 
lehrreich  und  interessant  sein.  Ich  stehe  daher  nicht  ao»  einen 
solchen  kurzen  Abriss  dieses  thätigen  und  erfolgreichen  Ldiens 
aus  der  neuesten  Nummer  von  Jahn's  Unterhaltangen  für 
Dilettanten  und  Freunde  der  Astronomie,  Geographie 
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und  Meteorologie.  1851.  Mr.  11.,  die  mir  vorliegt,  zu  entneh- 
ineo,  deren  historische  Richtiglceit  keinen  Zweifel  lässt,  da  sie 
von  einem  Manne,  Herrn  Doctor  Petersen  in  Altena,  herrührt, 
der  dem  Dahingeschiedenen  sehr  nahe  stand.  Herr  Doctor  Jahn 
hat  übrigens  schoti  In  Mr.  3,  4.  5.  1851.  seiner  genannten  Zeit- 
schrift eme  ausfuhrlicliere  Darstellung  von  Schumachers  Leben 
geliefert,  die  zugleich  auch  die  wissenschaftlichen  Verdienste  des 
Verstorbenen  genauer  in's  Auge  fasst,  und  auf  die  ich  daher  in 
dieser  Beziehung  die  Leser  verweise. 

G. 

Heinrich  Chrtetlaii  Schnmacher*) 

ist  in  dem  Flecken  Bramstedt  in  Holstein  den  3.  Septbr.  1780 
geboren.  Sein  Vater,  der  kOnigl.  dänische  Conferenzratn  Andreas 
Schumacher,  dessen  Vorältern  im  16.  Jahrhundert  aus  V^estpha- 
len  nach  Dänemark  gekommen  waren,  und  von  welchen  der  be- 
rühmte Griffenfeldt  abstammte,  war  in  jängern  Jahren  bei  der  dä- 
nischen Gesandtschaft  in  St.  Petersburg  angestellt,  erhielt  später 
eine  Anstellung  unter  Kunig  Christian  VII.  in  Kopenhagen,  wurde 
hierauf  Kirchspielvogt  in  Bramstedt,  wo  H.  C.  Schumacher  gebo- 
ren wurde,  und  zuletzt  Amtmann  in  Segeberg,  wo  ihm  ein  zweiter 
Sohn,  Andreas  Anton  FriedrichSchumacher  imJahre;1782geboren  ward» 
Er  starb  hier,  den  2.  Januar  1790,  innigst  betrauert  wegen  seines 
vortrefQicheu  Charakters  und  seines  seltenen  Verstandes,  von  Allen, 
die  ihn  kannten.  Die  Mutter  unseres  Schumachers  war  Sophie 
Hedwig  geb.  Weddy,  verwittwete  Hofräthin  Büsching,  Schwäge- 
rin des  berühmten  Geographen  Büsching.  Sie  starb  am  30.  Oc- 
tober  1822  in  Altena,  wo  auf  dem  Kirchhofe  zum  heiligen  Geist 
jetzt  der  Sohn  neben  ihr  in  Frieden  ruht. 

H.  C.  Schumaclfer  und  sein  Bruder,  die  'einzigen  Kinder 
dieser  Ehe,  wurden,  so  lange  der  Vater  lebte,  unter  seiner  Lei- 
tung von  einem  Hauslehrer  unterrichtet.  Da  aber  die  schwächli- 
che Gesundheit  des  Vaters  diesen  nicht  hoffen  Hess,  seine  hoff- 
nungsvollen Sohne  erwachsen  zu  sehen,  so  empfahl  er  sie  der 
Huld  des  damaligen  Kronprinzen,  spätem  KuoigsFriedrichVL,  der  ihn 
liebte  und  schätzte,  hoffend,  sie  würden  einst  dem  Vaterlande 
Ehre  machen.  V^ie  beide  diese  Hoffnung  erfüllt  haben,  ist  hin- 
länglich bekannt,  auch  blieb  der  gütige  Monarch  ihnen  stets  nicht 
nur  Beschützer,  sondern  auch  Freund. 

Als  der  Vater  starb,  war  der  nachherige  Pastor  in  Preetz, 
Dörfer,  rühmlichst  bekannt  durch  seine  Topographie  von  Schles- 
wig und  Holstein,  der  Lehrer  der  beiden  Söhne,  mit  welchen 
bald  darauf  die  Mutter  nach  Altena  zog.  Hier  besuchten  Beide 
das  Gymnasium  und  genossen  zugleich  DSrfer's  Unterrieht,  der 
inzwischen  Prediger  bei  der  heil.  Geist-Kirche  geworden  war, 
und  dessen  Andenken  ihnen  stets  in  dankbarer  Erionening  blieb. 


*)  Von  Herrn  Dr.  Peterien  in  Altona  an  nnt  mit  der  Bitte  am 
Anfnahme  eingesendet.  Diesem  geehrten  Herrn  dafür  ergebenst  dankend, 
bemerken  wir,  dasi  wir  ans  diesen  sehr  schätzbaren  Mittheilangen ,  um 
Wiederholungen  su  Termeiden,  nur  das  weggelassen  haben,  was  bereits 
S.  17  ff.  Torkommt.  Die  Red*  (der  astronom.  UnterhaliungCD«) 
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Schon  als  Knabe  zeigte  Schamacber  eine  besondere  Yor- 
liebe  für  Mathematik;  er  Terfertigte  sieb  bolseme  Ubreo  ud 
Instramente,  mit  denen  er  Beobachtungen  anstellte.  Da  er  als 
Knabe  schwSchllcb  war  und  der  Arzt  es  Rlr  höchst  nOtbig  bieit 
dass  er  einige  Zeit  seinen  Schulfleiss  einstelle  und  die  Landloft 
eenlesse,  so  brachte  seine  Mutter  Ihn  nach  einem  ihr  befreiiD- 
deten  Prediger  anf  dem  Lande ,  wo  er  sehr  gern  war.  NacUem 
er  hier  einige  Wochen  froh  verlebt  hatte,  erhielt  er  die  Maciiricht 
von  seiner  Mutter,  dass  sie  das  so  sehr  gewünschte  Buch,  \\oire 
Mathematik,  l'ür  ihn  gekauft  habe,  una  nun  liesa  er  ihr  i^eioe 
Ruhe  mehr,  bis  sie  ihm  erlaubte,  zurück  zu  seinen  Studien  la 
kehren.  Durch  Hilfe  dieses  Buches  brachte  er  es  nun  bald  sehr 
weit  In  der  Mathematik,  so  wie  er  Überhaupt  seinen  grossco 
Reichthum  anf  Kenntnissen ,  auch  namentlich  sowohl  in  den  alten, 
als  in  vielen  der  neuern  Sprachen,  seinem  angestrengten  Ftetsse 
und  dem  Selbststudium  verdankte. 

Er  studirte  in  Kiel  und  Guttingen  Jurisprudenz,  beschäfögte 
sich  aber  debenher  fleissi^  mit  Mathematik.  Von  der  Universitil 
brachte  er  die  musterhat testen  Zeugnisse  der  Professoren  mit, 
die  seinen  Fleiss,  seine  Kenntnisse  und  seinen  reinen  Lebens- 
wandel ruhmlichst  hervorhoben.  Im  Jahr  1806  promovirte  er  in 
Gottingen  zum  Doctor  der  Rechte.  Hierauf  verlebte  er  einige 
Jahre  uti  Liefland  als  Hauslehrer.  Von  dort  zurüdcgekebrt,  hatte 
er  das  Glilck  dem  Curator  der  Universität  in  Kiel,  Grafen  v.  Re- 
ventiow,  bekannt  zu  werden,  durch  dessen  Einfluss  es  ihm  mug- 
lieh  wurde,  sich  nun  ganz  der  Mathematik  und  Astronomie  zu 
widmen,  und  einige  Jahre  bei  dem  beröhmten  Gauss  in  Guttingen 
zuzubringen,  der  bald  injihm  den  Geistesverwandten  erkannte,  nnd 
ihm  Freund  ward,  welches  Bündoiss  nur  der  Tod  (ur  diese 
Welt  laste. 

Im  Jahre  1810  oder  1811  wurde  er  zum  ausserordentliche!) 
Professor  der  Astronomie  in  Kopenhagen  ernannt,  als  noch  der 
Confercnzrath  Bugge  daselbst  Director  der  Sternwarte  war,  folfstt 
aber  1812  mit  Erlaubniss  seines  Königs  und  unter  der  Bedingung 
nach  dem  etwaigen  Ableben  Bugge's  nach  Kopenhagen  zorua 
zu  kehren,  einem  sehr  vortheilhaffen  Rufe  als  Director  der  Mann- 
heimer Sternwarte,  wo/u  ihn  sowohl  der  Wunsch,  alleio  einer 
Sternwarte  vorzustehen,  bestimmte,  als  auch  der  Ratb  eines  hocb- 

festellten  Beschützers  und  Freundes,  mit  dem  er  bis  zu  dessen 
*ode  stets  In  freundschaftlichem  Briefwechsel  stand. 

Sp  trat  er  im  Herbste  1813  die  Stelle  als  Director  der  Stern 
warte  in  Mannheim  an,  verheirathete  sich  aber  vorher  mit  «einer 
jetzt  um  ihn  trauernden  Wittwe,  Christine  Magdalene  geb.  ^• 
Schoon,  mit  welcher  er  In  einer  höchst  glücklichen  Ehe  lebte  end 
mit  7  Kindern,  4  Sühnen  umi  3  Töchtern«  gesegnet  wurde,  >/>n 
welchen  ihm  der  jüngste  und  älteste  Sohn  bereits  in  die  &fi;?' 
keit  vorangegangen  waren.  Schon  VL  Jahr  hierauf  starb  Basgf* 
und  nachdem  er  im  Februar  1815  in  Wien  bei  dem  Könige  yoQ 
Dänemark,  der  damals  des  Congresses  wegen  sich  dort  aufbielt 
(Schumacher  traf  dort  auch  seinen  geliebten  Bruder,  der  Adjutant 
des  Königs  war),  gewesen,  um  ihm  wegen  seiner  zukünftigen  ^^tfl 
lung  in  Kopenhagen  einen  Voitrag  zu  machen,  trat  er  seine  «Stelle 
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als  ordentlicher  Prof.  der  Astronomie  und  Uirector    jler   SteIt^ 
irarte  dort  an.    Er  hielt  seine  Vorletmngen  in  lateinlsöber  Sprach». 

Er  war  mit  allen  bedeutenden  Gelehrten  befreundet  und  ^  mit 
den  meisten  auch  persönlich  bekannt,  welche  Bekanntschaften 
er  theils  zu  Hause  bei  sich,  theils  2^1'  seinen  wissenschaftlichen 
Reisen  gemacht  hatte;  so  z.  B.  auf  der  Reise  nach  Frankreich 
und  England  im  Jahre  1819.  Fernere  Keisen  unternahm  er  1826 
nach  Münehen»  1834  nach  Berlin,  um  Bessel  und  Encke  zu  be- 
suchen   Ausserdem  macnte  er  jährlich  eine  Reise  nach  Ko- 
penhagen und,  so  lange  Olbers  lebte «  auch  nach  Bremen.  Unter 
seiner  Anleitung  haben  sich  für  die  Astronomie  und  Mathematik 
eaoz  gebildet:  die  Herrn  Gunlaa,  Lehrer  auf  Island,  Nissen» 
Deichgraf  in  Tendern,  Hofratb  Hansen,  Director  der  Sternwarte 
in  Gotha,  Hofratb  Claussen^  Observator  der  Sternwarte  in  Dorpat, 
Dr.  Peters,  Prof.  der  Astronomie  in  Königsberg  und  Dr.  Peter- 
sen seit  1827  sein  Gehilfe  bei  der  Sternwarte  in  Altona.  Ausser- 
dem haben  sich  kürzere  Zelt  in  Altona  aufgehalten,  um  sich  un- 
ter seiner  Aufsicht  im  Beobachten  zu  üben,  die  Herren  Professo* 
ren  und  jetzt  Directoren  von  Sternwarten:  Olufsen  in  Kopenha« 
gen.  Seiander  in  Stockholm,  Svanberg  in  Upsala,  v.  Fuss  in 
Wilna,  Agaardh  in  Lund,  Dr.  Gould  zu  Cambridge  in  Nord- 
amerika, und  in  den  letzten  Jahren  ^ein  Sohn  Richard  Schumaeher, 
Dr.  Olde,  A.  iSonntag  und  A.  QuirÜng. 

Weiche  Fähigkeiten  er  hierdurch  der  Astronomie  zag^hH 
bat,  ist  zu  bekannt,  als  dass  es  hier  näher  aus  einander  göMzt 
zu  werden  brauchte;  eben  so  was  er  selbst  für  seine  Wissen- 
schaft eethan Andere  bedeutende  Arbeiten,  welche  noch 

nicbt  oder  nicht  vollständig  publicirt  sind,  jetzt  aber  hoffentlich 
bald  der  Oeffentlichkeit  werden  übergeben  werden,  sind:  Die 
Arbeiten  an  der  dänischen  Gradmessung,  die  Bestimmung  der 
Länge  des  einfachen  Pendels  durch  Beobachtungen  auf  Gülden-* 
stein  1829  und  1830,  seine  Gewichtsbestimmungen,  die  von  ihm 
veranstalteten  Chronometer -Keisen  zwischen  Altena  und  Lübeck. 
Ausserdem  liegen  viele  Reihen  von  astronomlscbe'n  Beobachtung 
gen  von  ihm  vor. 

So  hoch  er  als  Gelehrter  stand,  ^  hodh  stand  er  aueh  als 
Mensch.  Er  war  der  liebenswürdigste  und  nachdicbtsvotlste  Gatte 
und^ater.  lo  Gesellschaften  war  er  stets  heiter  und  munter, 
und  wo  er  nur  Jemandem  helfen  konnte,  scheute  er  kehie  Mühe 
und  selbst  kein  Opfer  von  seiner  Seite,  vorzüglich,  »wenn  er  sich 
davon  Erfo^  für  aen,  dem  er  helfen  wollte,  versprach.  Er  konnte 
mit  der  grössten  Geduld  und  ohne  Miene  des  Missmuths  dabei 
zu  zeigen,  selbst  wenn  er  init  Arbeiten  überhäuft  war,  die  unbe- 
deutendsten und  langweiligsten  Erörterungen  anhören,  und  fand 
immer  nachher  Zeit,  das  Versäumte  nachzabolen.  Er  wurde  von 
Allen,  die  ihn  näher  kannten^»  vei^hrt  und  geliebt,  und  sein  An* 
denken  ^ird  ihnen  stets  un  vergesst  ich  bleiben. 

Ueber  die  näheren  Umstände  seines  Todes  glebt  uns  die  mit 
einem  schwarzen  Rande  umgebcfne  Nr.  744.  der  astronomischen 
Nachrichten  die  folgende  Nachricht: 

Am  28sten  December  1850,  Vormittags  IP/s  Uhr,  entschlief 
sanft  und   ruhig,    anter  den  Erscheitiungen  einer  Lungenlähmnng, 
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Heinrich  Chriitian  Schumacher,  io  seioem  am  3(cn 
Septbr.  aDgefangenen  Tlsten  Lebensjahre.  Schon  ein  halbes  Jahr 
vor  seinem  Ende  glaubte  er  eine  merkliche  Abnahme  seiner 
Kräfte  zu  verspüren^  und  wiederholt  sagte  er  seinen  Tod  mit  dem 
Ausgange  des  Jahres  voraus.  Leberbeschwerden  bildeten  die  ob- 
jectiven  Manifestationen  seiner  kranken  Gef&hle.  Sie  waren  ohne 
Zweifel^  nach  der  Ansicht  seines  vieljShrigen  befreundeten  Arztes» 
Folgen  seines  Stubenlebens ,  aber  auch  nicht  ausser  Beziehoog 
zu  den  ZeitverbSitnissen.  In  den  letzten  Tagen  des  Novembers 
nahmen  sie  einen  acuten  Verlauf«  konnten  dieses  Mal  nicht, 
wie«  es  in  den  letzten  Jahren  elflckiicher  Weise  mehrfach  der 
Fall  gewesen  war,  durch  einen,  leider  zu  kurzen  und  anyollstSn- 
digen  Podagraanfall  hinlänglich  abgeleitet  werden,  und  f&farten 
nach  vielen  Schmerzen  und  Beschwerden,  welche  der  Leidende 
mit  unfibertroflTener  Geduld  und  Fassung  ruhig  und  gelassen  er- 
trug« den  traurigen  Ausgang  herbei. 

^  Er  wurde  während  seiner  schweren  Krankheit  mit  der  seltensten 
Liebe  und  Sorgfaltnron  seiner  nun  trauernden  Frau  und  ältesten 
Tochter,  Sophie,  eepflegt  Sein  Geist  blieb  bis  zum  letzten  Aa- 
genblicke  rege  una  ungeschwächt ,  und  noch  am  Abende  vor  sä- 
nem  Sterbetage,  da  icii  wie  gewuhnlich  ihm  die  Zeitung  vorlas, 
machte  er  durch  Zeichen  bemerkbar,  welche  Artikel  ihn  vorzüg- 
lich ansprachen,  denn  leider  wurde  ihm,  während  der  letzten 
Hälfte  seines  Schmerzenslagers,  das  Sprechen  sehr  schwer ,  lud 
machte  jede  directe  Unterhaltung  mit  inm  unmöglich. 

Es  wäre  eine  Vermessenheit,  woUte  ich  hier  anch  nur  cm 
Wort  über  seine  grossen  Verdienste  um  die  WissenschaAen  hin- 
zufilgen;  sein  Verlust  ist  unersetzlich,  diese  Nacfarichtea  mnd 
sprechende  Thaten. 

Altona  1851.  Januar.5. 

A.  C  Petersen. 

Abriss  der  praktischen  Astronomie»  vorzfigliiA  in 
ihrer  Anwendung  auf  geographische  Ortsbeslimmong 
von  Dr.  A.  Sawitsch,  Professor  der  Astrenoraie  an  der 
kaiserlichen  Universität  zu  St  Petersburg^  Aus  dem 
Russischen  übersetzt  von  Dr.  \?.  C.Götze.  Mit  mehre- 
ren im  Originalwerke  nicht  vorhandenen  vom^  Herrn 
Verfasser  nachgelieferten  Zusätzen  und  Erweiterna- 
gen.   Zweiter  Band.    Hamburg.  1851.  8. 

Wir  freuen  uns  sehr,  schon  jetzt  den  zweiten  Band  dieses 
vortrefflichen  Werkes,  dessen  ersten  Band  wir  in  Nr.  LtX.  S. 
800.  angezeigt  haben,  den  Lesern  des  Archivs  wiederholt  znr  ae/rf- 
föltigsten  Beachtung  dringend  empfehlen  zn  können.  Was  wn* 
über  den  ersten  Band  gesagt  haben,  gilt  auch  ganz  von  dem  vw^ 
liegenden  zweiten  Bande,  und  Herr  Professor  Sawitsch  liat  mA 
durch  die  Herausgabe  des  nun  in  seiner  Vollendung  voriiegeiiden 
Werkes  jedenfalls  ein  grosses  Verdienst  erworben,  da  non  kein 
anderes  Werk  bekannt  ist,  in  welchem  die  neuesten  Beobachttmgs- 
uiid  Rechnungsmethoden  so  vollständig  und  deutlich  entwickelt 
wären  wie  in  dem  vorliegenden,  Innenialb  des  Kreises  ninlieh. 
den  sich  das  Werk  selbst  gezogen  hat,  indem  es  hanptsSchüch 
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die  geographische  Ortsbestimmang  zum  Zwedc  hat,  so  dass  es 
also  z.  D.  über  die  Berechnung  der  Planeten  -  und  Gometenbahnen 
nichts  enthält  y  wslb  auch  jedenfaUs  seinen  Umfang  zu  sehr  ver« 

g'ussert  haben  würde.  Eben  so  freudig  wie  das  Verdienst  des 
errn  Verfassers  erkennen  wir  aber  aucli  wiederholt  das  Verdienst 
des  Herrn  Cebersetzers  an,  was  sich  derselbe  nicht  nur  durch 
die  sehr  gute  Uebertragung  dieses  Werks  aus  dem  Rassischen 
io's  Deutsche  um  unsere  vaterländische  Literatur  insbesondere, 
sondern  auch  In  allgemein  wissenschaftlicher  Beziehung  durch 
manche  eigene  Zusätze  zu  diesem  ip  so  vielen  Beziehungen  aus- 

gezeichneten  Werke  erworben  hat  Wir  können  nicht  umhin,  dem 
(errn  Verfasser  und  dem  Herrn  üebersetzer  aufrichtigst  zu  der 
nunmehrigen  Vollendung  dieses  Werkes  Glück  zu  wönschen,  und 
wollen  nun  noch  den  ßhalt  des  zweiten  Theils  im  AllgemeineB 
angeben,  so  weit  es  hier  der  Raum  gestattet. 

S   I.^   Fünfter  Abschnitt     Von  den  verschiedenen 
Methoden  der  Längenbestimmung.     Dieser  Abschnitt  ge- 
hurt naturlich   zu    den   wichtigsten    des  ganzen  Werks,  und  ist 
auch   auf  eine   dieser    grossen   Wichtigkeit    ganz    entsprechende 
Weise  behandelt  worden.     L  Längenbestimmung  durcp  Chrono* 
meterubertragungen  (Hier  auch  z.  B.  von  S»  13.  —  8. 16«    „Ueber 
eine  bequeme  Methode  zur  Bestimmung  der  sogenannten  persön* 
liehen  Gleichung,    welche    zwischen   verschiedenen   Beobachtern 
stattfinden  kann'*).  —     II.  Bestimmung  des  Längenunterschiedes 
durch  besondere  momentane  Signale«    und  zwar  entweder  durch 
Pulversignale,  oder  mittelst  electromagnetischer  Telegraphen.  — 
ID.  Allgemeine    astronomische  Methode  zur  Längenbestimmung. 
Istens  Berechnung  der  Länge  aus  Mondfinsternissen  und  aus  den 
Verfinsternngen   der   Jnpiterstrabanten.     2tens.    Berechnung   der 
Länge  aus  den  Sonnenfinsternissen  und  aus  den  Bedeckungen  der 
Sterne  und  Planeten  durch  den  Mond.  Man  wird  hier  Alles  finden, 
was  über  diesen  wichtigen  Gegenstand  bis  jetzt  bekannt  und  wirk- 
lich praktisch  anwendbar  ist    Insbesondere  machen  wir  auch  auf 
die  von  S.  133.  angegebene  Darstellung  der  „Gaussischen  Methode, 
den  Verlauf  einer  Sonnenfinsterniss  auf  der  Erde  überhaupt  zu 
berechnen''  aufmerksam,  welcher  der  Herr  üebersetzer  zugleich 
einige  eigne  werth volle  Zusätze  (Methode  des  Cebersetzers  zur 
Berechnung  des  Anfangs  und  des  Endes  der  Finsterniss,  ao  wie 
der    grdssten    Phase ,     mit    Hülfe    der   Gaussischen  Methode. 
Beispiel     dazu)      beigegeben    hat.    Ausserdem     hat     derselbe 
nach    dieser   Methode    aie    totale    Sonnenfinsterniss    am    286ten 
Juli  '  1851.    auf  S.   189.  ff.   berechnet,    und    dadurch   die  prak- 
tische  Anwendbarkeit    derselben    in    ein    sehr   helles   Licht  ge- 
setzt.      Auf    S.    133.    wird     gesagt,     dass     diese     Gaussiscne 
Methode  zuerst  in  der  Disser&tion  des  Herrn  G.  F.  Ursin:  De 
eclipsi  solari  die  7.  Septembris  1820.  apparitura.  UaT- 
niae  1820.  näher  erläutert  worden  sei.     Die  Methode   kann  mit 
dem  Namen  einer  Projectionsmethode  belegt    werden,   und   als 
Projectionsebene  wird  (S.  133.)   die  Ebene  angenommen,  welche 
senkrecht  auf  der  Linie  zwischen  dem   Mittelpunkte   der  Sonne 
und  der  Erde  steht  und  in  der  Nähe  der  Conjunction  des  Mondes 
mit  der  Sonne  durch  den  Mittelpunkt  des  Mondes  geht  Vielleicht 
dürfte  es  angemessen  sein,  hei  dieser  Gelegenheit  an  eine  schon 
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im   Jahre  1812.  ersehieoeae   Disserftatioo    des   Herrn  Prufiessors 

Gerling   u  Marburg  zu  eriDoerd,  welche  den  Titel  hat:  Me- 
thodi  projectionis  ortbographicae   asum  ad   calcnloi» 
parallacticos  facilitandofl  explicavit  ^imalqae  eciip- 
»in    solarem   die    VII.    Septbr.   1820.    appariturain  koc 
modo    tractataro    mappaque    geographica    illastrattn 
tanquam   exemplum    exposuit  Christiaous  itudovicos 
Geriifig«     Gottingae.   18l2.  4.     In    dieser    Dissertation  oi^ 
der  Herr  Vf,  über  die  angeDommeae  Projectionsebeoe   auf  p>  i: 
^«Quanquam  Tero  ipsa  haec  projectionis  methodiis  ab  aliis  aliter 
tractetur,  at  postea  videbimas,   tameo  Inter  omoes  cooTeoit  whiqi 
idemqae  planum  eligere,  ad  quod  omoia  puncta  in  bac  auaestioiie 
ebyia  perpendiculisdemissisreferantury  planum  puta,  in  lioeamre- 
ctam  nxae  occultae  Tel  solis  eclipsin  aut  transitum  patientis  ce»- 
truro  cum  terrae  centro  jun^entem,  perpendiculare«    ui  sequ^itibiu 
vero  patebit,  ex  innumeris  lis  planis^   quae   huic  conditioni  i^tU* 
facinnt,  optime  id  eligi,  quod  ipsam  lunae  Tel  planetae  solis  ducun 
tratismigrantis  eentrum  transiens,  corporam  norum  orhitas  cani* 
liiieas  ita  seqnatur,  ut  semper  sibi  ipsi  parallelum  moveator^  - 
Die  Methode  der  LängenDestimmung  durch  MondsculmiaatioiieQ 
bat  in  dieser  Nr.  III  des  fünften  Abscnnitts   auch  eine  Stelle  ge- 
funden, und  man   findet  hier  eine  sehr  deutliche  Darstellung  der 
betreffenden  Methoden  von  Nicolai,  Struve,  n.  s.  w.  —  Sechstet 
Ahschnitt     Von     der    Berechnung    trigouometriscber 
Messungen.    Ausser  den  gewuhnlicberen  Methoden  hauptsäch- 
lich die  Metboden  vonBessel  und  Gauss,  Rednction  des  sphä- 
rischen Excesses,  kürzeste  Entfernung  zweier  Punkte  auf  der^rde, 
deren  geographische  Lage  gegeben  ist.  u.  s«  w.  —   Er  st  et  An- 
hang.   Beschreibung  und  Gebrauch   des  Spigelseitao- 
ten.     Sehr  ausführlich,  deutlich  und  praktisch.    Hienn  ven^ckie- 
dene  Methoden  der  Breiten-  und  Läogenbestimmung,  bei  denen  der 
Spiegelsextant  hauptsächlich  Anwendung  findet    Correspeadin^nde 
Hoben.    Circummeridian -Hohen.    Zwei  ausserhalb  des  Meridttu.< 
gemessene   HSben.      Ifiaussische   Methode   die  PolhShe,  die 
Ührcorrectioo  und  den  Fehler  des  Instrumentes  aus  den  Zeiten 
abzuleiten,  wo  drei  verschiedene  Sterne  einerlei  H5he  erreicbe& 
Knorre's  allgemeine  Auflösung  dieses  Problems,  sowohl  für  den 
Fall,  dass  nur  drei  Sterne  beobachtet  wurden,  als  auch  für  jede 
beliebige  Anzahl  von  Sternen  (Herr  Professor  Anger  in  Daaiif 
hat  in  den  Schriften  der  dortigen   natnrforschenden  Gesellscban 
auch  eine  Auflosung  dieses  Problems  gegeben,  wo,   so  viel  ou 
jetzt  erinnerlich  Ist,  auch  schon  der  Fall  einer  grosseren  AnnU 
von  Sternen  ausfiShrliche  Bet'äcksichtiguog  gefunden  hat).    Be- 
stimmung des  Azimuths  terrestrischer  Gegeilstande  mittelst  des 
Spiegelsextanten.    Bestimmung  der  geographischen  Länge  durcli 
Monadistanzen.    Bor da'«i,  Beseel s  Metboden  u.  s.  w.  ZuftiitT 
Anhanff,     Von  der  Interpolation.    Alles  praktisch  Wrchtit;« 
enthaltend. 

Man  wird  aus  dieser  Inhaltsangabe,  in  welcher  der  Beschränkt- 
heit des  Raumes  wegen  bei  Weitem  nicht  alles  Wichtige  Platz 
finden  konnte,  gewiss  die  Reichhaltigkeit  dieses  Werks  erkeDoen, 
und  unser  Urtheil  gerechtfertigt  finden,  dass  dieses  Werk  n  dem 
Kreise,  welchen  es  sich  sellist  gezogen  bat,  die  voUstSndlg^te 
Bearbeitung  der  praktischen  Astronomie  liefet»  welobe  wii  bis 
jetzt  besitzen. 
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JLIterarlselier   Berielit. 


e  cb  a  n  i  k. 

Der  Attractionscalcül.  Eine  Monographie  von  Dr. 
Oskar  Schiomilch,  Prof.  der  höheren  Matnematik  und 
der  analytischen  Mechanik  an  der  iL  Sachs,  techn. 
Bildnngsanstalt  zn  Dresden.  Mit  einer  Figurentafei. 
Halle.  Druck  und  Verlag  von  H.  W.  Schmidt.  1851.  - 
58.  S.  In  Octav. 

(Angezeigt  vom  Herrn  Professor  Dr.  Mubius  in  Leipzig.) 

Eine  '  mit  der  an  ihrem  Verfasser  gewohnten  Klarheit  und 
Schärfe  geschriebene  Abhandlung.  Sie  zerßillt  in  zehn  Paragra- 
phen: §.  1.  Allgemeine  Begriffe  und  Formeln;  $>  2.  Anziehung 
sehr  weit  von  einander  entfernter  Massen;  §.  3.  Anziehung  des 
abgestumpften  Kegels;  $.  4.  Anziehung  der  Kugel  und Ku^elschaale. 
Der  abrure  Theil  der  Schrift  behandelt  das  so  vielseitig  schon 
in  Angrin  genommene  Problem  der  Attraction  eines  Ellipsoids: 
§•  5.  Anziehung  des  homogenen  dreiachsigen  Ellipsoids;  §.  6.  For- 
meln fSr  das  Kotatlousellipsoid ;  §.  7.  Das  Reductionstheoreni  von 
Ivory.  Der  in  diesen  §$.  vom  Verf.  eingeschlagene  Weg  ist  demje- 
nigen ähnlich,  welchen  Poisson  in  seinem  Traite  de  Mäcanique,  2. 
edit.,  Tome  I.  Seite  185.  und  folg.  genommen,  nur  dass  H.  Schi, 
den  Gegenstand  auf  eine  für  den  Anfänger  fasslichere  Weise 
darzustellen  und  die  Schlüsse  hier  und  da  schärfer  zu  begründen 
sucht. 

In  den  drei  noch  übrigen  §§.  (8.  9.  10.)  denkt  sich  der  Ver- 
fasser des  Ellipsoid  durch  Flächen,  welche  seiner  Oberfläche  ähn- 
lich und  mit  inr  concentrisch  sind,  in  unendlich  dünne  Schichten 
zerlegt,  und  nimmt  an,  dass  die  Dichtigkeit,  welche  im  Vorherge- 
henden für  alle  Punkte  des  Ellipsoids  dieselbe  war,  von  einer 
Schicht  zur  anderen  nach  einem  neliebig  gegebenen  Gesetze  ver- 
änderlich sei.  Um  nun  auch  die  von  solch  einem  nicht  homoge- 
nen Ellipsoid  auf  einen  in  seinem  Innern  oder  ausserhalb  liegen- 
den Punkt  ausgeübte  Anziehung  zu  bestimmen,  beginnt  der  Ver- 
fasser den  Caicttl  ganz  von  Neuem,  wobei   er  sich  des  von  Le- 
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jeune  Dirichlet  erfundenen  und  von  diesem  (wie  aus  Crelle*8  Jonr* 
nai  für  Math.  XX.  Band,  »Seite  276.  zu  ersehen)  beiin  bemogeoeo 
Ellip8oid  in  Anwendung  gebrachten  Kunstgriflb  bedient,  welcher 
dann  besteht,  dass  man,  um  den  Werth  eines  bestimmten  Integrals 
zu  finden,  dasselbe  mit  einer  discontinuirlichen,  gieiebfaib  als  be- 
stimmtes Integral  ausgedruckten  Function  multiplicirt ,  welche  iih 
nerhalb  der  Grenzen  des  ersteren  Integrats=l,  über  dieselben 
hinaus  aber  =0  ist.  Er  gelangt  auf  solche  Weise  zu  einer  For- 
mel (no.  97.),  welche  die  Anziehung  des  Punktes  durch  ein  ein- 
fachem bestimmtes  Integral  ausdruckt,  dessen  Grenzen  durch  die 
Lage  des  Punktes  gegen  ^das  £Hipsoid  bedingt  werden.  Hier»» 
leitet  er  schlüsslich  ein  sehr  bemerkenswerthes  Theorem  ab»  wel- 
ches eine  Verallgemeinerung  des  sch5nen  von  Legimdre  zuerst 
nur  för  das  Rotationsellipsoid  und  später  von  Laplace  allgemein 
fiir  jedes  homogene  Ellipsoid  bewiesenen  Theorems  ist:  dass  die 
Anziehung  eines  äusseren  Punktes  von  einem  Ellipsoid  dieselbe 
Richtung  hat,  wie  die  Anziehung  desselben  Punktes  von  einem 
zweiten  mit  dem  ersteren  confocalen  Ellipsoid.,  dessen  Oberfläche 
durch  diesen  Punkt  geht,  und  dass  sich  unter  der  Voraussetzung, 
dass  beide  Ellipsoide  einerlei  Dichtigkeit  haben,  die  Anziehungen 
selbst  wie  die  Volumina  der  beiden  Ellipsoide  verhalten.  Dieser 
8a tz  gilt  nämlich,  wie  H.  8chl.  zeigte  wortlich  auch  dann,  wenn 
man  statt  die  zwei  Ellipsoide  homogen  und  gleich  dicht  vorau8£o- 
setzen,  annimmt,  dass  —  wie  sich  Ref.  ausdrücken  mochte  —  bei 
dem  einen,  wie  bei  dem  anderen  Ellipsoid  die  Dichtigkeit  in  jedem 
Punkte  eine  und  dieselbe  Function  nes  Verhältnisses  ist,  in  wel- 
chem der  vom  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  der  GIlipsoide  bis 
an  den  Punkt  gezogene  Radius  zu  dem  über  den  Punkt  htnauä 
bis  an  die  Oberfläche  des  betreffenden  Ellipsoids  verlängerten 
Radius  steht.  Nur  muss  Ref.  hierbei  noch  bemerken,  dass  anf 
Seite  43  unten,  wo  in  drei  Zeilen  auf  das  in  der  Geschichte  dieser 
Untersuchungen  Epoche  machende  Legendre'sche  Theorem,  als 
eine  einfache  Folgerung  aus  dem  allgemeineren  Theorem,  hinge- 
deutet wird,  der  Name  Legend  re's  mit  zu  nennen  gewesen  wäre, 
indem  ohne  solches  es  sclieinen  muss,  als  ob  H.  Schi,  jenes  Theo- 
rem als  schon  entdeckt  nicht  gekannt  habe. 

Die  Geschicklichkeit,  welche  fl.  Schi,  bei  der  Entwickelang 
seiner  Formeln  für  das  nicht  homogene  Ellipsoid'  durch  mannig- 
fache zum  Theil  sehr  kunstreiche  Transformationen  bestimmter 
Integrale  beweist,  verdient  rühmliche  Anerkennung.  Dass  aber 
dadurch  die  Theorie  der  Attraction  des  Ellipsoids  eine  vTcsentlidie 
Bereicherung  erhalten  habe,  wie  doch  der  Leser  nach  der  derSchrift 
voraus&rcschickten  kurzen  Einleitung  zu  erwarten  berechtigt  ist, 
muss  Referent  in  Abrede  stellen.  Denn  die  das  Endresultat  in 
sich  fassende  Formel  No.  97.  ist  nach  VVeglassung  des  Integral- 
zeichens vollkommen  einerlei  mit  der  schon  vor  längerer  Zeit  ron 
Poisson  gegebenen  Forihel  für  die  Attraction  einer -unendlich  diin* 
nen  von  zwei  concentrischen  und  einander  ähnlichen  EUipsoiden* 
flächen  begränzten  Schicht  auf  einen  äusseren  Punkt,  wenn  die^e 
Formel  noch  mit  der  die  Dichtigkeit  der  Schicht  ausdrfickenden 
Function  multiplicirt  wird. 

Man  Gndet  diese  Poisson'scbe  Formel  überaus  einfach  herge- 
leitet in    einem   Aufsatze  Plana*s  in  Crelle^s  Jooroal,  XX*  Band, 
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Seite  217.  und  218.  Sie  einaciebt  sich  hiernach,  weuii  man  zuerst 
mit  Hiiile  des  ivory*schen  Theorems  die  Formel  für  die  Atfractiou 
eines  Eliipsoids  auf  eiuen  äusseren  Punkt  entwickelt  (Legenilre 
Traite  des  fonct.  ellipt.,  Tome  I.,  pag.  554.),  und  sodann  diese 
(das  Legeudre*sche  Theorem  in  sich  schiiesscnde)  Formel,  nach- 
dem sie  auf  passende  Weise  umgebildet  uorden,  nach  den  Di- 
mensiooen  des  Ellipsoids  unter  der  Hypothese  differejitiirt,  dass 
letzteres  sich  ähnlich  bleiben  soll.  —  Mtt  Anwendung  dieses 
Verfahrens  wurden  sich  die  zur  Schlussformel  Nr.  97.  nuthisen 
Entwickelungen ,  wozu  H.  Schi,  den  liaun)  von  Seite  33.  uis 
41.  und  in  hiozugeiügten  an  sich  sehr  schatzeus wertheu  Noten 
von  Seite  51.  bis  58.  verweadet,  auf  etwa  vier  Seiten  haben  re- 
duciren  lassen.  M. 


Astronomie. 

Uranos.  Synchronisch  geordnete  Ephemeride 
aller  Himmelserschein  ungen  des  Jahres  1851,  erstes 
Semester.  Vom  Jahre  1846  an  heran ss^egeben  von  der 
Kiiniglichen  Universitüts^Stern  warte  zu  Breslau. 
S  echster  Jahrgang.     Breslau.  1851. 

Zweck  und  Tendenz  dia^^er  sehr  empfehienswerthen  Ephenie- 
ride  sind  aus  unseren  früheren  Berichten  hinreichend  bekannt. 
Wir  machen  aber  darauf  aufmerksam,  dass  von  jetzt  an  die  gewiss 
sehr  zweckmassige  Einrichtung  getroffen  worden  ist,  dass  die* 
^selbe  in  sechs  Monate  umfassenden  Heften  erscheint.  Diese  Ein- 
richtung wird  der  weiteren  Verbreitung  dieser  Epheraeride  gewiss 
sehr  förderlich  sein,  da  die  einzelnen  Monate  nun  früher  in  die 
Hände  der  Beobachter  gelangen. 


Physik. 

Aufgaben  aus  der  Physik  nebst  ihren  Auflösungen. 
Zum  Georauch  für  Lehrer  und  Schüler  an  höheren  IJu- 
terrichtsanstalten  und  besonders  beim  Selbstunter- 
richt bearbeitet  von  Dr.  C.Fliedner,  Hauptlehrer  an  der 
Realschule  zu  Hanau.  Mit  91  Holzschnitten.  Braun- 
schweig   1851.  8. 

Diese  Sammlung  von  vorzugsweise  aus  dem  Gebiete  der  ma* 
thematischen  Physik  entnommenen  Aufgaben  scheint  uns  ihrem 
Zwecke  recht  wohl  zu  entsprechen,  und  verdient  Lehrern  der 
Physik  zui^  Beachtung  empfohlen  zu  werden.  Die  Auflosungen 
sind  beigelifgt.  Die  Aufgaben  betreffen:  Bewegung  der  Körper. 
Maass  der  KrSfle  und  ihrer  Leistungen.  Zusammensetzung  und 
Zerlegimg  der  Kräfte.  Sehwerpnnkt  und  Trägheitsmoment  Ein- 
fache Maschinen.  Centrifugal-  nnd  ("entripetalkraft.  Vyirkungen 
der  Schwerkraft  bei  Bewegungen  auf  vorgeschriebenem  Wege  (Pen- 
del). Stoss.  Reibung.  Festigkeit  Gleichgewicht  und  Druck 
tropfbarer   Flüssigkeiten    in  Gefässen.      Gleichgewicht    zwischen 
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tropfbareD  flfissigea  und  festen  KSrpern.  Specifisches  Crewicbt  Be- 
wegung des  Wassers.  Gleicheewicht  und  Druck  der  Luft  SdialL 
Ausdehnung  der  Korper  durcE  die  Wärme.  Wärmecapttcitiit  ond 
Aenderung  des  Aggregatzustandes.  DSmpfe,  besonders  Wasser- 
dämpfe.  Verbrennung  und  Heizung.  Geradlinige  Fortpflannog 
des  Lichts.  Sehwinkel.  Schatten.  Geschwindigkeit  des  LkbU. 
Photometrie.  Refleijbn.  Brechung.  Linsengläser«  Optische  In- 
strumente.   Magnetismus.    Eiectricität 

Durch  grossere  Reichhaltigkeit  und  theilwelse  erussere 
Schwieriekeit  der  Aufgaben  scheint  diese  Sammlung  Vornge 
vor  der  früher  erschienenen  Sammlung  physikalischer  Alf- 
gaben  von  F.  Kries.  Jena  1843.  zu  haben. 


Termlselite  Sctarifteii. 

The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  M.  A.  F.ltS.E.  Vergl.  Liter.  Bericht 
Nr.  LVI. 

(Leider  iet  an«  Nr.  XXIV«  dietea  Boageseichneien  Joonial^  wahr- 
acheiolich  durch  ein  Veraehen,  noch  nicht  sugegangeo,  and  wird  daber 
apater  noch  angezeigt  werden.) 

No.  XXV.  On  certain  General  nropertles  of  Horaoeeneoos 
Functions.  By  J.  J.  Sylvester.  —  On  the  Intersectioiw  of 
Two  Conics.  By  J.  J.  Sylvester.  ~  On  certain  »,Loci''  con- 
nected with  the  Geodesic  Lines  of  Surfaces  of  the  Second  Order. 
By  John  T.  Rutiedge*—  Two  Arithmetical  Theorems.  By 
Henry  Wilbraham  (Diese  Theoreme  sind  folgende:   L  Let  m 

be  any  number  not  divisible  by  2  or  5,  and  suppose  —  when  re* 

duced  to  a  circulating  decimal  to  have  a  recurrine  period  of /» 
digits;  and  let  N  be  any  odier  number»  in  which  the  number 
Ol  digits  is  ereater  than  pi  if  TV  be  marked  off  into  periods  of  p 
digits  each  (beginniog  at  the  units) ,  and  these  several  periods, 
each  considered  as  a  number  consisting  of  p  digits ,  be  added 
together,  and  the  sum  be  n;  tben«  if  n  fie  divisible  by  in,  iV  also 
will  be  divisible  thereby ;  and  if  n  be  not  so  divisible,  the  reinaio' 
der,  on  dividing  n  by  m,  will  be  the  same  äs  that  found  on  £• 
viding  iV  by  m;  or  in  other  wörds,  nwill  be  congnions  toiVwitli 
respect  to  the  modulus  m.  —    II.  If  m  be  a  prime  number,  aod 

p  be  an  even  number,  JV  may  be  divided  into  periods  of  -^p  ^ 

tits  each;  and  of  these  periods,  if  the  Ist,  3rd,  5th,  etc.  be  «d« 
ed  together  and  also  the  2nd,  4th ,  6th,  etc.  and  the  latter  nm 
subtracted  from  the  former,  and  the  difference  be  calied  n;  theo, 
as  in  the  former  theorem ,  ti  will  yield  the  same  remainder  as  N 
on  division  by  m.  If  n  be  negative  and  not  divisible  by  w,  tke 
proper  remainder  is  the  difference  between  n  and  the  mnitipio  ^ 
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m  next  above  it  Dumeilcatly.)  —  Application  of  Combinations 
to  tbe  ExplanatioD  of  Arbogasfs  Method.  By  Professor  De  Mor- 
gan. —  Note«  OD  Lagraoge's  Theorem.  By  Arthur  Cayley. — 
On  a  double  Infinite  8eries.  By  Arthur  Cayley.  *—  Laws  od 
the  Elasticity  of  Solid  Bodies.  By  W.  J.  Macouorn  Rakine.  — 
Mathematical  Notes:  1.  A  Demonstration  of  Taylor*«  Theorem. 
By  Homersham  Cox.  IL  Demonstration  ofthe  knowB Theorem« 
that  the  Arithmetic  Mean  between  any  number  of  Positive  Quan- 
tlties  is  ereater  than  their  Geometrie  Mean.  By  A  Thacker. — 
Od  the  Construction  of  the  Ninth  Point  of  Intersection  of  Two 
Curves  of  tbe  Tblrd  Degree,  when  the  other  Eight  Points  are 
riven.  By  Thomas  Weddle.  —  On  the  Tbeory  of  Linear 
Transformations.    By  George  Boole. 

(The  Next  Number  will  be  Published  on  the  Ist  of  May.) 

Verhandlungen  derschweizerischen  naturforschen- 
den Gesellschaft  bei  ihrer  Versammlung  in  Aarau 
am  5.  6,  T  August  1850.  35ste  Versammlung.     Aarau  8. 

Von  den  ^r5sseren  in  diesem  Hefte  enthaltenen  Abhandlun- 
gen machen  wir  auf  die  folgenden  aufmerksam : 

Vortrag  des  Herrn  Leopold  von  Buch:  Ueber  einige 
Rieseothiere  der  Vorwelt. 

Prof.  C.  F.  Schon b ein:  Geber  den  Einfluss  des  Lichtes 
auf  die  chemische  Thätigkeit  des  Sauerstoflb. 

Prof.  Mollinger:  Geber  einen  Gniversalzirkel. 

Prof.  M  0  u  s  s  o  n :  Geber  die  Wheweirscb^n  oder  Quetelet'schen 
Streifen. 

Ausserdem  findet  man  in  diesen  Verhandlungen  S.  157.  — 
8.  169.  eine  interessante  Lebensbeschreibung  des  zu  Bern  ver- 
storbenen verdienten  Professors  der  Mathematik  Johann  Frie- 
d'rich  Trechsel  daselbst,  aus  welcher  wir  die  folgenden  kurzen 
Notizen  ausheben. 

Johann  Friedrich  Trechsel  wurde  am  4ten  März  1776 
in  der  Bemischen  Municipalstadt  Burgdorf  als  das  jüngste  von 
zwülf  Kindern  geboren.  Schon  im  13ten  Jahre  bezog  er  die  hö- 
here Lehranstalt  zu  Bern,  mit  dem  Vorsatze,  Theologie  zu  stu- 
diren.  Später  wandte  er  sich  auf  den  Rath  des  Professors  Itth 
mehr  dem  Studium  der  Mathematik  zu,  in  welcher  Tralles« 
nachheriges  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Ber* 
lin»  sein  Lehrer  war.  Im  Jahre  1805  erhielt  er  die  Professur  der 
Mathematik  an  der  am  2ten  November  des  genannten  Jahres  er- 
richteten (im  Jahre  1834  zu  einer  Gniversität  erhobenen)  Bernischen 
Akademie,  und  im  Jahre  1812  auch  noch  die  der  Physik.  Trech- 
sel besass  ein  ausgezeichnetes  Lehrtalent,  und  hat  sich  sowohl 
al9  Lehrer,  als  auch  namentlich  durch  die  trigonometrische  Auf- 
nahme des  Kantons  Bern  um  sein  Vaterland  sehr  verdient  gemacht, 
da  er  auch  stets  den  lebhaftesten  Antheil  an  .dessen  politischen 
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Schicksalen  nahm ,  und  aeben  seinem  Lehramte  oft  ooehilN&kr 
burgerlicbe  Aemter  bekleidete.  Sein  Charakter  vrird  m  imM 
Nekrolog  als  ein  buchst  liebenswürdiger,  in  jeder  Brnb^ 
höchst  ehrenwerther  geschildert.  Die  Treae  in  jeder  BezitiK 
galt  ihm  für  das  Höchste  im  Leben,  und  er  hat  sie  geuktn; 
Wenige,  sagt  sein  Biograph.  Mit  vielen  der  berühmtestes k- 
lehrten  des  In-  und  Auslandes  stand  er  in  lebhaftem  «»« 
schaftlichen  Verkehr.  Seine  sonst  felsenfeste  Gesondbdt  vi* 
späterhin  theils  durch  die  Anstrengungen  bei  seinen  ge^da^^M 
Arbeiten,  theils  durch  mancherlei  erlittene  Rrinknngeo  vük 
betroffene  Ungliickslalle  geschwächt.  Er  starb  am  2&ten  Nm- 
ber  1849  früh  um  7  Uhr  im  74sten  Lebensjahre  nadi  \xm 
Krankenlager.  Der  Redner  an  seinem  Grabe  schloss  wk^ 
mit  vollem  Rechte  auf  ihn  anwendbaren  Bibelworte:  „Sein  Ua 
ist  kostlich  gewesen,  denn  es  ist  lauter  Mühe  and  Arkcs» 
wesen.*' 
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JahTesißericht  der  Fürstlich  Jablonowskiickn^* 
Seilschaft.  Leipzig^  im  Iftärz  1851.  (Soweit  dersels'ir 
Mathematik   betrifft).  , 

I.Bericht  über  die  im  Jahre  1850  eingegaof^i 
Preisbewerbungsschriften. . 

Ueber  die  zuerst  im  Jahre  1849  gestellte,  und  darauf  is  J* 
1850  wiederholte  Preisaufgabe: 

„Unter  den  von  den  Alten  erwähnten  Sonnen-  vni  M^« 
,sternissen  die  b  e  achtens  wer  thesten  von  Neoem  irrv 
»fen,*  und  nach  den  Principien  der  Wahrscheinlidiket^ 
„nung  zu  entscheiden,  ob  und  welchen  Einfluss  ehie  m^i^ 
„sene  Berücksichtignng  derselben  auf  die  Bestimmtst  s" 
„Mondelemente,  insbesondere  der  Knoten,  haben  wfirdr 

ist  der  Gesellschaft  nur  eine  einzige  Beiverbungsscbrift  «atEr 
Titel : 

„Astronomische    Untersuchungen    über    die    Mond&iistcra>^ 
„des  Almagest*' 

und  mit  dem  Motto 

^.MulUformi  luna  ambage  iorsit  ingenia  cantemplanUum  tiprui^ 
,^idus  ignorari  inaxime  indignantitim,  (PI in.  H.  ^.  11,  9.)** 

zugesendet  worden.  Der  Verfasser  dieser  Abhandlnog  bat  • 
zwar  die  gestellte  Frage  nur  theil weise  beantwortet,  iadrs' 
Sonnenfinsternisse  gar  nicht,  und  von  den  Mond6nsteniiss<sii' 
die  19  im  Almagest  verzeichneten  berücksichtigte.  Da  sidi  j* '' 
seine  Schrift  bei  genauerer  Prüfung  in  ihren  Angaben  ab  «^ 
verlässig  erwies ,  da  sie  den  Gegenstand  mit  Geivandthe»  ^ 
richtigem  Tacte  behandelt  hat,  und  die  darin  enthalteneo.  e^ 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gefundenen  rorreeüo»«  -' 
mittleren  Bewegungen  des  Mondes  und  seiner  Knoten  voi  ^ 
unerheblichem  Interesse  erscheinen,  so  fand  sich  die  Ge^fft**^ 
bewogen,  dem  Verfasser  zwei  Drittel  des  ausgesetzten  P"!^ 
als  Accessit  zuzuerkennen. 
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a  D  F.xaArbeia,aml5.BoedroniooOLll% 

2.  Pfait  Alex.  Sl.Arriao.  Anab.  3,  7»  6 

a.  15,  7.  Tgl.  Ptolem.  Geogr.  1,  4.  PUb. 

hi«t  nat  2.  70.  mSeptSl    voiCbr 

9.  ®  F.  zwiscbeo  Sicilien  und  Africa  Ol. 

117,  2.  Diod.  20,  6.  Just  22,  6.  14.Av|r.310     .  .. 

10.  D  F.iDMakedoDieii,am3.r5ni.Septbr.586 

a.  c.  Cic.  d.  rep.  1, 15.  Plin.  2,  12.  Plat 

Aero.  Päd.  ]7.Li7.44,37.  21.JoihI6B     „  . 

11.  })  F.  in  PaDnooien.  Tac.  Aoo.  1,28.  Dio 

Caas.  57,  4.  26.Sept  UnacMr 

12.  O  F.  zu  Rom.  Tac.  Ann.  14. 12.  Plin.  h.  n. 

2.  70.  Dio  Caas.  61,  16.  30.  April  59    „    . 

13.  3)  F.  zu  Rom   i   ni-      i.-  ♦        4    o   ifi         ^  ***"  ^* 

14.  0  F.  daselbst  l  "*»•  '"•^^  "**•  ^  *^-  19.  Mta  - 

15.  0  F.  in  Sicilien,  nm  Mittag,  Finnic  Mal 

astr.1.2.  17.  Juli  334 

16.  0  F.  inMesopotaroien,  beiSonnenaofgang. 

Ammiaii.  Marc.  20,  3.  27.  Aug.  300 
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Uie  Preisbewerbungsscbnften  sind  in  deutscher,  latei- 
nischer oder  rranzusischer  Sprache  su  Terfasseo,  müssen 
deutlich  geschrieben  uud  pagin irt,  ferner  mit  einem  Motto 
Terseben  und  von  einem  versiegelten  Zettel  begleitet  sein,  der 
auswendig  dasselbe  Motto  trägt,  inwendie  den  Namen  und  \Voho- 
ört  des  \  erfassers  angiebt.  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  lur 
das  Jahr  der  Preisfrage  mit  dem  Monat  Kovember;  (Üe 
Adresse  ist  an  den  jedesmaligen  Secretair  der  GesellscbaA  (far 
das  J.  1851  an  den  ordentl.  Prof.  der  Mineralogie  und  Geogoo^ 
an  der  Universität  zu  Leipzig  C.  F.  Naumann)  zu  richten.  Der 
ausgesetzte  Preis  betrügt  liir  die  Aufgabe  aus  der  Astronomie  ^ 
Ducaten. 


Druckfehler. 

In  der  Ueberschrift  des  Aufsatzes  Nr.  XXXVII.  in  Tbl  XVI 
Heft  4.  S.  424.  s.  m.  ..Scheffier''  statt  ».Seheffler'*. 
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